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Das  folgende  Lehrbuch  ist  einerseits  aus  den  Vorlesungen  ent- 
standen, welche  der  Verfasser  an  verschiedenen  Hochschulen,  vor  Allem 
der  Rostocker  und  der  hiesigen  über  die  doppeltperiodischen  Functionen 
gehalten  hat,  andererseits  aus  den  Arbeiten,  die  von  seinen  Schülern 
und  ihm  über  den  genannten  Gegenstand  in  verschiedenen  Zeitschriften 
veröffentlicht  worden  sind.  Ursprünglich  war  es  die  Absicht,  lediglich 
eine  Theorie  der  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  zu  geben,  die 
in  deutsehen  Lehrbüchern  überhaupt  noch  nicht  ausführlich  behandelt 
worden  sind  —  bei  dem  engen  Zusammenhang  aber,  in  welchem  diese 
Functionen  zu  den  gewöhnlichen  doppeltperiodischen  Functionen  stehen, 
zeigte  es  sich  als  nöthig,  auch  letztere  in  den  Kreis  der  Betrachtungen 
zu  ziehen.  Unter  solchen  Umständen  entschloss  ich  mich,  die  Theorie 
der  gesammten  doppeltperiodischen  Functionen  in  einheitlicher  Weise 
zu  entwickeln.  Immerhin  ist  die  ursprüngliche  Absicht  bei  der  Aus- 
wahl des  behandelten  Stoffes  nicht  ohne  Einfluss  gewesen  —  es  ist 
von  manchen  Untersuchungen  abgesehen  worden,  die  mit  dem  ursprüng- 
lichen Zwecke  nur  in  losem  Zusammenhang  stehen.  Es  bezieht  sich 
das  vor  Allem  auf  die  Transformationstheorie.  Es  ist  als  eine  Haupt- 
aufgabe des  Werkes  zu  bezeichnen,  diese  Theorie  auf  anderer  Grund- 
lage, als  es  bisher  in  den  Lehrbüchern  geschehen  ist,  anzubahnen. 
Unter  solchen  Umständen  ist  davon  abgesehen,  auf  die  algebraischen 
und  functionentheoretischen  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen  tiefer 
einzugehen.  Es  konnte  das  um  so  mehr  geschehen,  als  hierüber  zwei 
ausgezeichnete  Werke,  die  Werke  von  Weuer  und  von  Klein,  vorliegen. 

Eine  klare  Einsicht  in  das  vom  Verfasser  Erstrebte  dürfte  erst 
nach  dem  Erscheinen  des  zweiten  Bandes  zu  gewinnen  sein.  Derselbe 
soll   die  Anfänge   der  Transformationstheorie  auf  neuer  Grundlage,  die 


IV  Vorwort. 

Ent Wickelung  der  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  in  trigonometrische 
Reihen  und  endlich  die  mannigfaltigen  Differentialgleichungen  behandeln, 
denen  die  genamiten  Functionen  Genüge  leisten. 

Die  Theorien,  die  der  erste  Theil  behandelt,  können  am  besten 
aus  dem  ausführlichen  Inhaltsverzeichniss  ersehen  werden.  Dieselben 
sollen  neben  Anderem  ü})er  die  Stellung  der  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art  in  der  Theorie  der  gesammten  doppeltperiodischen  Functionen 
Orientiren  und  können  nach  dieser  Richtung  hin  als  Einleitung  in  den 
zweiten  Band  angesehen  werden. 

Es  ist  dem  vorliegenden  Bande  eine  grössere  Anzahl  von  Literatur- 
angaben beigefügt  worden.  Auf  Vollständigkeit  sollen  dieselben  keinen 
Anspruch  machen,  insbesondere  ist  che  ältere  Literatur,  vor  Allem 
soweit  sie  sich  auf  die  gi'undlegenden  Arbeiten  von  Jacobi  und  Abel 
bezieht,  wenig  berücksichtigt  worden.  Es  ist  das  geschehen,  weil  einer- 
seits dieser  Theil  der  Literatur  mehrfach  genauer  behandelt  worden 
ist,  so  in  den  citirten  Werken  von  Exxeper  und  M.\xsion,  in  einer 
Monographie  von  Koenigsberger  u.  s.  f.,  andererseits  weil  die  Arbeiten 
von  Jacobi  und  Abel  thatsächlich  zum  Gemeingut  der  Mathematiker 
geworden  sind. 

Bei  der  Zusammenstellung  haben  sich  die  Jahr])ücher  über  die 
Fortschritte  der  Mathematik,  die  gegenwärtig  von  Herrn  Lampe  heraus- 
gegeben werden,  von  grösstem  Nutzen  gezeigt,  da  es  mir  nicht  immer 
möglich  war,  die  Originalarbeiten  selbst  einzusehen. 

Herrn  Dr.  Naetsch  spreche  ich  für  seine  liebenswürdige  Beibülfe 
beim  Lesen  der  Correcturbogen  meinen  verbindlichsten  Dank  aus. 

Dresden,  Juli   1805. 

M.  Krause. 
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•§i-0 

Definition  und  einfachste  Eigenschaften  der  Potenzreihen 
einer  Veränderlichen. 

Das  Fundament  aller  folgenden  Betraclitungen  bildet  die  Potenzreihe 
einer  Veränderlichen  x.  AVir  verstehen  unter  einer  solchen  eine  jede 
unendliche  Reihe  von  der  Form: 

00 

1)  G(x)  =  ßo  +  a^x  +  «2^^  +  •  •  •  a„a;"  -\ =^"a„a;'', 

0 

wobei  die  Grössen  a„  beliebige  complexe  Constanten  bedeuten,  während 
unter  x  eine  beliebige  complexe  Veränderliche  zu  verstehen  ist. 

Es  sollen  nun  zunächst  die  einfachsten  Sätze  über  die  aufgestellten 
Reihen  entwickelt,  insbesondere  die  Art  ihrer  Convergenz  untersucht 
werden.     Hierzu  dienen  die  folgenden  Untersuchungen. 

Lehrsatz:  Wenn  eine  Grösse  x^  derart  bestimmt  werden 
kann,  dass  alle  Glieder  ünX^  ihrem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  oder  gleich  einer  positiven  endlichen  Grösse  g  sind, 
so  convergirt  die  Potenzreihe  für  alle  Werthe  von  x,  die 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  iCj. 

Zum  Beweise  bezeichnen  wir  die  absoluten  Beträge  der  Grössen  a„ 
durch  die  entsprechenden  Buchstaben  a„,  setzen  also  dem  Vorgange 
von  Weierstrass  folgend: 

!  an   =  ß«, 

wir  bezeichnen  ferner  die  absoluten  Beträge  von  x  resp.  x.^  durch  | 
resp.  Ij.  Dann  wäre  der  verlangte  Satz  bewiesen,  wenn  wir  nachweisen 
könnten,  dass  die  Reihe: 

für  alle  Werthe  von  |  convergirt,  die  kleiner  sind  als  ^j. 

Krause,  Doppcltiicriodisclic  Fuuctiouou.  I.  1 


2  §  1.    Einführung  von  Totenzreihen  einer  Veränderlichen. 

Nun  ist  nach  Annahme: 

Hieraus    folgt,    dass    die    Reihe    2)    convergiren    wird,    wenn    die 
Reihe  convergirt:  /         ?       ^2  ^^  \ 


und  diese  convergirt  in  der  That  für  alle  Werthe  von  'S,,  die  kleiner 
sind  als  l^.     Hiermit  ist  der  verlangte  Beweis  geliefert. 

Wir  wollen  nun  von  0  anfangend  x  eine  continuirliche  Reihe  von 
Werthen  durchlaufen  lassen,  deren  absolute  Beträge  beständig  wachsen. 
Dann  sind  zwei  Fälle  möglich.     Entweder  bleibt  die  Ungleichung: 

für  alle  endlichen  x  bestehen,  wie  gross  deren  absoluter  Betrag  auch 
angenommen  werden  möge,  oder  aber  dasselbe  ist  nicht  der  Fall.  Im 
ersten  Falle  muss  dann  die  Reihe  für  alle  endlichen  Werthe  der  Ver- 
änderlichen convergiren.  Eine  derartige  Reihe  nennt  man  eine  beständig 
convergirende  Potenzreihe.  Ein  Beispiel  hierfür  bietet  die  Ex- 
ponentialreihe  dar:  , 

1_L^4_     ^"     4-...    ^     _L...         • 

1      1.2  nl 

Im  zweiten  Falle  muss  es  für  die  absoluten  Beträge  der  Grössen  x 
eine  obere  Grenze  p  derart  geben,  dass  für  alle  Werthe  von  x,  die 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  oder  gleich  q  sind,  die  Ungleichung: 

erfüllt  wird,  dagegen  nicht  mehr,  wenn  der  absolute  Betrag  von  x 
grösser  wird  als  q. 

Hieraus  folgt,  dass  die  vorgelegte  Reihe  für  alle  diejenigen  Werthe 
von  X  convergiren  muss,  die  der  Ungleichung  Genüge  leisten: 

divergiren  muss  für  alle  diejenigen  Werthe  von  x,  die  der  Ungleichung 

Genüge  leisten:  1  ^  ^ 

\^  >  Q- 

Für  diejenigen  Punkte,  deren  absoluter  Betrag  gleich  g  ist,  bleibt 
das  Verhalten   der  Potenzreihe  ungewiss.     Die  letzten  Resultate  lassen 


§  1.    Einführung  von  Potenzreihen  einer  Veränderlichen.  3 

eine  einfaelie  geometrische  Deutung  zu.    Diejenigen  Punkte,  für  welche 

der   absolute  Betrag   kleiner   ist  als  q,   liegen  im  Innern  eines  Kreises, 

welcher  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  q  beschrieben  ist,  während 

diejenigen  Punkte,  deren  absoluter  Betrag  grösser  als  q  ist,  ausserhalb 

desselben  gelegen   sind.      Die   Punjite   endlich,   deren   absoluter   Betrag 

gleich  Q  ist,  bilden  die  Peripherie  des  definirten  Kreises.     Wir  wollen 

denselben  mit  dem  Namen   des  Convergenzkreises   bezeichnen   und 

Q    den    Radius    desselben    oder    schlechthin    den    Convergenzradius 

nennen. 

Hierbei    kann    es    eintreten,    dass    der    Convergenzkreis    in    einen 

einzigen  Punkt,   in   den  Anfangspunkt   übergeht.     Ein  Beispiel   hierfür 

bietet  die  Reihe  dar: 

f 

l+a;+1.2a;2  +  ---w!a;"  +  ---' 

die  für  keinen  von  Null  verschiedenen  Werth  von  x  convergent  ist. 
Derartige  Reihen  wollen  wir  ein  für  alle  Mal  von  der  Betrachtung 
ausschliessen. 

Der  erste  Fall  endlich  kann  als  besonderer  Fall  des  zweiten  an- 
gesehen werden,  wenn  Avir  zulassen,  dass  der  Radius  des  Convergenz- 
kreises unendlich  gross  wird. 

Versteht  man  unter  Co nvergenzbe reich  einer  jeden  von  x  ab- 
hängigen unendlichen  Reihe  den  Complex  aller  derjenigen  Werthe  von  x, 
für  welche  die  Reihe  convergent  ist,  so  können  wir  die  letzten  Be- 
trachtungen in  dem  folgende  Satze  zusammenfassen: 

Lehrsatz:  Der  Convergenzbereich  einer  jeden  Potenzreihe 
von  X  ist  entweder  das  Innere  oder  das  Innere  und  ein  Theil 
der  Peripheriepunkte  eines  Kreises,  welcher  um  den  Null- 
punkt beschrieben  ist. 

Hierbei  ist  es  wenigstens  zunächst  nicht  ausgeschlossen,  dass  jener 
Theil  der  Peripheriepunkte  mit  allen  Peripheriepunkten  zusammenfällt. 
Wir  werden  uns  erst  später  überzeugen,  dass  ein  solches  Zusammenfallen 
thatsächlich  unmöglich  ist. 

Im  Anschluss  hieran  wollen  wir  sagen,  ein  Punkt  liegt  im  Innern, 
auf  der  Grenze,  ausserhalb  des  Convergenzbereiches,  wenn 
er  im  Innern,  auf  der  Peripherie,  ausserhalb  des  Convergenz- 
kreises gelegen  ist. 

Wir  kommen  nun  zu  einem  weiteren 

Lehrsatz:  Es  sei  eine  beliebige  Potenzreihe  vorgelegt, 
welche  ein  constantes  Glied  a^  besitzt.  Dann  kann  man 
der  Veränderlichen  x  eine  positive  Grösse  §,,  die    von  Null 

1* 
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verschieden    ist,    so   zuordnen,   dass   für   alle  Wertlie   von  a;, 
die  der  Ungleichheit  Genüge  leisten: 

die    ganze    Potenzreihe    von    a^    sich    um    weniger    als    eine 
beliebig  klein  vorgelegte  Grösse  s  unterscheidet. 

Zum  Beweise  führen  wir  dieselben  Bezeichnungen  ein  Avie  früher. 
Die  vorgelegte  Potenzreihe  sei : 

G(x)  =  ÜQ  +  ai.x  +  a^.x^-^ an.x"-\ 

Die  absoluten  Beträge  der  Grössen  a  bezeichnen  wir  durch  die 
entsprechenden  Buchstaben  a,  den  absoluten  Betrag  von  x  durch  |. 

Dann  wäre  der  verlangte  Beweis  geführt,  wenn  wir  zeigen  könnten, 
dass  für  alle  Werthe  von  |  ^  ^i  der  Werth  der  Reihe: 

kleiner  ist  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  positive  Grösse  s'. 

Dazu  nehmen  Avir  irgend  einen  Werth  Ig;  ^^^J*  welchen  die  Potenz- 
reihe convergent  ist.     Dann  ist  jedenfalls: 

«n  i^  ^  9, 

wobei  g   eine   endliche  positive  Grösse  bedeutet  und  n  der  Reihe  nach 
die  Werthe  1,  2,  3  . . .  annehmen  kann. 
Hieraus  folgt:  j. 

Hieraus  wiederum  schliessen  wir,  dass  der  Beweis  nur  für  die 
Reihe  geführt  zu  werden  braucht: 

y-  +  p  +  •  •  •  g  „  +  •  •  •  > 

um  ihn  zu  gleicher  Zeit  für  die  ursprüngliche  Reihe  geführt  zu  haben. 
Nehmen  wir  die  Annahme  hinzu,  dass  |  <  Sg  ist,  so  ist  aber  der 
Werth  der  letzten  Reihe  gleich: 


32 

Hiermit  ist  aber  alles  gethan.  Wir  können  immer  einen  Werth  für  |, 
den  Werth  |  =  |i,  so  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  kleiner  ist  als 
eine  beliebig  klein  vorgelegte  Grösse  s'.  Dann  bleibt  derselbe  kleiner 
als  s',  wenn  wir  |  Werthe  beilegen,  die  kleiner  als  ^^  sind,  und  damit 
ist  der  Satz  bewiesen. 
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Ganz  analog  wird  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Lehrsatz:  Es  sei  eine  Potenzreilie  vorgelegt: 

iCj  ein  Punkt  im  Innern  des  Convergenzbereiclies,  dann  kann 
man  stets  eine  endliclie  Anzahl  von  Gliedern 

ÜQ-}-  a^x-\ a„  .  x" 

derart  absondern,  dass  die  Summe  aller  anderen  für  alle 
Werthe  von  x,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
oder  gleich  x^  sind,  kleiner  bleibt  als  eine  beliebig  klein 
vorgelegte  Grösse  e. 

Taylor'scher  Lehrsatz   für  Potenzreihen  einer  Veränderlichen 

nebst  Folgerungen.     Fortsetzung   einer  Potenzreihe  über  den 

Convergenzbereich  hinaus. 

Es  sei  eine  Potenzreihe  vorgelegt: 

1)  a,-^ -\- a^ . X -] ün-x"-] 

X  ein    beliebiger  Punkt    im  Inueru  des  Convergenzkreises.     Denken  wir 
uns  dann   an   Stelle   von  x  die   Grösse  x  -{-  h  gesetzt,  so   erhalten  wir 
die  Reihe: 
«0  +  aj  (ic  +  h) -f  a.2  {x^  +  2 ä' Ä  +  A^)  +  •  •  •  a„ (ic"  +  w . x''-'-  .h-i- ■■ -h")-}---- 

die  in  der  vorliegenden  Reihenfolge  der  Glieder  sicher  convergiren  wird, 
wenn  h  so  gewählt  ist,  dass  x  -}-  h  im  Innern  des  Couvergeuzbereiches 
gelegen  ist.  Es  fragt  sich,  wann  sind  wir  berechtigt,  die  Glieder  der 
Reihe  beliebig  anzuordnen,  insbesondere  dieselben  nach  Potenzen  von  h 
zu  ordnen. 

Es  gilt  bekanntlich  der  Satz,  dass  eine  jede  Reihe  beliebig  an- 
geordnet werden  kann,  ohne  ihren  Werth  zu  ändern,  wenn  die  ent- 
sprechende  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  einzelnen  Glieder  con- 
vergent  ist.  Nennen  wir  daher  den  absoluten  Betrag  von  Ä:?/,  so  folgt, 
dass  eine  beliebige  Umordnung  für  alle  diejenigen  Werthe  von  x  und  h 
möglich  ist,  für  welche  die  Reihe  convergirt: 

«0+  «1  (I  +  >?)  +  «2(1'+  2^1  +  ^0  +••• 
oder    was    dasselbe    sagt,    für   welche   der  Punkt  l  -f  ij   im    Innern  des 
Convergenzkreises  gelegen  ist,  oder  auch  für  welche 

ist,  wobei  q  den  Radius  des  Convergenzkreises  bedeutet. 
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Für  alle  diese  Werthe  von  x  und  h  können  wir  dann  schreiben: 

2)    Gix-^-li)  =  G{x)  +  G\x)li  +  ^^  /i^  +  •  •  •  ^^  Ä»+  •  •  •, 

wobei   die   Grössen   G\x),   G"{x),...    eindeutig  definirte   convergirende 
Potenzreihen  von  x  sind  und  zwar: 

(T'(ii;)  =  «1  +  2 . «2  •  ^  +  3  .  «3 . a;^ H n.a„. a;"-^  H ? 

G"(ir)  =  2a.2  +  2 . 3 .  «3 .  a;  +  •  •  •  w .  («  -  1) .  a„  a;«-^  +  •  •  • 

Diese  Potenzreihen  bezeichnet  man  mit  dem  Namen  der  ersten, 
zweiten  etc.  abgeleiteten  Reihe  der  ursprünglichen  im  Punkte  x. 
Bei  dieser  Definition  ist  dann  zu  gleicher  Zeit  auch  der  Existenz- 
beweis der  sämmtlichen  abgeleiteten  Reihen  für  alle  diejenigen  Punkte  x 
gegeben,  die  im  Innern  des  Convergenzkreises  gelegen  sind.  Halten 
wir  einen  solchen  Punkt  x  fest,  so  convergirt  dann  die  Potenzreihe 
von  h,  die  für  G(x  -\-  h)  gefunden  worden  ist,  für  alle  diejenigen 
Werthe  von  h,  für  welche  ^-h  rj  <Q  ist,  oder  geometrisch  gesprochen, 
wie  sofort  klar  ist,  für  alle  diejenigen  Werthe  von  Ji,  die  zu  Punkten 
X  -^  h  gehören,  die  im  Innern  eines  Kreises  gelegen  sind,  der  um  den 
Punkt  X  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist  und  den  ursprünglichen  Kreis 
von  innen  berührt.  Es  ist  hierbei  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Con- 
vergenz  noch  für  weitere  Werthe  von  h  stattfindet,  indessen  kann  ein 
allgemeiner  Satz  hierfür  zunächst  nicht  erbracht  werden. 

Wir  fassen  die  letzten  Betrachtungen  in  dem  folgenden  Satze  zu- 
sammen,  den  wir  als  den  Taylor 'sehen  Satz  für  Potenzreihen  einer  Ver- 
änderlichen bezeichnen  können: 

Lehrsatz:  Es  sei  eine  beliebige  Potenzreihe  von  x  vor- 
gelegt, X  ein  Punkt  im  Innern  ihres  Convergenzbereiches. 
Um  denselben  werde  ein  Kreis  beschrieben,  welcher  den 
ursprünglichen  von  innen  berührt,  dann  kann  für  alle 
Punkte  x-\-h,  die  im  Innern  desselben  gelegen  sind,  G{x-\-h) 
nach  Potenzen  von  h  geordnet  werden.    Der  Coefficient  von 

-    ist    die    n^^    abgeleitete    Reihe     der    ursprünglichen    im 

Punkte  X. 

Aus  diesem  Lehrsatz  folgt  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Potenz- 
reihen, die  nach  den  verschiedensten  Seiten  hin  von  Bedeutung  ist. 
Wir  können  die  Gleichung  2)  auch  schreiben: 

G{x  +  h)  -  G{x)  =  G'(x)  h  +  ?^^  h' -{-■-• 
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Sehen  wir  die  rechte  Seite  als  Potenzreihe  von  h  an,  so  fehlt 
das  constante  Glied.  Wir  können  unter  solchen  Umständen  einen 
unserer  früheren  Sätze  anwenden  und  finden,  dass  h  immer  eine  solche 
positive  Grösse  r]  zugeordnet  werden  kann,  dass  für  alle  Werthe  von  h, 
die  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  oder  gleich  rj  sind,  die  Differenz: 

G{x  +  h)-G{x) 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  wird   als   eine   beliebig   klein  vor- 
gelegte Grösse  f. 

Diese  Eigenschaft  drücken  wir  kurz  dadurch  aus,  dass  wir  sagen, 
die  Potenzreihe  ist  im  Punkte  x  stetig.     Wir  finden  somit  den 

Lehrsatz:  Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Punkte,  welcher 
im  Innern  des  Convergenzbereiches  gelegen  ist,  stetig. 
Auf  der  Eigenschaft   der  Stetigkeit  beruht  ein  weiterer  wichtiger 
Satz  aus  der  Theorie  der  Potenzreihen. 

Lehrsatz:  Wird  eine  Potenzreihe  für  alle  Punkte  eines 
endlichen,  noch  so  kleinen  Linienstückes,  welches  durch 
den  Nullpunkt  hindurchgeht,  bestündig  Null,  so  müssen 
ihre  sämmtlichen  Coefficienten  verschwinden. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  die  vorgelegte  Potenzreihe  wie  früher 
durch:  ^.  .  ,  ,          „  i 

so  muss  jedenfalls  «0=0  sein,  da  die  Reihe  im  Punkte  a?  =  0  ver- 
schwinden soll.     Wir  können  sie  also  schreiben: 

x{ai  + a^x -\- a^x^ -\ ). 

Da  dieselbe  für  alle  Punkte  eines  Linienstückes  verschwinden  soll, 
welches  durch  den  Nullpunkt  hindurchgeht,  so  muss  für  alle  diese 
Punkte  mit  Ausnahme  des  Nullpunktes  die  Reihe  verschwinden: 

Da  nun  die  Punkte  beliebig  nahe  an  den  Nullpunkt  heranrücken 
können,  so  folgt  aus  der  Eigenschaft  der  Stetigkeit,  dass  die  Reihe: 

a^  +  a^x  +  a^x^  ■] 

auch  im  Nullpunkte  verschwinden  muss,  d.  h.  es  muss  «1  =  0  sein.  In 
derselben  Weise  kann  bewiesen  werden,  dass  auch  ein  jeder  folgende 
Coefficient  der  Null  gleich  sein  muss. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  folgt  mit  wenigen  Schlüssen 
der  folgende 

Lehrsatz:  Wenn  zwei  Potenzreihen  von  x  für  alle  Punkte 
eines  endlichen  noch  so  kleinen  Linienstückes  überein- 
stimmen,   welches    durch    den    Nullpunkt    hindurchgeht,    so 
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sind  sie  identisch  einander  gleich,  d.  h.  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Potenzen  von  x  stimmen  in  beiden  Reihen 
überein. 

In  der  That,  die  beiden  vorgelegten  Reihen  seien  die  Reihen: 

«0+  a^x  +  a^x^-\ 

\-[-\x  +  'b^x^-\ 

Bilden  wir  dann  die  Potenzreihe: 

Ö'O  —  ^0  +  (%  —  ^l)^  -\ {an—'bn)x''-\ y 

so  wird  diese  für  alle  Punkte  des  definirten  Linienstüekes  gleich  Null, 
mithin  wird  nach  dem  vorigen  Satze: 

dji—  K=  0,  q.  e.  d. 

Dieser  Satz  kann  verallgemeinert  werden.  Dazu  denken  wir  uns  zwei 
Potenzreihen  um  die  beiden  Punkte  x  =  a  und  x  =  h  herum  vorgelegt. 
Dieselben  mögen  lauten: 

3)  G{x\a)  =  %+  a^ix  —  a)  -\-  a^{x  —  df  -\ a„(rc  —  a)" H ? 

4)  G^{x\h)  =^\+\{x-'b)  +  \{x-'by  +  ---'bn{x-hY  +  '-- 

Der  Convergenzkreis  der  ersten  ist  ein  Kreis  um  den  Punkt  x  =  a, 
der  zweiten  um  den  Punkt  x  =  b.  Es  kann  nun  sehr  wohl  eintreten, 
dass  die  beiden  Convergenzkreise  ein  y-emeinsames  Stück  besitzen. 
Dann  gilt  der  folgende 

Lehrsatz:  Stimmen  zwei  Potenzreihen  G{x\a)  und  G-^{x\b) 
für  alle  Punkte  eines  endlichen,  noch  so  kleinen  Linien- 
stückes überein,  welches  durch  einen  Punkt  c  im  Innern 
des  gemeinsamen  Convergenzbereiches  hindurchgeht,  so 
stimmen  sie  für  alle  Punkte  im  Innern  des  gemeinsamen 
Convergenzbereiches  üb  er  ein. 

Zum  Beweise  greifen  wir  im  Innern  des  gemeinsamen  Convergenz- 
bereiches einen  beliebigen  weiteren  Punkt  c'  heraus  und  zeigen,  dass 
die  beiden  Potenzreihen  in  ihm  denselben  Werth  besitzen  müssen. 

Dazu  verbinden  wir  die  beiden  Punkte  c  und  c'  durch  eine  Linie, 
die  ganz  im  Innern  des  gemeinsamen  Convergenzbereiches  gelegen  ist. 
Die  kürzeste  Entfernung  derselben  von  den  einzelnen  Punkten  der 
beiden  Kreisperipherien  bezeichnen  wir  durch  d,  dann  können  wir  den 
Weg  jedenfalls  immer  so  wählen,  dass  d  eine  endliche  von  Null  ver- 
schiedene Grösse  ist.  Jeder  mit  dem  Radius  d  um  einen  beliebigen 
Punkt  der  Verbindungslinie  geschlagene  Kreis  liegt  dann  im  Innern 
des  gemeinsamen  Convergenzbereiches.  Nun  kann  man  nach  bekannten 
Regeln  aus  G{x\a)  eine  Potenzreihe  um  den  Punkt  x  =  c  herum  ent- 
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wickeln.  Dieselbe  möge  durch  G(x  a  c)  bezeichnet  werden.  Sie  stimmt 
mit  der  ursprünglichen  dann  jedenfalls  für  alle  Punkte  des  Kreises 
überein j  welcher  um  c  mit  dem  Radius  d  beschrieben  ist,  d.  h.  für  die 
Punkte  im  Innern  desselben,  so  dass  für  dieselben  die  Gleichung  besteht: 

G(x  a)  =  G(x  a  c). 

Analog  kann  aus  Gy{x  h)  eine  Potenzreihe  um  den  Punkt  c  herum 
entwickelt  werden.  Dieselbe  werde  bezeichnet  durch  G^^x  b  c).  Dann 
ist  wiederum  für  die  Punkte  im  Innern  des  Kreises,  welcher  mit  dem 
Radius  d  um  c  beschrieben  ist: 

G^{x  h)  =  Gi(x  h  c). 

Nun  stimmen  für  ein  Linienstück  durch  c  die  beiden  Potenzreihen 
G(x\a)  und  Gj^(x\h)  überein,  also  —  soweit  das  Linienstück  im  Innern 
des  Ki-eises  mit  dem  Radius  d  gelegen  ist  —  die  beiden  Reihen  G  [x  a  c) 
und  G^(x  b  c)  auch.  Diese  sind  um  denselben  Punkt  c  herum  ent- 
wickelt, müssen  also  nach  dem  früheren  Satze  einander  identisch  gleich 
sein,  jedenfalls  also  für  alle  Punkte  des  Kreises  um  c  mit  dem  Radius  d 
übereinstimmen.  In  Folge  dessen  muss  dasselbe  für  die  beiden  Reihen 
G(x'  d)  und  (tj {x  h)  der  Fall  sein.  Auch  sie  müssen  für  alle  Punkte 
übereinstimmen,  die  in  dem  Kreise  gelegen  sind,  der  um  c  mit  dem 
Radius  d  beschrieben  ist.  Xun  nehmen  wir  auf  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  c  und  c'  einen  dritten  Punkt  c^  nahe  der  Peripherie 
des  Kreises  an.  Mit  diesem  können  wir  dann  operiren  wie  mit  dem 
ursprünglichen.  Beschreiben  wir  um  c^  einen  Kreis  mit  dem  Radius  fZ, 
so  müssen  auch  für  alle  Punkte  in  dessen  Innern  die  beiden  Potenz- 
reihen G(x  a)  und  G^^ix  b)  übereinstimmen.  So  geht  das  fort,  bis 
wir  schliesslich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Operationen  zu  einem 
Kreise  gelangen,  in  dessen  Innern  der  Punkt  c'  gelegen  ist  und  für 
den  die  beiden  Potenzreihen  auch  übereinstimmen  müssen.  Hiermit 
ist  der  verlangte  Beweis  geliefert.  Diese  letzten  Untersuchungen  führen 
zu  einer  ungemein  wichtigen  neuen  Definition. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  a  im  Innern  des  Convergenz- 
bereiches  einer  Potenzreihe  von  x  herausgegriffen  und  für  ihn  die  ent- 
sprechende Potenzreihe  nach  Potoizen  von  x  —  a  nach  dem  Taylor 'sehen 
Satze  abgeleitet.  Der  Convergenzkreis  umfasst  dann  jedenfalls  den 
Bj-eis  um  a,  welcher  den  ursprünglichen  von  innen  berührt.  Für  die 
Punkte  im  Innern  desselben  findet  dann  Uebereinstimmung  der  ur- 
sprünglichen Reihe  G  (x)  und  der  zweiten  für  den  Punkt  x  =  a  statt. 
Wir  bezeichnen  letztere  durch  G{x  a).  Nun  ist  es  begrifflich  nicht 
ausgeschlossen,  dass  der  Convergenzbereich  von  G(x  a)  weiter  reicht 
als   der  soeben  definirte  Kreis  um  a.     Die  Potenzreihe  für  log[^l-\-x) 
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bietet  hierfür  ein  einfaches  Beispiel.  Dann  werden  die  beiden  Potenz- 
reiheu  G  (x)  und  G{xa)  nach  den  entwickelten  Sätzen  in  dem  gemein- 
samen Convergenzbereich  übereinstimmen  müssen  und  zwar  im  Innern 
desselben.  Der  Convergenzbereich  von  G{x\a)  reicht  aber  weiter.  Man 
bezeichnet  unter  solchen  Umständen  den  Theil  von  G{x\a),  welcher 
zu  den  nicht  gemeinsamen  Punkten  gehört,  mit  dem  Namen  der  Fort- 
setzung der  ursprünglichen  Poteuzreihe  G{x).  Es  wird  unsere  nächste 
Aufgabe  sein,  die  hierbei  stattfindenden  Möglichkeiten  näher  zu  unter- 
suchen. An  dieser  Stelle  möge  nur  noch  bemerkt  werden,  dass  zwei 
Potenzreihen,  die  um  zwei  Punkte  a  und  a,  im  Innern  des  Convergenz- 
bereiches  einer  vorgelegten  Potenzreihe  mit  Hülfe  des  Taylor'schen 
Satzes  aus  letzterer  entwickelt  worden  sind,  im  Innern  des  gemeinsamen 
Conversenzbereiches  die  nämlichen  Werthe  besitzen. 

Ableitung  einer  Beziehung  zwischen  den  Coefficienten 
und  Werthen  einer  Potenzreihe. 

Für  das  Folgende  ist  ein  Satz  von  Cauchy  von  Bedeutung,  welcher 
eine  Beziehung  zwischen  den  Coefficienten  und  den  Werthen  einer  Potenz- 
reihe feststellt.     Wir  wollen  denselben  folgendermassen  aussprechen: 

Lehrsatz:    Bedeutet   g    die    obere    Grenze    der    absoluten 
Beträge  der  Werthe,  welche  die  Potenzreihe: 

1)  aQ+  a^x  -\-  a^x^  -\ a„a;"  -\ 

für  die  Punkte  der  Peripherie  eines  Kreises  annimmt,  der 
um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  q  beschrieben  und  ganz 
innerhalb  des  Convergenzkreises  der  Reihe  gelegen  ist,  so 
finden  die  Ungleichungen  statt: 

Den  Beweis  geben  wir  nach  dem  Vorgange  von  Weierstrass. 
Wir  betrachten  zunächst  den  Ausdruck: 

2)  ax"^, 

wobei  m  eine  beliebige  ganze  positive  oder  negative  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  bedeutet. 

In  demselben  setzen  wir  an  Stelle  von  x  Werthe,  deren  absoluter 
Betrag  gleich  q  ist.     Dieselben  haben  dann  die  Form: 

x  =  Q  .  1^ 
wo  ^  den  absoluten  Betrag  1   besitzt.     Wir  wollen  festsetzen,  dass  es 
so  gewählt  sei,  dass  ^"'  von  1  verschieden  ist.     Es  ist  das  immer  auf 
unendlich  mannigfaltige  Weise  möglich. 
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Dann  ]:>ilden  wir  den  Ausdruck: 

0 

in  welchem  l  eine  ])eliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet.    Dieser  Aus- 
druck ist  gleich:  . , 

o  a()™|""— 1 

^T  i'"  -  1 ' 

wird  also,  wenn  jetzt  l  immer  mehr  und  mehr  wächst,  sich  der  Grenze 
Null  nähern. 

Betrachten  wir  zweitens  den  Ausdruck: 

3)  F{x)  =  ax'"  +  a^x'"'  H , 

wobei   über   w,   m^,...   dasselbe   zu   bemerken    ist   wie  vorhin   über  m, 
wo  ferner  die  Anzahl  der  Summanden  eine  endliche  ist,  so  Avird  auch: 

für  Z  =  CO  sein,  wenn  wir  noch  die  Annahme  hinzufügen,  dass  |  keiner 
der  Gleichungen  Genüge  leistet: 

x'^=l,     x'"^=l,... 

eine  Annahme,   welcher   unendlich  viele  Werthe   von  |  Genüge  leisten. 
Nehmen  wir  also  drittens  den  Ausdruck: 

4)  jPj  (x)  =  %+  ax"'  +  «1  oc'"'  +  ■■■, 

der  sich  von  dem  vorigen  nur  um  die  Constante  a^  unterscheidet,  so  folgt: 

1   '~^ 

0  l  =  oo 
Die  Werthe  q^^  werden  durch  Punkte  repräsentirt,  die  auf  einem 
Kreise  liegen,  der  um  den  Nullpunkt  mit  dem  Radius  q  beschrieben 
ist.  Wir  fassen  nun  alle  Punkte  ins  Auge,  die  auf  dieser  Peripherie 
gelegen  sind.  Zu  ihnen  gehören  ganz  bestimmte  absolute  Beträge  der 
Function  F^{x).  Die  obere  Grenze  derselben  bezeichnen  wir  durch  g, 
so  ist  g  jedenfalls  eine  endliche  positive  Grösse,  ferner: 


Hieraus  folgt: 


IS^.(.I^) 


<9- 


Hiermit  haben  wir  die  Hauptschwierigkeit  des  allgemeinen  Beweises 
überwunden.     In  der  That  sei  nun  eine  Potenzreihe  vorgelegt: 


j2  §  4.    Aiulerweite  Charakterisirung  des  Convergenzkreises. 

5)  fix)  =  «0  +  ^1^  +  a^x^-\ «.„a;"  ^ ; 

Q  eine   j)ositive  Grösse   kleiner   als   der  Convergenzradius,    dann  Avollen 
wir  beide  Seiten  mit  x~"-  miütipliciren  d.  li.  bilden: 

x-".f{x)  =  ao.a;-"+  ai.x~"+^-i a„+  an+i.x-\ 

nnd  die  rechte  Seite  schreiben: 

wobei  gesetzt  ist: 

/i(a;)  =  «0  •  ^~" H ^«  +  ^«+1  •  ^  H ^«+'"  •  ^'"7 

Nach  nnseren  früheren  Sätzen  können  wir  dann  m  immer  so  gross 
wählen,  dass  der  absolnte  Betrag  von  f^ix)  für  alle  Werthe  von  x,  die 
ihrem  absolnten  Betrage  nach  gleich  q  sind,  kleiner  wird  als  eine  be- 
liebig klein  vorgelegte  Grösse  f.  fi(x)  besteht  ans  einer  endlichen 
Anzahl  von  Gliedern.    Nennen  wir  die  ihr  entsprechende  obere  Grenze  g^, 

so  folgt:  ,   ^ 

•  \an\<gi. 

Nennen  wir  also  die  obere  Grenze  der  absolnten  Beträge  von  f(x) 

für  die  definirten  Werthe  von  x:g,  so  folgt  mit  Hülfe  der  einfachsten 

Schlüsse:  ,       ,     . 

\a„\  ^g.Q-'' 

lind  damit  ist  die  Richtigkeit  des  Satzes  nachgewiesen. 

v/§  4. 
Anderweite  Charakterisirung  des  Convergenzkreises. 

Wir  haben  seiner  Zeit  die  Definition  des  Convergenzkreises  ge- 
geben. Es  fragt  sich,  ob  wir  das  Wesen  desselben  nicht  noch  auf 
eine  andere  Art  charakterisiren  können.  Wir  fragen  dazu  ganz  all- 
gemein:  woran  liegt  es,  dass  eine  Potenzreihe  aufhört  zu  convergiren? 
Die  BeautAvortung  dieser  Frage  soll  zunächst  in  einer  sehr  abstracten 
Form  geschehen  und  zwar  durch  folgenden 

Lehrsatz:  Es  sei  eine  Potenzreihe  G(x)  vorgelegt.  Die- 
selbe möge  sicherlich  für  alle  Punkte  im  Innern  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  r  convergiren.  Für  alle  diese 
Punkte  a  seien  aus  der  ursprünglichen  Reihe  die  ent- 
sprechenden Potenzreihen  G(x\a)  abgeleitet.  Zu  ihnen  ge- 
hören bestimmte  Convergenzradien.  Dieselben  seien  be- 
stimmt und  mögen  als  untere  Grenze  die  Grösse  d  besitzen, 
dann  ist  der  wirkliche  Convergenzradius  der  Reihe  G(x) 
gleich  r  -^  d. 
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In  der  That,  es  sei: 

1)  G(x)=Zan.x\ 

Nach  Annahme   convergirt    diese  Reihe  sicherlich  für  alle  Werthe 
X  =  a,  für  welche  1  a '  <  r 

ist.  Sei  ein  solcher  vorgelegt,  so  lautet  die  abgeleitete  Poteuzreihe 
für  denselben:  ^,Y  -x 

G(x  a)=^^(x-ay. 

Diese  Reihe  ist  nach  Voraussetzung  convergent,  wenn: 

j  a  I  <  r     und       x  —  a    <.  d 

ist.  Es  sei  d^  kleiner  als  d.  Um  a  beschreiben  wir  eineli  Kreis  mit 
dem  Radius  d^  und  lassen  a  selbst  alle  Werthe  durchlaufen,  die  den- 
selben absoluten  Betrag  cc  besitzen.  Es  sei  dann  g  die  obere  Grenze 
der  Werthe  G(x  a)  für  alle  Stellen  der  Ejreisliuien: 

\x  —  a   =  dy 

und  für  alle  Werthe  von  a,  deren  absoluter  Betrag  gleich  a  ist.  Diese 
Grösse  g  ist  endlich.  Dann  folgt  vermöge  des  Lehrsatzes  des  vorigen 
Paragraphen : 

oder  auch:        , 

1  i*""^ 

\  y^a  ii  —  l...^  —  v-\-la^.  a^-*' ,  <  gd-\ 

VI    ^^ 

:  /u=v  1 


Hieraus  wiederum  folgt: 

ftfl  —  l...fi  —  v  +  1 


a^Kg.d^-^'.ce-'^ 


oder  auch:  ^7 »  a' 

Uy.  «„.«'"  -    <  flf  — 

Bildet  man  daher  die  Summe: 

d. 


r  =  0 

SO  ist  dieselbe  vermöge  der  letzten  Ungleichung: 

^  ^  a         ^  r  —  u 

r 
Es  bleiben  also  die  Grössen 

ad^Y 
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für  alle  Wertlie  von  fi  kleiner  als  eine  angebbare  Grösse.  Unter 
solchen  Umstünden  muss  die  Reihe: 

G(x)  =2:a^xf' 

für  alle  Werthe  voii  x,  deren  absoluter  Betrag 

\x\<a  -i ^ 

ist,  converffiren.  Hieraus  folgt  dann  der  Beweis  des  Satzes  mit  Hülfe 
weniger  Schlüsse,  wenn  wir  noch  hinzunehmen,  dass  der  Convergenz- 
radius  der  ursprünglichen  Reihe  sicher  nicht  grösser  als  r  -{-d  sein  kann. 
Es  sei  nun  eine  Potenzreihe  von  x  vorgelegt.  Ihr  Convergenz- 
radius  sei  r.    Dann  möge  um  den  Nullpunkt  ein  Kreis  mit  dem  Radius 

T 

—  geschlagen  werden.  Durch  denselben  wird  das  Innere  des  Convergenz- 
kreises in  zwei  Theile  getheilt,  von  denen  der  eine  die  Kreisfläche  mit 
dem  Radius  -?  der  andere  ein  Kreisring  ist,  dessen  begrenzende  Peri- 
pherien    die    Radien   —   resp.  r  haben.     Denken    wir   uns    nun    für    die 

Punkte  des  ersten  Stückes  die  fortgesetzten  Reihen  gebildet  und  die 
untere  Grenze  der  dazu  gehörenden  Convergenzradien  gebildet,  so  kann 
diese  sicherlich  nicht  gleich  Null  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  wir  für  die  Punkte  des  Ringes  die  ent- 
sprechenden Operationen  vornehmen,  hier  die  untere  Grenze  der  Con- 
vergenzradien sicherlich  gleich  Null  sein  muss.     Nun  ziehen  wir  einen 

dritten  Kreis  mit  dem  Radius  — —      Derselbe   theilt   den  Kreisring  in 

zwei  Theile.     Es  ist  klar,  dass  dann  nur  für  die  Punkte  des  äusseren 

Ringes,   der  von   den  Kreisen  mit  den  Radien  —  und  r  begrenzt  ist, 

die  untere  Grenze  der  Convergenzradien  gleich  Null  sein  kann  und 
muss.  So  gehen  wir  weiter  fort.  Wir  erhalten  auf  diesem  Wege  einen 
beliebig  dünnen  Kreisring,  der  von  dem  ursprünglichen  Kreise  mit  dem 

Radius  r  und  einem  zweiten  mit  dem  Radius  ^ — - —  begrenzt  ist, 

2"  '='  ' 

so  zwar,  dass  für  seine  Punkte  die  untere  Grenze  der  entsprechenden 
Convergenzradien  gleich  Null  ist,  während  sie  für  den  übrigen  Theil 
des  ursprünglichen  Kreises  von  Null  verschieden  ist. 

Den  soeben  definirten  Kreisring  denken  wir  uns  nun  durch  eine 
Linie  durch  den  Nullpunkt  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt.  Dann 
muss  mindestens  in  einem  derselben,  den  wir  durch  A^  bezeichnen 
wollen,  die  untere  Grenze  der  entsprechenden  Convergenzradien  gleich 
Null    sein.      Diesen    theilen    wir    wieder   in   zwei   Theile   und   so   fort. 
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Setzen  wir  diese  Operation  beliebig,  oft  fort,  so  kommen  wir  als  Grenze 
zu  einem  Punkte,  der  auf  der  Peripherie  des  Convergenzkreises  ge- 
legen sein  muss.  Die  Eigenschaften  desselben,  sowie  die  letzten  Be- 
trachtungen fassen  wir  zusammen  in  dem  folgenden 

Lehrsatz:  Auf  der  Peripherie  des  Convergenzkreises  einer 
Potenzreihe  G(x)  muss  mindestens  ein  Punkt  gelegen  sein 
welcher  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt.  Beschreibt 
man  um  ihn  einen  Kreis  von  beliebig  kleinem  Radius  und 
greift  das  Flächenstück  heraus,  welches  diesem  und  dem 
ursprünglichen  Kreise  gemeinsam  ist,  so  muss  die  untere 
Grenze  der  Convergenzradien  der  abgeleiteten  Reihen,  die 
zu  den  einzelnen  Punkten  dieses  Flächenstückes  o-ehören 
gleich  Null  sein. 

Wir  können  an  Stelle  dieses  Lehrsatzes  einen  anderen  etwas  an- 
schaulicheren geben.  Sei  c  ein  Punkt  der  Art,  wie  er  in  dem  letzten 
Lehrsatz  charakterisirt  worden  ist.  Wir  behaupten  dann,  dass  dieser 
Punkt  c  niemals  im  Innern  des  Convergenzbereiches  einer  Potenzreihe 
gelegen  sein  kann,  welche  unmittelbar  aus  der  ursprünglichen  mit 
Hülfe  des  Taylor 'sehen  Lehrsatzes  abgeleitet  werden  kann. 

Zum  Beweise  nehmen  wir  au,  der  Satz  wäre  falsch,  c  lieo-e  im 
Lmern  des  Convergenzbereiches  einer  Potenzreihe  um  den  Punkt  a, 
die  aus  der  ursprünglichen  durch  unmittelbare  Fortsetzung  gewonnen 
ist.  Hierbei  ist  a  ein  Punkt  im  Innern  des  ursprünglichen  Convergenz- 
kreises. Umgiebt  man  dann  c  mit  einem  Kreise  mit  dem  Radius  p, 
welcher  ganz  innerhalb  des  Kj-eises  um  a  gelegen  ist,  und  nennt  die 
kleinste  Entfernung  der  Punkte  der  Peripherie  des  letzteren  von  denen 
des  vorigen  cl,  so  können  wir  die  Construction  jedenfalls  so  vornehmen, 
dass  d  von  Xull  verschieden  ist.  Ferner  aber  können  wir  für  die 
Punkte,  die  dem  ursprünglichen  Convergenzkreise  und  dem  Kreise 
um  c  mit  dem  Radius  g  gemeinsam  sind,  die  fortgesetzten  Reihen 
bilden  und  zwar  ist  es  hierbei  nach  dem  früheren  gleichgültig,  ob  wir 
diese  Reihen  unmittelbar  aus  der  ursprünglichen  oder  aus  der  Reihe 
um  den  Punkt  a  herum  bilden.  Die  Convergenzkreise  aller  dieser 
fortgesetzten  Reihen  haben  aber  mindestens  den  Radius  d,  folglich 
kann  ihre  untere  Grenze  nicht  gleich  Null  sein. 

Wir  finden  daher  den  folgenden 

Lehrsatz:  Auf  der  Peripherie  des  Convergenzkreises 
einer  Potenzreihe  G(x)  muss  mindestens  ein  Punkt  c  liegen, 
welcher  nicht  im  Innern  des  Convergenzbereiches  einer 
Potenzreihe    gelegen    ist,    die    mit    Hülfe    des    Taylor'schen 
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Satzes  unmittelbar  aus  der  ursprüngliclien  gewonnen  ist 
und  zwar  für  einen  Punkt  a,  der  im  Innern  des  Convergenz- 
bereiches   derselben   gelegen  ist. 

Dieser  Satz  ist  mit  dem  vorigen  gleichwerthig. 
Wir  können   luis  aber  noch  einfacher  ausdrücken,  indem  wir  den 
folgenden  Lehrsatz  aussprechen: 

Lehrsatz:  Auf  der  Peripherie  des  Convergenzkreises  einer 
Potenzreihe  G{x)  muss  mindestens  ein  Punkt  c  gelegen  sein, 
für  welchen  es  nicht  möglich  ist  eine  Potenzreihe  auf- 
zustellen: c,-hc,{x-c)-{-c,(x-cy  +  ---, 
welche  in  dem  gemeinsamen  Convergenzbereich  mit  der 
ursprünglichen  übereinstimmt. 

Auch   dieser  Satz   ist   mit   den   beiden  zuletzt  entwickelten  •  gleich- 
werthig. 

Definition    der   monogenen    analytischen    Function 
einer  Veränderlichen.    Singulare  Punkte. 

Allen  Punkten,  die  im  Innern  des  Convergenzbezirkes  einer  Potenz- 
reihe gelegen  sind,  entspricht  ein  fester  eindeutiger  Werth  derselben. 
Es  deiinirt  die  Potenzreihe  daher  für  die  genannten  Punkte  eine  ganz 
bestimmte  Function.  Ueberdies  haben  wir  aber  gesehen,  dass  die 
Potenzreihe  auch  üljer  den  ursprünglichen  Convergenzbereich  hinaus 
fortgesetzt  werden  kann.  Die  Beziehungen,  die  bei  dieser  Gelegenheit 
gefunden  wurden,  sind  derart,  dass  wir  die  Fortsetzung  der  Potenz- 
reihe zugleich  als  Fortsetzung  der  durch  die  ursprüngliche  Reihe  de- 
finirten  Function  ansehen  können,  so  dass  die  letztere  auch  ausserhalb 
des  ursprünglichen  Convergenzbereiches  definirt  werden  kann.  Bei  den 
verschiedenen  Möglichkeiten,  die  hier  vorliegen,  sind  offenbar  jene 
Punkte  von  besonderer  Bedeutung,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
als  charakteristische  Punkte  der  Peripherie  des  Convergenzkreises  ge- 
funden haben.  Sie  werden  für  die  Art  der  Fortsetzung  und  damit  für 
die  Function  selbst  von  schwerwiegender  Bedeutung  sein.  Wir  wollen 
sie  mit  dem  Namen  der  singulären  Punkte  der  Function  bezeichnelH» 
Es  sind  nun  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  füllen  die  singulären 
Punkte  die  ganze  Peripherie  aus  oder  zweitens  dassel])e  ist  nicht  der 
Fall.  In  dem  zweiten  Falle  müssen  wir  dann  durch  unmittelbare  Fort-  » 
Setzung  ans  der  ursprünglichen  Reihe  eine  zweite  erhalten,  deren  Con- 
vergenz))ereich  über  den  ersten  liinausreicht.  Diese  Potenzreihe  können 
wir  dann  für  sich  zu  Grunde  legen  und  mit  ihr  operiren,  wie  mit 
der    ursprünglichen.     Ihi*  Convergenzkreis    muss   auf  seiner  Peripherie 
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mindestens  einen  singnlären  Punkt  besitzen,  wobei  bei  der  Definition 
des  singnlären  Punktes  die  zweite  Reibe  als  die  ursprünglicbe  zu  Grunde 
zu  legen  ist  u.  s.  f.  Wir  können  dureb  Fortsetzung  dieses  Verfahrens 
zu  einer  unendlichen  Anzahl  von  Potenzreihen  kommen,  denen  für  die 
Punkte  innerhalb  ihres  Convergenzkreises  eindeutig  bestimmte,  feste 
Werthe  zukommen,  so  zwar,  dass  wir  diese  Potenzreihen  als  ver- 
schiedene Darstellungen  einer  und  derselben  Function  von  x  ansehen. 
Die  singnlären  Punkte  derselben  können  auf  das  Mannigfaltigste  gruppirt 
sein.  Ihre  Anzahl  kann  eine  endliche  oder  eine  unendliche  sein.  In 
letzterem  Falle  können  alle  die  Möglichkeiten  eintreten,  die  die  Mannig- 
faltigkeitslehre darbietet,  sie  können  Curven,  Flächenstücke  erfüllen  etc. 
Der  Inbegriff  aller  dieser  unendlich  vielen  Potenzreihen,  von  denen 
eine  jede  aus  jeder  andern  durch  Fortsetzung  gewonnen  werden  kann, 
wie  nicht  näher  auseinandergesetzt  zu  werden  braucht,  wird  nun  nach 
Weierstrass  mit  dem  Namen  der  monogenen  analytischen 
Function  einer  Veränderlichen  bezeichnet. 

Aufgabe  der  Functionentheorie  ist  es,  den  Begriff  der  soeben  de- 
finirten  Function  in  Bezug  auf  seine  Mächtigkeit  hin  zu  untersuchen 
und  die  Functionen  in  Kategorien  zu  zerfallen,  deren  Eigenschaften 
aufgedeckt  werden  können. 

Die  Functionen  zerfallen  nun  in  zwei  grosse  Abtheilungen.  Gehen 
wir  von  einem  Punkte  a  aus,  um  den  herum  sich  die  Function  durch 
eine  Potenj'.reihe  darstellen  lässt,  und  kehren  auf  irgend  einem  Wege 
zu  demselben  zurück,  so  ist  es  möglich,  dass  die  Function  wieder  durch 
dieselbe  Potenzreihe  dargestellt  wird,  oder  aber  es  ergeben  sich  je  nach 
der  Wahl  der  Wege  immer  andere  und  andere  Darstellungen.  Im 
ersten  Falle  nennen  wir  die  Function  eine  eindeutige,  im  zweiten 
dagegen  eine  mehrdeutige.  Wir  werden  uns  in  der  Folge  nur  mit 
den  eindeutigen  Functionen  zu  beschäftigen  haben,  so  dass  von  jetzt 
an  überall  da,  wo  nicht  das  Gegentheil  bemerkt  ist,  unter  einer  Function 
eine  eindeutige  verstanden  werden  soll. 

-'§  6. 

Theorie    der    eindeutigen  Functionen  von  ./'.     Definition    der 

wesentlichen    und    ausserwesentlichen     singulären    Punkte. 

Darstellung    aller    Functionen,    die    als   einzigen    singulären 

Punkt  einen  wesentlichen  besitzen. 

Einen  jeden  nicht  singulären  Punkt  einer  eindeutigen  Function 
nennen  wir  fortan  einen  regulären.  Im  positiven  Siinie  können  wir 
sagen,  dass  der  Punkt  x  ==  a  ein  regulärer  der  Function  ist,  oder  auch, 

Krause,  Doiipcltijcriocliaclic  i'uiictiuuc'u    I.  2 
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dass  die  Function  sich  in  seiner  Umgebung  regulär  verhalte,  wenn  sie 
sich  um  ihn  herum  durch  eine  Potenzreihe  darstellen  lässt: 
«0  +  ai{x  -  a) -\- a^ix  -  af -\- •  •  • 
Das  Wort  Umgebung   ist   in  der  bekannten  Bedeutung  gebraucht. 
Diese  Definition   setzt  zunächst  a   als  endlich   voraus.     Ist  a  =  ^,  so 

soll  an  Stelle  des  Ausdruckes  rc  —  oo  die  Grösse  —  treten. 

Ferner  sollen  die  singulären  Punkte  einer  Function  f{x)  in  zwei 
Kateo-orien  o-etheilt  werden,  in  die  ausserwesentlichen  und  in  die  wesent- 
liehen  singulären  Punkte.  Kann  f{x)  durch  Multiplication  mit  einer 
ganzen  Potenz  von  x  —  a'  in  eine  in  der  Umgebung  des  Punktes  x  =  al 
sich  ret^ulär  verhaltende  Function  verwandelt  werden,  so  nennen  wir  den 
singulären  Punkt  a!  einen  ausserwesentlichen  singulären,  im  ent- 
gegengesetzten Fall   einen   wesentlichen  singulären.      Für   den  Uu- 

endlichkeitspunkt  tritt  wiederum  an  Stelle  von  x  —  d:—- 

Hiernach  hat  für  x  =  a  die  Function  einen  bestimmten  Werth 
nicht  nur,  wenn  f(x)  in  der  Umgebung  von  a  sich  regulär  verhält, 
sondern  auch,  wenn  die  Stelle  a  eine  ausserwesentliche  singulare  ist. 
Denn  in  beiden  Fällen  lässt  sich  f{x)  für  hinlänglich  kleine  Werthe 
von  X  —  a  m  die  Form  bringen: 

f{x)  =  {x-  a)-'"[A  +  A^{x  -  a) -\-  A^{x  -  af+-  ■  •], 
wobei   m  eine   ganze   Zahl   ist   und  Aq  einen   von  Null  verschiedenen 
Werth  hat;   und  es  ist  also,  wenn  m  >  0,  für  jeden  unendlich  kleinen 
Werth   von  x  —  a    der  entsprechende  Werth  von  f{x)  unendlich  gross, 
und  für  x  =  a  ergiebt  sich  f(x)  =  cc . 

Aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  von  f{x)  ergiebt  sich  zugleich, 
dass  innerhalb  desConvergenzbezirkes  der  eingeklammerten  Reihe  eine 
singulare  Stelle  nicht  existirt,  wenn  m  <  0,  und  nur  die  eine  Stelle  a, 
wenn  m  >  0  ist.  Daraus  folgt  weiter,  dass  eine  Stelle,  von  der  sich 
nachweisen  lässt,  dass  auch  in  einer  unendlich  kleinen  Umgebung  der- 
selben von  ihr  verschiedene  singulare  Stellen  existiren,  nothwendig 
eine  wesentliche  singulare  Stelle  ist. 

Wir  stellen  nun  zunächst  das  Problem:  wie  sehen  alle  Functionen 
aus,  die  den  Unendlichkeitspunkt  als  einzigen  singulären  Punkt  be- 
sitzen und  diesen  als  wesentlichen  singulären? 

Jedenfalls  ist  klar,  dass  derartige  Functionen  sich  sämmtlich  durch 
l>eständig  convergirende  Potenzreihen  darstellen  lassen  müssen  d.  h.  durch 
l'otenzreihen,  deren  Convergenzradius  unendlich  gross  ist.  In  der  That, 
wäre  der  Convergenzradius  ein  endlicher,  so  niüsste  auf  der  Peripherie 
des  Convergenzkreises  d.  h.  im  Endlichen  ein  singulärer  Punkt  gelegen 
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sein  und  das  ist  gegen  die  Annahme.  Wir  beweisen  jiun  aber  auch 
nmgekebrt,  dass  eine  jede  beständig  convergirende  Potenzreihe,  die 
nicht  im  Endliehen  abbricht,  im  Unendlichen  einen  wesentlichen  singu- 
lären Punkt  besitzt. 

Dazu  beweisen  wir  nun  zunächst  den  folgenden 

Lehrsatz:  Eine  jede  beständig  convergirende  Potenzreihe 
muss  ausserhalb  eines  jeden  Kreises  mit  beliebig  grossem 
Radius  Werthe  annehmen,  die  grösser  sind,  als  eine  beliebig 
gross  vorgelegte  Grösse. 

In  der  That,  nehmen  wir  als  Mittelpunkt  der  einzelnen  Kreise 
etwa  den  Nullpunkt  an  und  machen  die  Annahme,  der  Satz  Aväre  falsch, 
so  zwar,  dass  die  Werthe  der  Potenzreihe  für  Punkte  ausserhalb  der 
einzelnen  Kreise  mit  den  Radien  r  stets  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  bleiben  als  eine  endliche  positive  Grösse  g,  dann  würde  nach 
dem  Cauchy 'sehen  Satze  folgen: 

|a»i^5'-*'~%     »2  =  1,2,3,... 
Diese  Ungleichheit  müsste   gelten,  wie  gross  auch  r  angenommen 
wird,    d.  h.  die    sämmtlichen    Coefficienten    müssten    gleich    Null    sein. 
Damit  ist  ein  Widerspruch   gefunden  und  der  aufgestellte  Lehrsatz  als 
richtig  bewiesen. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  ist  es  nun  nicht  schwer  nachzuweisen, 
dass  eine  jede  beständig  convergirende  Potenzreihe  den  Unendlichkeits- 
punkt als  wesentlichen  singulären  besitzt.  In  der  That,  zunächst  ist 
klar,  dass  er  jedenfalls  ein  singulärer  Punkt  sein  muss.  Wäre  er  nur  ein 
ausserwesentlicher  singulärer,  so  müsste  eine  endliche  positive  ganze 
Zahl  n  derart  be.stimmt  werden  können,  dass  das  Product  von  x~'^  und 
der  vorgelegten  Potenzreihe  d.  h.  der  Ausdruck: 

in  der  Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes  sich  regulär  verhält.  Das 
ist  aber  nicht  der  Fall.  In  der  That,  die  rechte  Seite  zerfällt  in  zwei 
Theile,  von  denen  der  erste: 

immer  kleiner  und  kleiner  wird,  wenn  x  immer  grösser  und  gi-össer 
wird,  Avährend  der  zweite  wiederum  eine  l)eständig  convergirende 
Potenzreihe  ist.     Unter  solchen  Umständen   nimmt  der  Ausdruck: 

x-""  .fix) 
für  wachsende  Werthe  von  x  Werthe  an,  die  seilest  über  alle  (Tnir/.en 
wachsen,  mithin  kann  f(x)  in  der  Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes 
sich  nicht  regulär  verhalten. 

2* 
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Unter  sokhen  Umstünden  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Sämmtliehe  eindeutigen  analytischen  Func- 
tionen von  x^  die  als  einzigen  singulüren  Punkt  den  Un- 
endlichkeitspunkt besitzen  und  diesen  als  wesentlichen  sin- 
gulüren, lassen  sich  in  der  Form  von  bestündig  convergirenden 
Potenzreihen  darstellen.  Man  nennt  derartige  Functionen 
fifanze  transcendente  Functionen. 

CT 

Wir  wollen  für  diese  ganzen  transcendenten  Functionen  schon  hier 
den  folgenden  Satz  aufstellen: 

Lehrsatz:  Wird  eine  ganze  transcendente  Function  fix) 
für  einen  AVerth  x=a  gleich  Null,  so  ist  der  Quotient: 

iV) 

X  —  a 
Avieder  eine  ganze  transcendente  Function. 

Der  BeAveis  ergiebt  sich  sofort,  wenn  wir  erwügen,  dass  fix)  nach 
Potenzen  von  x  —  a  geordnet  werden  kann,  so  zwar,  dass  die  neue 
Reihe  wiederum  für  alle  Werthe  von  x  convergirt. 

Ebenso  einfach  sind  wir  nunmehr  im  Stande,  alle  analytischen 
Functionen  aufzustellen,  die  als  einzigen  singulüren  Punkt  einen  wesent- 
lichen ])esitzen  und  zwar  den  beliebig  vorgelegten  Punkt  x  =  a.  Wir 
haben  dazu  nur  nöthig,  in  den  Reihen,  welche  die  ganzen  transcendenten 

Functionen  darstellen,  an  Stelle  von  x'. zu  setzen. 

X  —  a 
Wir  erhalten  also  den 

Lehrsatz:  Sämmtliehe  eindeutigen  analytischen  Func- 
tionen von  ic,  die  als  einzigen  singulüren  Punkt  den  Punkt 
x=-a  besitzen  und  diesen  als  wesentlichen  singulüren,  haben 

die     Form    (?( j?     wobei    G{pc)    die    allgemeinste    ganze 

transcendente  Function  von  x  bedeutet. 

J  §7. 
Untersuchung  unendlicher  Reihen,  die  nach  positiven 
und  negativen  Potenzen  von  x  fortschreiten. 

.\n  die  Frage,  die  im  vorigen  Paragraphen  beantwortet  ist,  schliesst 
sicli  luiturgemüss  die  Frage:  wie  sehen  alle  eindeutigen  Functionen  aus, 
die  als  einzige  singulare  Punkte  zwei  wesentliche  singulüre  besitzen? 
Wir  nelinien  der  Einfachlieit  hall)er  an,  dass  diese  beiden  Punkte  der 
Null-    und   der    Unendhchkeitspunkt  seien.     Verstehen  wir  dann  unter: 
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a^+  ttj^x  -\-  a.^x^--\ a„x''-\ 

lind 

bQ-\-  b^x  +  hx^  -\ bnX"-] 

zwei  beständig  coiivergirende  Poteuzreihen  von  x,  so  wird  der  Ausdruck : 

f(x)  =  «Q  -f  a^ X  +  «2^'  +  ■  ■  ■  ^«^"  H 

+  &1   -  +  &2  A  +  •  •  •  ^«  4  +  •  •  • 

eine  Function  der  verlangten  Art  sein,  da  derselbe  als  einzige  singulare 
Punkte  den  Null-  und  den  Unendlichkeitspunkt  enthält  und  diese  als 
wesentliche  singulare. 

Wir  kommen  auf  diese  Weise  zu  unendlichen  Reihen,  die  nach 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  x  fortschreiten.  Ehe  wir  in  dem 
eigentlichen  Thema  weitergehen,  mögen  einige  der  wichtigsten  Sätze 
über  derartige  Reihen  knrz  entwickelt  werden. 

Sei  ganz  allgemein  eine  Reihe  vorgelegt: 

«^j  -|-  «j .  rc  +•••«„.*.■"  +  ••  • 

X  x^ 

wobei   die  a   und  ß   beliebige  Grössen   bedeuten.     Dann  Avird  der  Con- 

vergenzbereich  derselben  aus  demjenigen  Ebeuenstück  l)estehen,  welches 

den  Convergenzbereichen  der  beiden  Reihen: 

a^^-\-  a^.x-\ ttn.x''^ 

und 

gemeinsam  ist.  Der  Convergenzbereich  der  ersten  Reihe  ist  ein  Kreis, 
dessen  Radius  wir  mit  r^  bezeichnen  wollen,  der  Convergenz])ezirk  der 
zweiten  Reihe  besteht  aus  allen  Punkten  der  ganzen  unendlichen 
Ebene,  die  ausserhalb  eines  Kreises  gelegen  sind.  Der  zweite  Kreis 
ist  ebenso  wie  der  erste  um  den  Nullpunkt  beschrieben  und  möge  den 
Radius  r^  besitzen.  Der  Convergenzbereich  der  vorgelegten  unendlichen 
Reihe  wird  also  von  den  Punkten  gebildet,  die  innerhalb  des  Kreis- 
ringes gelegen  sind,  der  von  den  Kreisen  mit  den  Radien  r^  und  r^ 
begrenzt  ist.  Daneben  können  auch  Punkte  auf  den  begrenzenden 
Peripherien  hinzutreten.  Hierbei  muss  r^  grösser  oder  gleich  r.^  sein, 
vorausgesetzt,  dass  von  einem  Convergenzbereich  die  Rede  sein  soll. 
Wir  wollen  auch  den  Fall  ausschliessen,  dass  r^  =  r^  ist. 

Dann  folgt  zunächst,  dass  im  Innern  des  angegebenen  Kreisringes 
die  Convergenz  der  Reihe  eine  unbedingte  ist,  es  folgt  ferner,  dass 
sich  die  durch  die  Reihe  dargestellte  Function  in  der  Umgebung  aller 
dieser  Punkte  regulär  verhalten  muss.     Ferner  werden  wir  die  Function 
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auch  ciussei-lialb  des  aiio-eo-ebeiien  Bereiclies  darstellen  können,  wobei  zu 
bemerken  ist,  dass  sowohl  auf  der  Peripherie  des  inneren,  als  auf  der 
Peripherie  des  äusseren  Kreises  mindestens  ein  singulärer  Punkt  ge- 
legen sein  muss. 

Ferner  gilt  der  folgende 

Lehrsatz:   Seien 

«0  +  «1  •  a:  +  «2 .  a;^  H 

u  n  d 

«()'  -f  «/ .  ä;  +  «2' .  ic^  H 

zwei  Reihen  der  angegebenen  Art,  deren  Convergenzbereiche 
einen  gemeinsamen  Theil  besitzen  mögen.  Sie  mögen  ferner 
für  alle  Punkte  eines  endlichen,  beliebig  kleinen  Linien- 
stückes übereinstimmen,  welches  ganz  im  Innern  des  ge- 
meinsamen Convergenzbereiches  gelegen  ist,  dann  müssen 
die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  x  in  der 
ersten  Entwickelung  gleich  den  Coefficienten  der  ent- 
sprechenden  Potenzen   von  x  in    der  zweiten  Entwickelung 

Der  Beweis  kann  leicht  folgendermassen  geführt  werden.  Zunächst 
folgt,  dass,  wenn  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sind,  die  beiden 
Reihen  sieher  in  dem  ganzen  gemeinsamen  Convergenzbezirk  überein- 
stimmen werden.  Beschreiben  wir  also  um  den  Nullpunkt  einen 
Kreis,  der  ganz  im  Innern  des  gemeinsamen  Bereiches  gelegen  ist,  so 
müssen  sie  für  die  Peripheriepunkte  desselben  übereinstimmen  oder 
aber  die  Reihe:          .^--,  ^-,  1 

muss  für  die  genannten  Punkte  gleich  Null  sein.  Nun  haben  wir  für 
die  gewöhnlichen  Potenzreihen  den  C  au chy 'sehen  Satz  entwickelt.  Der 
Beweis  ist  so  gegeben  worden,  dass  er  unmittelbar  auf  unsere  all- 
gemeinen Reihen  Anwendung  findet.  Wir  wollen  ihn  unter  solchen 
Umständen  auch  für  diese  Reihen  als   bewiesen  annehmen,   dann  folgt 

sofort: 

«;»  =  «« ,  /i«  =  /3„'. 

Unter  den  genannten  Reihen  sind  nun  die  am  Anfange  des  Para- 
graphen erwähnten  von  besonderer  Bedeutung.  Man  nennt  die  Func- 
tionen, welche  durch  dieselben  dargestellt  werden,  ganze  tr  ans cendente 
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Functionen  im  weiteren  Sinne.    Wir  wollen  schon  an  dieser  Stelle 
den  folgenden  Lehrsatz  für  dieselben  beweisen. 

Lehrsatz:  Verschwindet    die    transcendente    ganze   Func- 
tion im  weiteren  Sinne: 

f{x)  =  Oq  ^•  ^1^  +  %^^  H 

-j-  a_i  — |-  a_2  —^  -\- ' ' '  für  x  ==  a 

so  ist       -  ^    und       ^  -      eine  ebensolche  Function. 

a  X 

In  der  That,  jedenfalls  kann  eine  Constante  c  so  bestimmt  werden, 

für  X  ^  a  verschwindet.     Nun  ist: 

fix)  =  c  4-  öty  -f  «1  ■  ^  +  «2  •  ^^  ^ — 

H c  +  a_i-+  «-2-^  +  ••• 

also  muss  auch:  i  i 

—  c  +  a_i  -  +  a_2  i>  H 

für  a:  =  a  verschwinden. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben: 

fix)  =  (l  -  I)  {K  +  \-x-\-}),.x^'+---) 

+0-.-)("-'+^-4+-) 

oder  auch: 

/■(a;)  =  (l  -  I)  (?>o  +  ^^  +  ^'o  -^^  +  ■  •  • 

—  ah—i ah—>  ^  -\ ) 

X  x^  ^ 

^  ^       \        xJ  \      a  a  a 

+  &_i  +  &_2~  +  &-3^,+---)- 
Damit  ist  der  BeAveis  geliefert. 

Darstellung  aller  Functionen,  die  als  einzige  singulare  Punkte 

zwei  wesentliche  besitzen. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  in  den  ganzen  transcendenten 

Functionen    im    weiteren    Sinne    Functionen    gefunden,    die    mir    zwei 

singulare  Punkte  besitzen,  den  Xull-  und  den  Unendlichkeitspunkt,  und 
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zwai-  waren  dieselben  wesentliche  singulare  Punkte.  Wir  zeigen,  dass 
aucli  die  Umkehrung  richtig  ist  oder  aljer  dass  folgender  Lehrsatz  gilt: 
Lehrsatz:  Alle  analytischen  eindeutigen  Functionen,  die 
als  i'in/ige  singulare  Punkte  zwei  wesentliche  besitzen  und 
zwar  den  Null-  und  den  Unendlichkeitspunkt,  sind  in  den 
canzen  transcendenten  Functionen  im  weiteren  Sinne  ent- 
halten. 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  sogenannten  Laurent'schen 
Satzes,  welcher  in  neuerer  Zeit  durch  Mittag-Leffler  und  Scheeffer 
einfache  Beweise  gefunden  hat. 

Wir  wollen  hier  die  Darstellung  geben,  wie  sie  sich  in  dem  citirten 
Werke  von  Rausenberger  S.  13G  flg.  findet.  Es  sei  f[x)  die  all- 
gemeinste Function  der  angegebenen  Art,  dann  setzen  wir: 

V>iW  = 2 ' 


2 


dann    sind    die    sämmtlichen    drei    neuen    Functionen    von    demselben 
Charakter  wie  f{x),  überdies  aber  finden  die  beiden  Beziehungen  statt: 


9^1  (-)  =  9'i  («), 
9^3  (-)  =  93(4 


Wir  wollen  niui  eine  neue  Veränderliche  y  vermöge  der  Gleichung 

einführen:  -. 

y  =  X  -{•     j 
X 

dann   ergeben   sich    zu  jedem  Werthe   von   y   zwei  Werthe   von  x  und 
zwar  ist: 

oder  auch: 


X       2       K 


^-• 


Ferner   folgt,    dass  y  für  3:  =  0   und   für  a;  =  X)    unendlich   gross 
wird,  im  Uebrigen  aber  endlich  bleibt. 


§  8.    Functionen  mit  zwei  wesentlichen  singulüren  Punkton.  95 

Hieraus  folgt,  dass  die  Functionen: 


aufgefasst  als  Functionen  von  y  für  alle  endlichen  Werthe  von  y  end- 
lich bleiben.     Wir  behaupten,  dass  der  Ausdruck: 

welcher  zunächst  dieselbe  Eigenschaft  besitzt,  sich  für  die  genannten 
Werthe  nach  Potenzen  von  y  in  der  Form  einer  gewöhnlichen  con- 
vergirenden  Potenzreihe  darstellen  lässt  und  eindeutig  ist. 

In  der  That,  denken  wir  uns  unter  a  eine  beliebig  grosse  reelle 
positive  Zahl,  so  wird  die  Entwickelung  von  f(^x)  im  Punkte  x  =^  a 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  ~  a 

f{x)  =  a^  +  «1  {^  —  «J  +  «2  (^'  —  ct)^  -\ 

in  einem  Kreise  convergiren,  der  um  a  beschrieben  ist  und  bis  zum  Null- 
punkt reicht.  Dabei  kann  a  so  gross  gewählt  werden,  dass  dieser  Kreis 
einen  jeden  Punkt  rechts  von  der  imaginären  Axe  umfasst.     Liegt  nun 

X  =  Q  {cos  q)  -\-  i  sin  (p) 
rechts  von  der  imaginären  Axe,  so  thut  es: 

—  =  —  [cos  {—  (p)  -\-  i  sin  (—  g))] 

auch   und    dabei    ist    klar,    dass    wir  a    so   gross   wählen   können,    dass 

beide  Punkte  x  und  —  in  den  Convergenzkreis  der  Reihe  fallen.    Nehmen 

X  ° 

wir  —  a  als  Mittelpunkt  an,  so  können  wir  mit  den  Punkten  links  von 
der  imaginären  Axe  analog  verfahren.  Die  Punkte,  welche  auf  der 
imaginären  Axe  gelegen  sind,  bedürfen,  wie  unmittelbar  klar,  keiner 
besonderen   Untersuchung.      Haben    wir    nun    a    so    gewählt,    dass    für 

bestimmte  x:       „,  .  ,        .  \    ,       /  \2  i 

f{x)  =  «0  +  «1  \x  —  a)  Ar  a,^{x  —  ay -\ 

und 

K|)-«.+«.Q-<')+''.(i--«)'+- 

gleichzeitig  convergiren,  so  werden  aus: 

^.  W ^  =  «0  +  "^  [(^-  -  «)  +  (,  -  «) J 


+  ¥[(^-«)'+(l -")'  +  ■■: 


2ß  §  8.    Functionen  mit  zwei  wesentlichen  singulären  Punkten. 

bei  Einführung  von  ij  die  Irrationalitäten  herausfallen,  so  dass  hieraus 

die  Richtigkeit  der  Behauptung  für  alle  endliehen  Werthe  von  y  folgt, 

wie    kaum   näher   ausgeführt   zu  werden   braucht.     Hieraus   folgt,    dass 

(fiix)    sich    als    ganze    transcendente    Function    von   y   darstellen    lässt, 

etwa  in  der  Form: 

(p^{x)=AQ-\rA^y  +  A.,y^^  +  --- 

Ersetzen  wir  y  durch  x  -\ und  erAvägen  wiederum,  dass  eine  jede 

Reihe,  bei  welcher  die  Summe  der  absoluten  Beträge  der  einzelnen 
Glieder  convergent  ist,  beliebig  augeordnet  werden  kann,  so  folgt  die 
Darstellung  von  fpiipc): 

q>,{x)=B,+  B,(x  +  i)  +  B,(x'-i-^) -}-■■-, 

wobei  die  Reihe:  t^    ,    -n       ,   -n     9  , 

Bq-\-  B^x  +  ß.iX^  -\ 

eine  beständig  couvergirende  ist. 

Das  analoge  Resultat  ergiebt  sich  für 

'2cp^(x)  =  (p^{x)-{-(p^(^-) 

und  hieraus  folgern  wir  für  (p2{x)  die  Form: 

(p^ix)  = ^ ; 

X 

X 

wobei  die  Reihe  im  Zähler  für  alle  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Werthe  von  x  endlich  sein  muss.  Dasselbe  gilt  aber,  wie  unmittelbar 
folgt,  auch  von  q)i(x).  Unter  solchen  Umständen  muss  der  Zähler 
durch  den  Nenner  theilbar  sein  und  zwar  eroiebt  sich  das  Resultat 
in  derselben  Form  wie  der  Zähler,  wie  im  vorigen  Paragraphen  be- 
wiesen. Mithin  finden  wir,  dass  f(x)  sich  in  der  That  durch  die  Reihe 
darstellen  lässt: 

f(x)=D,  +  D,.x-^D,x'-{---- 

X  X- 

die  für  alle  endlichen  von  Null  verschiedenen  Wei-the  von  x  convergent 
ist.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Wir  haben  bei  diesen  Betrachtungen  als  wesentliche  singulare 
Punkte  den  Null-  und  den  Unendlichkeitspunkt  gewählt.  Es  l^raucht 
kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  ganz  allgemein  der  folgende 
Lehrsatz  gilt: 
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Lehrsatz'.  Die  sämmtlichen  eindeutigen  Functionen^  die 
die  beiden  Punkte  a  und  h  als  alleinige  singulare  und  zwar 
als  wesentliche  singulare  besitzen,  haben  die  Form: 


\x  —  (U  \x  —  0/ 


wobei  G{x)  und  G^(x)  die  allgemeinsten  ganzen  trauscendenten 
Functionen  von  x  in  ihrer  ursprünglichen  Definition  be- 
deuten. 

Untersuchung  des  Quotienten  zweier  Potenzreihen.     Ueber  die 
Nullpunkte   der  ganzen  trauscendenten  Functionen. 

Um  weitere  analytische  Functionen  zu  schaffen,  wollen  wir  jetzt 
den  reciproken  Werth  einer  Potenzreihe  ins  Auge  fassen  und  zwar 
wollen  wir  hierbei  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dass  diese  Potenz- 
reihe fix)  beständig  convergent  sei.  Der  Quotient  möge  die  Form 
haben :  i  -. 


f{x)       cIq  +  a^  x-\-  a2X^-\ 

Dann  gilt  der 

Lehrsatz:   Ist  a^  von  Null  verschieden,   so  lässt  sich  der 
Quotient  7^^  in  eine  Potenzreihe  von  x  verwandeln,  welche 

bis   zu   demjenigen  Nullpunkt  von  f(x)  reicht,   welcher  dem 
Punkte  X  =  0  am  nächsten  liegt. 

In  der  That,  wie  früher  bewiesen,  können  wir  für  x  eine  positive 
Grenze   |    derart   bestimmen,    dass   für    alle  Werthe    von  x,   die    ihrem 
aljsoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  |,  der  Ausdruck: 
\a^.x  -\-  a^.x^-] ein •  ^'" H 

kleiner  ist  als  eine  beliebig  klein  vorgelegte  (irösse,  also  auch  kleiner 
als  I  «0 .  Dabei  bleibt  dieses  Resultat  bestehen,  wenn  wir  an  Stelle 
der  Grössen  a„  und  x  ihre  absoluten  Beträge  setzen.  Wir  wollen  den 
ganzen  Ausdruck  durch  -  ri  bezeichnen,  dann  folgt  für  die  definirten 
Werthe  von  x'. 

f{x)         CtQ—Tj         «0^  «0         «0  ^ 

Die    einzelnen  Ausdrücke   -^  können   ihrerseits    als   Potenzreihen 

«0"  -11 

von  X  dargestellt  werden.     Der   ganze   Ausdruck   convergirt   aber   auch 

dann,  wenn  wir  die  einzelnen  Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge  er- 
setzen.    Hieraus  folgt,  dass  die  Anordnung  der  Glieder  Avillkürlich  ist, 
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SO  dass  wir  die  reelite  Seite  jedenfalls  in  eine  Poteuzreihe  von  x  ver- 
wandeln  können,   welcher  ein  bestimmter  Convergenzbereich  zukommt. 

Wir  behaupten,  dass  derselbe  l)is  zum  nächsten  Xulli)nnkt  von 
f(x)  reicht. 

In  der  That,  wir  wollen  die  Potenzreihe,  welche  den  Quotienten 
um  den  Nullpunkt  herum  darstellt,  schreiben: 

Dieselbe   stimmt   dann  jedenfalls  in  allen  Punkten,   die  im  Innern 

des   Convergenzbereiches    tfelejyen    sind,    mit    ;.,  -  überein.     Keineufalls 

*  '^     '^  f{x) 

dai-f  daher  der  Convero-enzbereich  über  einen  Nullpunkt  von  f(x)  hinaus- 
reichen. Er  muss  aber  bis  zum .  nächsten  Nullpunkt  von  f(x)  reichen. 
In  der  That,  wäre  dasselbe  nicht  der  Fall,  so  greifen  wir  auf  der 
Peripherie  des  Convergenzbereiches  einen  beliebigen  Punkt  a  heraus. 
Da  derselbe  kein  Nullpunkt  von  f(x)  ist,  so  können  wir  um  ihn  herum 
f{x)  in  eine  Potenzreihe  entwickeln: 

f(x)  =  Cq-}-  Ci(x  —  a)  4-  C2 {x  —  (tf  H ? 

wobei  c„  von  Null  verschieden  ist.    Unter  solchen  Umständen  köinien  wir: 

J__ 1 

fix)      Cq-^  c^{x  —  a)  + c^^{x- ay-\ 

nacii   Potenzen  von  (x  —  a)  entwickeln  d.  h.  in  die  Form  bringen: 

do  +  dl  {x  —  ff)  +  <^2  {^  —  cif  -\ 

Diese  Reihe  muss  dann  aber  mit  der  Reihe: 
feo+  t^a;  +  h^x^-\ 

im  gemeinsamen  Convergenzbereich  übereinstimmen  d.  h.  a  und  damit 
kein  Punkt  auf  der  Peripherie  des  Couvergenzkreises  könnte  ein  sin- 
gulärer  sein,  sodass  ein  Widerspruch  entsteht.  Damit  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Wir  haben  der  Einfachheit  halber  angenommen,  dass  f{x)  eine 
ganze  transcendente  Function  ist  und  ebenso  dass  der  Zähler  gleich  1 
sei.  Wir  können  die  Resultate  ohne  Weiteres  verallgemeinern,  indem 
wir  den  folgenden  Lehrsatz  aussprechen: 

Lehrsatz:  Dei-  (^lotient  zweier  Potenzreihen  von  x  ist  um 
den  Nullpunkt  herum  wiederum  durch  eine  Potenzreihe  dar- 
stellbar, wenn  das  constante  Glied  im  Nenner  von  Null  ver- 
schieden ist.  Der  Convergenzbereich  derselben  reicht  min- 
destens bis  zum  nächsten  singulären  Punkte  des  Zählers 
oder  Nenners  oder  bis  zum  nächsten  Nullpunkte  des  Nenners. 
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Eine  Ergänzung  dieses  Satzes  ist  dann  der  folgende: 

Eine  jede  eindeutige  Function /(a)  hat  dieselben  wesent- 
lichen  singulären   Stellen   wie  -^r^^- 

f{x) 

In  der  That  sei  x^  eine  wesentliche  singulare  Stelle  von  f(x),  da- 
getven   nicht   von    -.-^-    Dann   können   zwei   Fälle   (eintreten.     Entweder 

— r-^  verhält  sich  in  der  Umgebung  von  x^  regulär  oder  aber  ./;,  ist  eine 

/  W 

ausserwesentliche    singulare    Stelle.     Beide    Fälle    führen,    wie   aus    der 

Definition  unmittelbar  klar  ist,  zu  einem  Widerspruch. 

Hieran  schliesst  sich  der  folgende 

Lehrsatz:    Eine   jede    eindeutige    Function    von  x   hat   in 

einem   endlichen  Theile    des    Gebietes   von  x,   der   weder   im 

Innern,  noch  an  der  Grenze  eine  wesentliche  singulare  Stelle 

besitzt,  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stellen,  an  denen  sie 

unendlich  gross  oder  Null  wird. 

Der    erste    Theil    ergiebt    sich    aus    den    folo-enden    Bemerkungen. 

Wenn  die  Zahl   der  Unendlichkeitsstellen   eine   unendlich   grosse   Aväre, 

so  müsste  es  im  Innern  oder  an   der  Grenze  des  Bereiches  wenigstens 

eine  Stelle  geben,  welche  sich  dadurch  auszeichnet,  dass  in  jeder  Um- 

(jebung  derselben  von  ihr  verschiedene  Unendlichkeitsstellen  vorhanden 

sein  müssten.     Es  folgt  das  aus  Betrachtungen,  die  ähnlich  denjenigen 

sind,  die  wir  anstellten,  um  die  Existenz  eines  singulären  Punktes  auf 

der    Peripherie     des    Convergenzkreises    nachzuweisen.      Dann    mttsste 

dieser  Punkt  ein  wesentlicher  singulärer  sein  und  das  ist  gegen  die  An- 

nähme.      Der    zweite    Theil    folgt    aus    dem    vorhin    beAviesenen    Satze, 

dass  f(x)  und  -j^^^  dieselben   wesentlichen  singulären   Stellen  besitzen. 

f{x) 

Ist  also  f{x)  eine  ganze  transcendente  Function,  so  giebt  es  unter 
den  Werthen  von  x,  deren  absoluter  Betrag  eine  willkürlich  an- 
genommene Grenze  nicht  übersteigt,  stets  nur  eine  endliche  Anzahl 
solcher,  für  die  f{x)  gleich  Null  wird.  Dies  gilt  auch  dann  noch, 
wenn  wir  ähnlich,  wie  es  in  der  Algebra  geschieht,  festsetzen,  dass  bei 
Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Zahl  jeder  Werth,  für  welchen 
ausser  der  Function  f{x)  selbst  auch  die  (ju.  —  1)  ersten  Ableitungen 
derselben  versclnvinden,  die  ^^^  aber  nicht,  als  ein  fi  mal  zu  zählender 
])etrachtet  werden  soll. 

Hieraus  folgt  dann  der  wichtige  Weierstrass'sche 

Lehrsatz:     Die    Nullstellen     einer    jeden    ganzen    trans- 
cendenten Function  können  in  eine  Reihe  gebracht  werden: 
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f/j ,  «2 ,  «3 , .  ■ . 
derart,  das«: 

1.  in    derselben  jeder  Werth    so    oft,    als   er   nach   der   ge- 
machten Feststellung  zu  zählen  ist,  vorkommt; 

2.  für   je    zwei    auf    einander    folgende    Glieder   der   Reihe 
die  Ungleichheit  besteht: 

3.  im  Falle   die  Reihe   nicht  abbricht,   die  Relation  statt- 

J§  10. 

Produetentwickelung  der  ganzen  transcendenten  Functionen. 

Darstellung     aller     eindeutigen    Functionen,     welche    einen 

wesentlichen  singulären  und  beliebig  viele  ausserwesentliche 

singulare  Punkte  besitzen. 

Ist  X  =  ßj  ein  Nullpunkt  der  ganzen  transcendenten  Function  f{x), 
so  sahen  wir,  köinien  wir  dieselbe  schreiben: 

f{x)  =  (x-  a,)f,  (x), 
wobei   fi(x)    wiederum    eine    ganze    transcendente    Function    ist.      Sind 
daher  u^ . . .  a„  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  von  f(x),  so  können 
wir  analog  schreiben: 

f(x)  =  {x--  «i)  (x  -  a^)...  (x  —  a„)f„{x),  ' 

wo  aucli  fn{x)  eine  ganze  transcendente  Function  bedeutet.  Es  kann 
der  letzte  Satz  nicht  unmittelbar  verallgemeinert  werden,  wenn  die 
Zahl  der  Nullstellen  unendlich  gross  wird.  Es  ist  das  Verdienst  von 
Weierstrass,  die  hier  befindliche  Lücke  ausgefüllt  zu  haben,  und 
zwar  geschieht  dasselbe  auf  Grund  des  folgenden  Satzes: 

Lehrsatz:  Ist  ccj,  «j,  ...«„,.. .  eine  Reihe  von  Grössen  der 
im  vorigen  Paragraphen  definirten  Art,  so  lässt  sich  stets 
ein  unendliches  Product  bilden: 

(i-^),,,(^)(i-^)^,(x)...(i_|J^.(^)..., 

welches  für  alle  endlichen  von  «j,  «3, . . .  a„, . . .  verschiedenen 
Werthe  von  x  convergirt,  in  welchem  ferner  g)r(x)  gewisse 
im  Endlichen  niemals  verschwindende  ganze  transcendente 
I''  u  n  c  t  i  0  n  e  n  bedeuten. 

Der  Beweis   dieses  Satzes  ist  sofort  klar,   wenn  die  Reihe  der  ab- 
soluten Beträge   der  Grössen         convergent  ist.    In  diesem  Falle  haben 
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wir  nur  nöthig,  die  einzelnen  Grössen  q)n(x)  =  1  zu  setzen.  Dieser 
Fall  ist  der  einzige,  der  für  uns  in  der  Folge  von  Interesse  sein  wird, 
indessen  möge  auch  der  entgegengesetzte  kurz  betrachtet  werden.  Wir 
wollen  da  zwei  Unterfälle  unterscheiden: 

I.  Es   giebt   eine   bestimmte   ganze  Zahl  m  von   der  Beschaffenheit, 
dass  die  Reihe: 


absolut  convergent  ist. 


+ 
ivergent  ist. 
IL  Die  Reihe: 


+ 


ist  für  jedes  noch  so  grosse  m  divergent. 
Im  ersten  Falle  setzen  wir: 

,  .        X        1   x"-  1       x'"-'^ 

^  ^       an       2  aj  m  —  1  «„"»"^ 

dann  ist  das  Product: 

ein   unbedingt  convergentes  für  alle  endlichen  Werthe  von  x  mit  Aus- 
nahme der  Werthe        _  .10. 

für  welche  es  verschwindet.    In  der  Tliat,  entwickelt  man  den  w*^"  Factor 
nach  Potenzen  von  x,  so  findet  man: 

worin  0  eine  endliche  mit  wachsendem  n  dem   absoluten  Betrage  nach 
abnehmende    Zahl    bedeutet.      Ein    unendliches    Product    aus    Faetoren 
dieser  Art  ist  aber  bekanntlich  unbedingt  convergent. 
Im  zweiten  Falle  setzen  wir: 

a;        1    a;^  1       x"~^ 

CCn  2    Cin^  U  —  1    «„"-'' 

cpnix)  =  e^"  (■'■', 
so  ist  das  unendliche  Product: 


n{X)  "•"  o  .,,  2  "r 


0  -  9 '"'W-('~^j  "•(-)•■ 


ein  absolut  convergentes  mit  Ausnahme  an  den  Stellen 

X  =  a,., 
an  welchen  es  verschwindet. 
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In  der  That,  es  ist: 

(i  _  ^)  ^^(^)  ==  (i -  ^)  e-'''('-D-ii^-'^^i7+'^'" 

(x\  f          x\ — ^       ^  ^"         ■'^     a"-*"^ 
1 )  (  1 )       e~  a  ä7»  ""  ^1  «„"+! 

n  a„"  ^ 

worin  (J„  mit  wachsendem  w  gegen  Null  convergirt.    Hieraus  folgt  dann 

das  zu  Beweisende  unmittelbar. 

Aus    dem    soeben    bewiesenen    fundamentalen    Lehrsatz    folgt    mit 

leichter  Mühe  der  folgende 

Lehrsatz:  Die  sämmtlichen  im  vorigen  Lehrsatz  definirten 

unendlichen  Producte  sind  transcendente  ganze  Functionen 

d.  h.  sie    geben    ausmultiplicirt   Potenzreihen,    die   für  jedes 

endliche  x  convergiren. 

I  1 

convergirt, 


Im  ersten  Falle,  in  welchem  die  Reihe  der  Grössen    — 

\cCn 

folgt  der  Beweis  aus  den  Elementen  der  Analysis,  im  zweiten  Falle 
beruht  er  wesentlich  darauf,  dass  das  vorgelegte  unendliche  Product, 
dessen  einzelne  Factoren  als  Potenzreihen  von  x  dargestellt  werden 
können,  convergent  bleibt,  wenn  wir  in  diesen  Potenzreihen  sämmtliche 
Glieder  durch  die  ihnen  entsprechenden  absoluten  Beträge  ersetzen. 

Wir  sind  somit  im  Stande  zu  vorgelegten  Nullstellen,  wenn  sie 
nur  die  oben  angegebenen  Eigenschaften  besitzen,  dazu  gehörende  ganze 
transcendente  Functionen  zu  bestimmen.  Es  ist  klar,  dass  die  Anzahl 
derselben  eine  unendlich  grosse  ist.  In  der  That,  ist  G(x)  eine  Function 
der  genaimten  Art,  so  sind  es  die  Functionen: 

ö(a;).e««W, 

auch,  wenn  unter  Gi(x)  die  allgemeinste  ganze  transcendente  Function 
von  X  verstanden  ist.  Alle  diese  Functionen  haben  ja  dieselben  Null- 
punkte und  lassen  sich  sämmtlich  als  ganze  transcendente  Functionen 
von  X  darstellen.  Wir  behaupten  aber,  dass  hiermit  umgekehrt  auch 
alle  Functionen  der  verlangten  Art  erschöpft  sind. 

In  der  That  seien  G2(x)  und  G(x)  zwei  transcendente  ganze 
l-'unctionen,  welche  dieselben  Nullpunkte  besitzen.     Der  Quotient: 

G^) 
GixY 

der  mit  G^ix)  bezeichnet  werde,  ist  dann  eine  Function  von  x,  die  für 
jeden  endlichen  Werth  einen  von  Null  verschiedenen  endlichen  Werth  hat. 
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Es  lüsst  sich  deshalb 

1      dGs[x) 


G^(x)      dx 
in  eine  beständig  convergirende  Potenzreihe: 

C|  ~i~  C9  X  ~7~  Co  X    ~\~  '  '  ' 

entwickeln.     Setzt  man  daher: 

Gl  (x)  =Cq~\-CiX-\--,^x^-\ 

und  nimmt  die  Constante  c„  so  an,  dass 

03(0)  =  e«o 
ist,  so  wird: 

1      dG^{x)  ^dG^jx) 

G^ipc)      dx  dx 

oder: 

(?3(a;)  =  e<^'H 
oder  es  giebt  der  Ausdruck: 

alle  ganzen  transcendenten  Functionen  von  x  an,  Avelche  dieselben  Null- 
stellen wie  G{x)  besitzen. 

Nun  sei  das  Problem  gestellt,  alle  diejenigen  eindeutigen  Functionen 
aufzustellen,  die  ausser  einem  wesentlichen  singulären  —  und  zwar 
nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  den  Unendlichkeitspunkt  an  —  nocli 
beliebig  viele  ausserwesentliche  singulare  besitzen.  Wir  wollen  die  all- 
gemeinste gesuchte  Function  der  genannten  Art  durch  f{x)  bezeichnen. 
Dann   ist   es   nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  möglich,  ganze  trans- 

cendente  Functionen  aufzustellen,  welche  dieselben  Nullstellen  wie  vv^x 

f{x) 

besitzen.    Sei  eine  solche  G{x),  dann  folgt,   dass  das  Product  f(x)G(x) 

eine  ganze  transcendente  Function  sein  muss.     Bezeichnen  wir  dieselbe 

durch  Gi(x),  so  folgt:  ,  . 

^**^~  G(x) 

d.  h.  die  gesuchte  Function  liisst  sicli  als  Quotient  zweier  ganzen  tnins- 
cendenten  Functionen  darstellen.  Wir  wollen  Functionen  dieser  Art 
mit  dem  Namen  der  transcendenten  gebrochenen  Functionen 
bezeichnen.     Mithin  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  sämmtlichen  eindeutigen  Functionen,  die 
den  Unendlichkeitsjiunkt  als  einzigen  wesentliclieji  sin- 
gulären Punkt  besitzen,  daneben  aber  noch  beliebig  viele 
ausserwesentliche  singulare  Punkte  hal)en,  lassen  sich  in  der 
Form  van  transcendenten  gebrochenen  Functionen  darstellen. 

K  Vau  so,   J)u)i]ii'ltiii;rii)(li5iclK'   Fuiictionoii.  I.  3 


34     §11-   Producteiitwickelnnnr  d.  ganzen  transcend.  Functionen  im  weiteren  Sinne. 

Es  braucht  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden,  wie  sich  die  Re- 
sultate modificiren,  wenn  an  Stelle  des  Unendlichkeitspunktes  ein 
anderer  wesentlicher  singulärer  Punkt  zu  Grunde  gelegt  wird. 


^§  11. 

Productentwickelung    der    ganzen    transcendenten    Functionen 

im  weiteren  Sinne.    Darstellung  aller  eindeutigen  Functionen, 

welche   zwei    wesentliche   singulare  und  beliebig  viele  ausser- 

wesentliche  singulare  Punkte  besitzen. 

Wir  wollen  nun  die  Betrachtungen,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
für  die  gewöhnlichen  ganzen  transcendenten  Functionen  angestellt  haben, 
für  die  ganzen  transcendenten  Functionen  im  weiteren  Sinne  ver- 
allgemeinern.  Da  die  Betrachtungen  sehr  analog  denen  des  vorigen 
Paragraphen  sind,  so  wollen  wir  uns  aber  hier  im  Wesentlichen  auf 
Angabe  der  Resultate  beschränken. 

Wird  eine  ganze  transcendente  Function  f{x)  für  einen  Werth  x  =  a 
der  Null  gleich,  so  fanden  wir,  sind  die  beiden  Functionen: 

— ^^-—     und         ^-^— 

a  X 

Functionen   derselben  Art   oder   aber  wir  können   in   diesem  Falle  ent- 

weder  den  Factor  1 oder    1 absondern.     Das  Resultat  bleibt 

a  X 

offen])ar  richtig,  wenn  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen  vorgelegt 
sind,  dagegen  wird  das  Verfahren  hinfällig,  wenn  die  Zahl  der  NlJI- 
punkte  unendlich  gross  wird. 

In  diesem  Falle  treten  die  foljjendeu  Betrachtungen  ein. 

Wir  kchnien  zunächst  aucli  hier  von  einem  /u-mal  zu  zählenden 
Werthe  sprechen,  für  welchen  die  vorgelegte  Function  verscliAvindet. 
Ferner  können  dann  die  Werthe  von  x,  für  welche  eine  ganze  Function 
im  weiteren  Sinne  verschwindet,  in  einer  doppelten  Reihe  angeordnet 
werden  : 

^\i  ^2)  •  •  •  ^^nj  •  •  • 

so  zwar  dass:  Fi?  Pa?  •  •  •  P«)  •  •  • 

1.  in  derselben  jeder  Werth  so  oft,  als  er  zu  zählen  ist,  vorkommt, 

2.  für  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  oberen  Reihe: 

1  «n  +  l|  >  I  «ni, 

für  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  zweiten  Reihe: 
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i  ßr,  +  ,  i    <   i  ßn 

ist, 

o.  im  Falle  die  erste  Reihe  nicht  abbricht: 

Um  \  an    =  CO, 

71  =  GO 

im  Falle  die  zweite  Reihe  nicht  abbricht: 

Zm  I  ßn    =  0 
ist.  "=" 

Sei  nun  eine  solche  Reihe  von  Punkten  «„  und  ßn  vorgelegt,  dann 
können  wir  ein  unendliches  Product  bilden: 

(l  -  ^>,  (.)  (l-^)^,  (.)...(!- ^^3  .p.(.)... 

o-^)-a) (-^^)-ü)-' 

welches  für  alle  endlichen  Werthe  von  x,  die  von  Null  und  den 
Grössen  a„  und  /3„  verschieden  sind,  unbedingt  convergirt  und  sieh  als 
ganze  transcendente  Function  im  weiteren  Sinne  darstellen  lüsst.  In 
demselben  sind  die  Grössen  cp  ganze  transcendente  Functionen  im 
weiteren  Sinne,  die  in  keinem  von  0  oder  cc  verschiedenen  Punkte 
verschwinden.  Alle  anderen  Functionen  derselben  Art,  welche  dieselben 
Nullpunkte  besitzen,  unterscheiden  sich  von  der  soeben  definirten  nur 
um  Factoren,  die  in  keinem  von  0  oder  co  verschiedenen  Punkte  ver- 
schwinden. 

Wir  wollen  nun  den  Quotienten  zweier  ganzer  transceudenter 
Functionen  im  weiteren  Sinne  mit  dem  Namen  der  transcendenten 
«»•ebrocheneu  Functionen  im  weiteren  Sinne  bezeichnen,  dann 
erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Alle  eindeutigen  Functionen,  welche  den  Null- 
und  den  Unendlichkeitspunkt  als  einzige  wesentliche  sin- 
gulare Punkte  besitzen,  daneben  aber  noch  beliebig  viele 
ausserwesentliehe  singulare,  lassen  sich  als  transcendente 
gebrochene  Functionen  im  weiteren  Sinne  darstellen. 

Wenn  an  Stelle  des  Null-  und  des  Unendlichkeitspunktes  zwei 
andere  wesentliche  singulare  Punkte  treten,  so  ändern  sich  die  Resultate 
so  unwesentlich,  dass  wir  von  ihrer  Aufstellung  füglich  absehen  können. 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Fimctioneu  auf  Grimd 
der  Theorie  der  gewöhnlichen  Thetafimctionen. 


Definition  der  allgemeinen  periodischen  Function.     Linear 

periodische    Functionen.       Zurückführung     derselben     auf 

additiv  und  multiplicatorisch  periodische  Functionen. 

In  dem  Yorangegaiigenen  sind  (jesiclitspunkte  aufgestellt  worden, 
nach  denen  die  allgemeinen  eindeutigen  Functionen  eiugetlieilt  werden 
können  und  zu  gleicher  Zeit  ist  die  Möglichkeit  der  wirklichen  Dar- 
stellung der  einzelnen  Functionen  gegeben.  Diese  Gesichtspunkte  sind 
aber  zu  grosse,  um  auf  die  Dauer  befriedigen  zu  können.  Die  Zahl 
der  Functionen  mit  einem  wesentlichen  Unstetigkeitsi^unkte  z.  B.  ist  zu 
mächtig,  die  Functionen  selbst  zu  sehr  von  einander  verschieden,  als 
dass  nicht  noch  andere  Gesichtspunkte  in  die  Untersuchung  hinein- 
tietragen  werden  müssten. 

Zu  dem  Behuf  führen  wir  einen  neuen  Begriff  ein.  Es  sei  9i{x) 
eine  beliebige  Function  von  x,  dann  wollen  Avir  eine  jede  Function 
von  X  eine  periodische  nennen,  wenn  sie  der  Functionalgleichung 
Genüge  leistet: 

1)  f[Mx)]=f(x). 

Bezeichnen  wir  dann,  wie  es  in  der  Algebra  üblich  ist,  che  durch 
Wiederholung  des  angegebenen  Processes  aus  d'iix)  entstehenden  Gr()ssen 
durch  &.^{x),  if.^(x) . . .  d'n(x) . . .,  ferner  die  inversen  Functionen  durch: 

&-l{x),     »-2{0C),...     ^-„{X},... 

so  ist: 

Die  Gleichung: 

nennen   wir  die  zu  f(xj  gehörende  Periodicitätsgleichung. 

Unter  allen  möglichen  Fällen  wird  der  einfachste  Fall,  der  sich 
naturgemäss  zuerst  darbietet,  der  sein,  dass  d'^i'x)  sowohl  als  auch 
0-_i(x)  eine  eindeutige  Function  von  x  ist,  und  zwar  wollen  wir  setzen: 

4)  y  _*,(.)___ 
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Wir  neiiuen  Functionen  mit  derartigen  Periodicitätsgleichungen 
linear  periodische  Functionen  und  werden  uns  in  der  Folge  auf 
die  Betrachtung  derselben  beschränken. 

Man  kann  nun  die  Theorie  der  linear  periodischen  Functionen 
auf   die    Theorie    gewisser    anderer   einfacher  Functionen    /urückführen. 

Dazu  stellen  wir  die  folgenden  Betrachtungen  an. 

Setzen  wir.-  F(x)  -  f[,p,{x)], 

wobei  f{x)  die  Periodicitätsgleichung 

besitzen  soll,  so  haben  wir  —  unter  Fortlassung  der  Klammer]i  — 

Fcp-,»,(x)  =  f[»,(oc)]  =  f(x)=F(p.^{x), 
F(p-i^^(Pi(x)  =  F(x). 
Die  letzte  Gleichung  ergiebt  aber  den 

Lehrsatz:  Besitzt  eine  Function  f(x)  die  Periodicitäts- 
gleichung y  == 'd'iix),  so  besitzt  die  Function  F{x),  die  aus 
ihr  entstanden  ist,  indem  an  Stelle  von  x  die  Function  q)i(x) 
gesetzt  wird,   die  Periodicitätsgleichung: 

y  =  (p-i&,(p^(x). 

Hierbei  wollen  wir  der  Einfachheit  wegen  unter  (pi{x)  wiederum 
eine  lineare  Function  von  x  verstehen  und  zwar  sei: 

,  .       ax-\-  ß 
yx  -{•  0 

Dann  hat  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  die  Function: 

■>)  F{x)  ^  f[(p,{x)\ 

die   Periodicitätso-leichung;: 

Ax  +  B 


wenn  u'esetzt  ist: 


Cx-\-B 

J.  ==  äaö  -\-  byö  ~caß  —  dßy, 
B=  aßd  +  hd'--cß^-clßd, 
C  =  —  aay  —  by^  -]-  CK"  -\-  day, 
D  =  —  aßy  —  byd  -}-caß  -\~  dad. 

Die  Grössen  a,  ß,  y,  ö  sind   bisher   keiner   Beschränkung  untcrworien 
worden.     Wir  wollen  sie  so  bestimmen,  dass 

wird.  C^=^ 
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Dazu  muss  die  Gleichung  bestehen: 

ca^  +  (d  —  a)  ay  —  hy-  =  0. 

c(  und  y  köimen  nicht  zu  gleicher  Zeit  der  Xull  gleich  werden,  weil 
sonst  q)^  (x)  eine  Constante  würde,  ebensowenig  brauchen  wir  die 
Annahme  väx  berücksichtigen,  dass  y  allein  gleich  Null  sei,  denn  sonst 
müsste  ca^  =  0  sein  oder  also  c  =  0,  d.  h.  die  ursprüngliche  Periodicitäts- 
ijleichung  hätte  schon  die  gewünschte  Form.  Unter  solchen  Umständen 
sind  wir  berechtigt  durch  y^  zu  dividiren  und  erhalten  die  quadratische 

Gleichung  mit  der  Unbekannten  — : 

y 

Jedenfalls  also  sind  wir  stets  im  Stande,  die  Grössen  a,  ß,  y,  ö 
in  der  genannten  Weise  zu  bestimmen,  und  hieraus  folgt  dann  ohne 
^^  eiteres,  dass  wir  uns,  ohne  der  Allgemeinheit  des  Problems  Abbruch 
zu  thun,  auf  diejenigen  Functionen  beschränken  können,  deren 
Periodicitätsgleichung  lautet: 

y  =  ^i  {x)  =  px  -}-  n. 

Aber  auch  jetzt  noch  kann  eine  Reduction  vorgenommen  werden. 
In  der  That  betrachten  wir  wieder  wie  vorhin  an  Stelle  der  gesuchten 
Function  f(x)  die  Function: 

F(x)  =  f[q>,(x)l 
wobei   (piix)  =  ax  +  ß   gesetzt   ist,   so   gehört   zu  ihr  die  Periodicitäts- 

gl^^^^""g^  pax-hpß-ß+n 

•^  a 

Wir  unterscheiden  jetzt  zAvei  Fülle. 

Ist  die  Grösse  p  verschieden  von  1,   so  können  und  wollen  wir  ß 

so  bestimmen,  dass  ,/?       a   ,  a 

'  pp  —  p-\-n  =  u 

wird.     Dann  nimmt  die  Periodicitätsgleichung  die  Form  au: 

y^px. 
Im   ausgeschlossenen  Falle   können   wir  a  so    bestimmen,   dass  die 
Periodicitätsgleiclmng  etwa  die  Form  hat: 

//  =  a;  +  1. 
Somit  finden  wir  zwei  Normalformen: 

I-  y=px,  p  verschieden  von  1, 

II.  y  =  x-\-l. 

Die  zu  der  ersten  Gleichung  gehörenden  Functionen  nennen  wir 
multiplicatorisch    periodische    Functionen,    die    zu    der    zweiten 
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Gleichung  gehörenden  additiv  periodische.  Zu  gleicher  Zeit  er- 
halten wir  den 

Lehrsatz:  Die  Theorie  der  allgemeinen  linear  periodischen 
Functionen  kann  auf  die  Theorie  der  ninltiplicatorisch  und 
additiv  periodischen  Functionen  zurückgeführt  Averden. 
Sind  die  letzteren  beide  siimmtlich  bestimmt,  so  findet  man 
die  allgemeinen,  indem  man  an  Stelle  von  x  die  Grösse: 

ax  -\-  ß 
yx  -\-  ö 
substituirt,    in    vrelcher    u,    ß,    y,    Ö    ganz    beliebige    Werthe 
annehmen  können. 

Wir  wollen  nun  bei  den  multiplicatorisch  periodischen  Functionen 
den  Fall  näher  ins  Auge  fassen,  dass 

\P    =1 
ist.     Dann   sind   zwei   Möglichkeiten   vorhanden.      Entweder  p   ist   eine 
n^^  Einheitswurzel,  oder  zweitens,  dasselbe  ist  nicht  der  Fall. 

Der  erste  Fall  ist  leicht  zu  erledigen.  In  der  That  sei  p  eine 
M**^  Einheitswurzel  und  zwar  eine  primitive,  so  folgt,  dass  alle  ein- 
deutigen Functionen  mit  der  Periodicitätsgieichung: 

die  Form  haben: 

f(x)  =  F(x»), 

wenn  unter  F(s)  die  allgemeinste  eindeutige  Function  von  z  verstanden 
wird.  Substituirt  man  nämlich  in  f(x)  0  =  x",  setzt  also  a;=  p'z,  so  ist 
vermöge  der  Periodicitätsgieichung: 

eine  eindeutige  Function  von  2,  da  durch  die  verschiedenen  Wurzel- 
werthe  von  \^z,  die  sich  nur  um  Potenzen  von  p  von  einander  unter- 
scheiden, fij/z)  ungeändert  bleibt.  Ersetzen  wir  aber  z  durch  x",  so 
ero'iebt  sich  das  autjeö-ebene  Resultat. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  davon  absehen,  dass  p  eine 
n^'^  Einheitswurzel  ist. 

Nehmen  wir  nun  zweitens  an,  dass  p  keine  n*°  Einheitswurzel  ist, 
dagegen  den  absoluten  Betrag   1  besitzt,  so  können  wir  setzen: 

2)  =  cos2r7i  -f  isin2rn, 
wobei  r  eine  irrationale  Grösse  bedeutet.  Bilden  wir  die  einzelnen 
positiven  und  negativen  Potenzen  von  jp,  so  erhalten  wir  eine  unendliche 
Anzahl  von  Punkten,  die  alle  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises 
gelegen  sind,  für  welche  die  vorgelegte  Function  denselben  Werth 
annehmen   muss.     Dabei   können   wir  es  dahin  bringen,   dass  innerhalb 
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eines  beliebig  kleinen  Peripberiestückes  immer  nocb  beliebig  viele  solche 
Punkte  gelegen  sein  müssen  Derartige  Functionen  sind  aber,  wie  aus 
den  früheren  Betrachtungen  folgt,  constante  Grössen.  Unter  solchen 
Umständen  können  wir  auch  von  diesem  Falle  absehen  und  uns  darauf 
beschränken,  dass  der  absolute  Betrag  von  p  kleiner  als  1   ist. 

Die  einfachsten  Eigenschaften  der  additiv  periodischen  Functionen. 

Es  miigen  nun  die  einfachsten  Eigenschaften  der  additiv  periodischen 
Functionen  bestimmt  werden. 

Lehrsatz:  Jede  additiv  periodische  Function  besitzt  den 
Unendlichkeitspunkt  als  wesentlichen  singulären. 

In  der  That,  nimmt  eine  eindeutige  additiv  periodische  Function 
irgend  einen  Werth  in  einem  endlichen  Punkte  x  an,  so  muss  sie 
denselben  Werth  auch  im  Unendlichkeitspunkte  annehmen,  wie  aus  dem 
Begriff  der  additiven  Periodicität  unmittelbar  folgt.  Daraus  folgt,  dass 
der  Werth  der  Function  im  Unendlichkeitsijunkte  unbestimmt  ist,  dass 
sie  in  demselben  unendlich  viele  Werthe  annehmen  kann.  Hieraus  folgt 
aber  wiederum,  dass  der  Unendlichkeitspunkt  kein  regulärer  sein  kann, 
da  in  einem  solchen  die  Function  nur  einen  Werth  annehmen  kann. 
Ebensowenig  kann  er  ein  ausserwesentlicher  singulärer  sein,  denn  aus 
der  Definition  des  letzteren  folgt,  dass  der  Werth  der  Function  immer 
mehr  wäcbst,  je  mehr  man  sich  demselben  nähert.  Hieraus  schliessen 
wir  die  Richtigkeit  des  aufgestellten  Satzes. 
Ferner  folgt  der 

Lehrsatz:  Besitzt  eine  additiv  periodische  Function  ausser 
dem  Unendlichkeitspunkt  noch  einen  anderen  singulären 
Punkt,  so  besitzt  sie  deren  unendlich  viele. 

Der  Beweis  ist  klar.  Ist  nämlich  x  =  a  ein  singulärer  Punkt,  so 
findet  dasselbe  für  alle  Punkte  a  +  rw  statt,  wobei  r  alle  ganzzahligen 
Werthe  durchlaufen  kann. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  alle  eindeutigen  Functionen  zu  finden, 
die  der  Gleichung:  fi^^  -\- n)  =  f(x) 

Genüge  leisten.     In  der  That,  setzt  man: 

n 


2^-i^'9y, 


so  ist: 


f^'^)  =  f{^i^'9y)-ny) 


eine  eindeutige  Function  von  ?/,  wie  aus  der  Eigenschaft  des  Logarithmus 
unmittelbar  folgt,  dass  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  eine  Aenderung 
um  2ni  herbeiführt. 
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Aus 

X  = 


"       7 

"^ — ■  i-og  y 


folgt  umgekehi-t:  „    . 

Hieraus  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Die  allgemeinste  additiv  periodische  eindeutige 
Function  von  x  wird  erhalten,  indem  man  in  der  allgemeinsten 
eindeutigen  Function   au  Stelle  des  Argumentes  die  Grösse 

X 

e  "       setzt. 

/§  14. 
Darstellung  und  einfaeliste  Eigenschaften  der  multiplieatoriseh 
periodischen  Functionen. 
Es   sollen   nun   für    die    multiplieatoriseh   periodischen    Functionen 
ähnliche    Sätze    wie    für    die    additiv    periodischen    aufgestellt    werden. 
Zunächst  folgt  der 

Lehrsatz:  Eine  jede  multiplieatoriseh  periodische  Func- 
tion hat  den  Xull-  und  den  Unendliehkeitspunkt  als  wesent- 
liche singulare  Punkte. 

In    der    That,    ist    x  =  a    ein    beliebiger    Punkt,    in    welchem    die 

Function  den  Werth  A  ainiimmt,  so   nimmt  sie  denselben  Werth  auch 

1       n     1  ,                 9                     a     a         a 
ni  den  Punkten  an,  ap  , . . .  an", . . .  —j    ..?••• an,  wenn: 

y=px 

die  Periodicitätsgleichung  derselben  ist.  ^Vir  erhalten  zwei  Reihen  von 
Grössen.  Die  eine  besitzt  die  Null  als  Grenze,  während  die  Glieder 
der  anderen  über  alle  Grenzen  wachsen.  Dann  können  wir  aber  genau 
so  Avie  im  vorigen  Paragraphen  schliessen.  Hierbei  ist  der  absolute 
Betrag  von  2^  "^on  1  verschieden  angenommen,  wie  es  auch  in  der 
Folge  geschehen  soll,  und  ferner  ist,  wie  schon  bemerkt,  der  absolute 
Betrag  von  p  ein  für  alle  Mal  kleiner  als  1   anzunehmen. 

Lehrsatz:  Besitzt  eine  multiplieatoriseh  periodische 
Function  ausser  dem  Xull-  und  Unendlichkeitspunkt  noch 
einen  anderen  singulären  Punkt,  so  besitzt  sie  deren  un- 
Hudlich  viele. 

Auf   den    Beweis    dieses    Satzes    braucht   nicht   näher   eingegangen 
zu  werden. 

Es   fragt   sieh   nun,    wie   sehen   alle   multiplieatoriseh   periodi.seheu 
Functionen  ausV 
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Da  dieselben  den  XuU-  und  den  Unendlichkeitspunkt  als  wesent- 
liche sino;uläre  Punkte  besitzen,  so  fragen  wir  zunächst,  giebt  es  unter 
den  verallgemeinerten  ganzen  transcendenten  Functionen  solche  der  ge- 
suchten Art  oder  nicht?  Die  Frage  ist  damit  identisch:  Können  in 
dem  Ausdruck: 

f{x)  =  ÖQ  +  a,  a;  +  «2  ^'^  H «"'/i  ^"  H 

X  t/  X^ 

die  Coefficienten  r?„  und  «_„  so  bestimmt  werden,  dass  die  Reihen: 

rto+  a^x  -\ rt„a;"H 

n-x  z  +  ff-2  z^-\ «-»  ^" H 

bestündig  convergent  sind  und  überdies  der  Relation  Genüge  leisten: 

Mit  Hülfe  der  früher  entwickelten  Sätze  folgt  dann  als  hinreichende 
und  notliwendige  Bedingung  die  Existenz  der  Gleichungen: 

«0  =  «0? 

«i  =  /• .  a*, 
d.  h.  es  müssen  die  sämmtlichen   Coefficienten   ausser  a^  verschAvinden. 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  multiplicatorisch  periodischen  Functionen 
müssen  ausser  dem  Null-  und  dem  UnendlichkeitsjDunkte 
noch  andere  singulare  Punkte  besitzen. 

Diese  singulären  Punkte  können  wesentliche  und  ausser  wesent- 
liche singulare  sein.  Den  ersten  Fall  schliessen  wir  ein  für  alle  Mal 
von  der  Betrachtung  aus,  denn  es  müssten  Functionen  der  genannten 
Art  unendlich  viele  wesentliche  Singularitäten  besitzen  und  in  Folge 
dessen  so  complicirter  Natur  sein,  dass  ihre  Bedeutung  hinter  der  der 
anderen  zurücktritt. 

Unter  solchen  Umständen  haben  wir  alle  unsere  Functionen  unter 
den  transcendenten  gebrochenen  Functionen  im  weiteren  Sinne  zu  suchen. 
Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  dieselben  auch  noch  in  anderen  Punkten  als 
dem  Null-  und  dem  Unendlichkeitspunkte  Null  werden  müssen.  Es 
folgt  das  daraus,  dass  die  wesentlichen  singulären  Punkte  einer  Function 
fix)  zu  gleicher  Zeit  auch  wesentliche   singulare  Punkte   der  Function 

77"^  sind. 

Wir  werden  mm  die  Nullpunkte  sowohl  wie  auch  die  Unendliehkeits- 
punkte  in  Grupj)en  zerlegen  können,  indem  wir  einer  Gruppe  alle  die- 
jenigen Punkte  zuordnen,  die  mit  einander  durch  Periodicität  verbunden 
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sind.  Es  seien  a^,  a^,...am  die  Nullpunkte^  ^j,  h^,...bn  die  Unendlich- 
keitspunkte, die  mit  einander  nicht  durch  Periodicitüt  verbunden  sind, 
dann  ist  es  möglich,  dass  m  sowohl  als  auch  n  unendlich  gross  wird. 
Wir  wollen  diesen  Fall  auch  ein  für  alle  Mal  von  der  Betrachtung 
ausschliessen,  also  annehmen,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  sowohl, 
als  auch  die  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte,  welche  durch  Periodicitüt 
nicht  verbunden  sind,  eine  endliche  ist.  Dabei  rechnen  wir  einen 
/c- fachen  Punkt  gleich  k  einfachen. 
Setzen  wir  nun: 
1)  s{p,  x)  =  (l  +  X)  (1  +  px)  . . .  (l  +  p^'x) . . . 


0+f)-0+f)- 


so  ist  klar,  dass  wir  eine  jede  multiplicatorisch  periodische  Function 
der  definirten  Ai-t  setzen  können  gleich: 

wenn  wir  unter  (p[_x)  eine  Function  verstehen,  die  ausser  in  den  beiden 
Punkten  0  und   oc   nicht  gleich  Null  werden  kann. 

\Yir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  dass  q){x)  gleich  einer 
Constanten  C  sei. 

Aus  der  Definition  von  6(l),x)  folgt  unmittelbar  die  Gleichung: 

e(p,px)  =  -£(j->,x) 
und  liieraus:  _  _         „  „i  +  n    n-m 

Da   aber  fipx)  =  fix)    sein  soll,    so   ist    die    letzte    Gleichung    nur 
möglich,  wenn  die  beiden  Bedingungen  bestehen: 
I.  in  =  n, 

TT  11'-  ^"^1  '(h---  ^^m  ^  1 

^'    b,.b,...K 
Weiter   folgt,   dass  n  von   1   verschieden  sein  muss.     In  der  That, 
wäre  es  gleich  1,  so  würde  aus  der  letzten  Gleichung  folgen: 

also 

Hieraus  aber  würde  folgen,  dass  f(x)  zu  einer  Constanteu  würde. 
Es  ist  dieser  Fall  also  auszuschliessen. 
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Bei    die.^en    Betrachtungen    ist    ^(ic)    gleich    einer    Constanten    an- 
genommen  worden.     Wir   nehmen  jetzt  den  allgemeinen   i'^all  d.  h.  wir 

^'"'^''-  f{x)  =  q>{x).ii>(x), 

wobei   dann   ist: 


Diese  Function  il}{x)  leistet  dann  jedenfalls  der  Gleichung  Genüge: 

1p(px)  =  C.3!^.1p(x). 

Da  nun  f(x)  multiplicatorisch  periodisch  ist,  so  muss  (p(x)  der 
Gleichung  Genüge  leisten: 

Xun  erfüllt  aber: 

die  Gleirlmng: 

wenn  dit'  (n-()ssen  «,,...  a^.  so  gewählt  sind,  dass: 

1 

«1  «2  •  •  •  «*  =  - 

ist.  ^ 

Mithin   würde  die  Function: 

dt-r  (jleidiung  Genüge  leisten: 

fi(px)  =^  f^(x) 
oder  also  wir  erhalten  eine  multiplicatorisch  periodische  Function, 
welche  für  kein  von  Null  oder  Unendlich  verschiedenes  x  unendlich 
wird.  Eine  solche  ist  aber  unmfiglich.  Wir  kommen  zu  einem  Wider- 
spruch, der  nur  so  gelöst  werden  kann,  dass  cp{x)  =  C  ist.  Wir  haben 
also,  indem  wir  den  ersten  Fall  behandelten,  zu  gleicher  Zeit  den  all- 
gemeinen erledigt. 

Bei  den  letzten  Betrachtunu-en  ist  die  stillschweigende  Voraus- 
Setzung  getroffen  worden,  dass  k  eine  positive  ganze  Zahl  sei.  Es 
l)rauclit  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  beiden  noch  übrig 
bleibenden  Fälle,  dass  k  negativ  oder  Xull  ist,  zu  einem  andern  Re- 
sultate nicht  führen  können. 

Kehren  wir  nun  zu  den  gefundenen  Resultaten  zurück,  so  ergab 
sich,  dass  m  = «  .sein  muss  oder  also  dass  die  Function  ebenso  oft 
Null    wie    unendlich   gross   werden   muss.     Hieraus  folgt,    dass  dieselbe 


§  15.    Entwickelung  der  Primfunctionen  in  unendliche  Reihen.  45 

einen  jeden  Werth  in  der  Ebene  ebenso  oft  annehmen  muss.  In  der  Tbat, 
sei  Ä  ein  beliebiger  Werth,  dann  ist /"(ä;)  —ä  wieder  multiplicatoriseh 
periodisch  und  wird  an  ebenso  vielen  Stellen  unendlich  gross  wie  f(x), 
also  nach  dem  früheren  an  ebenso  vielen  Stellen  der  Null  gleich.  Damit 
ist  das  Verlangte  bewiesen.  Ferner  folgt,  dass  wenn  c^c^,. ..  Cn  n  solche 
Werthe  von  x  sind,  die  sich  nicht  um  Perioden  unterscheiden,  für 
welche  f(x)  =  Ä  ist,  die  Relation  bestehen  muss: 

&i .  &2  •  ■  •  &n  =  Ci .  6'2  . . .  c„  .p% 
wo  s  eine  ganze  Zahl  ist,  die  von  der  Wahl  der  Grössen  c  abhängt. 

Fassen  wir  die   Resultate  unserer  Untersuchungen   zusammen,  so 
finden  wir  die  folgenden  Sätze: 

I.  Es  giebt  keine  eindeutige  analytische  Function  f[x)  mit 
zwei  wesentlichen  singulären  Punkten,  welche  für  kein 
von  x  =  0  und  a;  =  co  verschiedenes  x  XuU  oder  unend- 
lich wird  und  multiplicatoriseh  periodisch  ist. 
IL  Jede  Function  f(x)  nimmt  jeden  Werth  für  die  gleiche 
Anzahl  verschiedener  Punkte  an,  die  nicht  durch 
Periodicität  mit  einander  verbunden  sind. 

III.  Es  giebt  keine  Function  fi-r),  welche,  von  der  Periodi- 
cität  abgesehen,  jeden  Werth   nur   einmal   annimmt. 

IV.  Bezeichnet  p  die  multiplicatorische  Periode  von  f(x) 
und  sind  a^,  a^,...  «„5  ß^,  ß^r-  •  ■  ßn  z^vei  Reihen  nicht  durch 
Periodicität  verbundener  Punkte,  für  die  fix)  zwei 
Werthe   A  und   B  annimmt,  so  ist: 

«,.«2...  a„=  ß^.ß^...  ß„.p\ 
In    dieser    Gleichung    hängt    die    ganze    Zahl   s    von    der 
speciellen  AVahl  der  Grössen  a  und  ß  ab. 
V.  Zähler  und  Xenner  von  fix)  setzen  sieb  aus  einer  gleichen 
Zahl  von  Factoren  zusammen,  die  alle  die   Form: 

haben.  ^  ""^ 

Jedenialls   folgt,   das.s  wir   als  Primfunctionen   unserer   Functionen 
die  Grössen  s(p,x)  ansehen  können. 

^S  15. 
Entwickelung  der  Primfunctionen  in  unendliche  Reihen. 

Wir  wollen  schon  jetzt  die  gefundene  Function   in  cino  unendliche 
Reihe  entAvickeln.     Dazu  setzen  wir: 

p=-q% 
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eine   Bezeichnungs weise,   die   ein  für  alle  Mal  beibehalten  werden  soll; 
dann  lautet  die  Primfunetion: 

Die  Umformung  gestaltet  sich  etwas  einfacher,  wenn  wir  an  Stelle 
von  X  uns  qx  geschrieben  denken  d.  h.  die  Function  in  Betracht  ziehen: 

2)  B{q^,  qx)  =  (1  +  qx)  (1  +  q^x) . . .  (1  +  q^'-yx)  . . . 

(^  +  f)(-f)  ■(^-^^"')- 

Setzen  wir  nun  zunächst: 
P>)     ^(..)  =  (1  +  g^)  (l  +  2^a:)...(l  +  3^''-U)(l +  -!)•••  (l  +  ^) 
so  ist  klar,  dass  der  Ansatz  erlaubt  ist: 

4)      cpi,^=A,  +  A,{x+~)+A,(x'-{-^^  +  ---A.{x''  +  ^^- 

Nun  folgt  aber  aus  der  Definition  von  (p(x)  unmittelbar: 

(fixq^)  {xq  +  q^")^  (p(x)  (1  +  xq^ ''+'). 

Wendet  man  diese  Formel  auf  Gleichung  4)  an,  so  ergiebt  sich 
durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  oif"  links  und  rechts  die  Relation: 

oder  also  wir  erhalten  die  Beziehung: 
Für  den  speciellen  Fall  k  =  n  Avird: 

A  =A  n^^-  a-g^")(i-g'-"'-^)---a-g^) 

Nun  lässt  sich  aber  andrerseits  An  durch  directe  Ausführung  der 
Multijilication  in  ?>)  herstellen  und  zAvar  wird: 

/i-n  —  q     • 

Mithin  erliultcn   wir  für  yl^  den  Werth: 

_    (1  -  g^''+^)  (1  -  g''^»+-^)  ...  (1  -  g^») 
°~         (l-q^)(l-q^)...(l~~f^- 

Hiermit  sind  wir  für  endlichen  Werthe  von  n  am  Ziel.  Es  handelt 
sich  jetzt  darum,  den  Grenzübergang  vorzunehmen,  wenn  n  über  alle 
Grenzen  wächst.    Hierbei  erinnern  wir  an  die  Annahme,  die  den  letzten 
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Betrachtungen  zu  Grunde  gelegen  hat,  dass  nämlich  der  absolute  Betrag 
von  p,  also  auch  der  von  q  kleiner  als  1  ist.  Unter  dieser  Annahme 
geht  Aq  in  den  reciproken  Werth  des  convergenten  unendlichen  Productes 

'^^'"-  [?^]  =  (l-2^)(l-20(l-2')--- 

d.  h.  es  Avird:  -, 

Ganz  analog  erhalten  wir: 

liniAk=  7^Y* 

n=»        LrJ 

Mit  Hülfe  weniger  Schlüsse,  auf  welche  kaum  näher  eingegangen 
zu  werden  braucht,  folgt  hieraus: 

5)        .(r/,  qx)  =  ^1^  [1  +  q  {x+\)  +  ^/(^H^)  +  ^^(^H^a)  +  " ' 

So  haben  wir  für  das  fundamentale  Product  eine  unendliche  Reihe 
gefunden  und  zwar  gelten  die  Betrachtungen  für  alle  endlichen  Werthe 
von  X,  mit  Ausnahme  von  x  =  0,  und  für  alle  Werthe  von  7,  für 
welche  der  absolute  Betrag  kleiner  als  1   ist. 

/§  1(3.^) 
Definition  der  doppeltperiodischen  Punctionen  erster  Art  mit  Hülfe 
der  multiplicatorisch  periodischen  Functionen. 

Wir  haben  im  Früheren  alle  diejenigen  eindeutigen  Functionen 
construirt,  welche  der  Functionalgleichung  Genüge  leisten: 

1)  f{px)  =  f(x). 

Wir  können  aus  ihnen  durch  eine  einfache  Substitution  Functionen 
herleiten,  die  scheinbar  anderen  Charakters  als  die  bisher  betrachteten 
sind.     Dazu  setzen  wir: 

Jede  Function  f{x)  der  obigen  Art  geht  dann  in  eine  eindeutige 
Function  von  v  über,  die  wir  durch  (f{y)  bezeichnen  wollen.  Dieselbe 
leistet  dann,  wie  aus  der  Definition  sofort  folgt,  der  Relation  Genüge: 

2)  q.{v  +  l)^cp{v). 

Ferner  tritt  an  Stelle  von  ^x'  die  Grösse  fc2;r/(cf  r)  ^  |^   ^\\^,  Function 
leistet  der  weiteren  Gleichung  Genüge: 
o)  cpiv -\- x)  =  if.[v). 

Wir  haben  also  durcli  die  genannte  Substitution  eine  Function 
construirt,  welclie  ungeändert  bleibt,  wenn  man  das  Argument  dersoll)en 
um  die  beiden  Grössen  1   und  x  vermehrt.     Aus  jeder  multiplicatoriscli 
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periodisclien  eindeutigen  P'unction  kann  eine  Function  der  zuletzt 
definirten  Art  hergeleitet  werden.  Nennen  wir  eine  jede  Grösse  c,  die 
der  Functionalgleichung  Genüge  leistet: 

4)  g){v  +  c)  =  cp(v) 

eine  Periode  von  q){v),  so  folgt,  dass  1   und  r  Perioden  von  q){v)  sind. 
Befriedigt    umgekehrt    die    eindeutige    Function    von    v:q)(v)    die 
Gleichungen:  cp(v-^  1)  =  (p(v), 

.  .  cp(v  +  r)  =  (p{v), 

so  können  wir  setzen: 

Nehmen  wir  an,  dass  (p(v)  als  Function  von  x  betrachtet  in  f{x) 
übergeht,  setzen  wir  also: 

so  folgt  sofort,  dass  f(x)  eine  eindeutige  Function  von  x  sein  muss, 
da  die  verschiedenen  Werthe  des  Logarithmus  nur  eine  Aenderung  des 
Argumentes  um  ganze  Zahlen  hervorbringen;  es  folgt  aber  ebenso 
einfach,  dass  die  Gleichung  stattfindet: 

f(px)  =  f(x). 

Damit  haben  wir  das  Resultat  gefunden,  dass  die  Theoi'ie  der 
multiplicatorisch  periodischen  Functionen  auf  die  Theorie  derjenigen 
Functionen  zuriicko-eführt  werden  kann,  welche  bei  einer  Yermehruntj 
des  Argumentes  um  t  und  1  ungeändert  bleiben  und  umgekehrt.  Frei- 
lich sind  hierbei  die  folgenden  Bemerkungen  von  Bedeutung.  Erstens 
musste  der  absolute  Betrag  von  jp  verschieden  von  1  sein.  Setzen  wir  daher: 

T  =  a  +  bi, 

so  muss  h  von  Null  verschieden  sein.  Zweitens  war  für  eine  Beihe 
von  Betrachtungen,  insbesondere  für  die  analytischen  EntAvickelungen, 
die  Annahme  massgebend,  dass  p  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
als  1  ist.  Wir  würden  also  auch  nur  diejenigen  Functionen  ins  Auge 
zu  fassen  haben,  bei  denen  r  entsprechende  Werthe  besitzt  d.  h.  h  eine 
positive  Grösse  ist.  Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  der 
letztere  Umstand  keine  wesentliche  Beschränkung  mit  sich  bringt,  da 
im  entgegengesetzten  Falle  p  =  6—2«»*  7x1  setzen  Aväre. 

•ledenfalls  müssen  wir  an  der  Annahme  festlialten,  dass  h  positiv 
ist,  wenn  wir  die  analytischen  Darstellungen  ohne  Weiteres  übertragen 
wollen.  Zwischen  den  beiden  Grclssen  1  und  t  kann  dann  sicherlich 
keine  llelation  von  der  Form  stattfinden: 
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'        m  +  WjT  =  (), 
wobei  m  und  m^  ganze  Zahlen  bedeuten.     Nennen  wir  ganz  allgemein 
zwei  Grössen  t  und  t^,  zwischen  denen  keine  ganzzahlige  Relation: 

mr  +  m^Ti  =  0 
besteht,  und  die  den  Functionalgleichungen  Genüge  leisten: 

(p(v  +  T)  =  (p{v),       9)(ü  +  TJ  =  qp(t'), 

zwei  von  einander  unabhängige  Perioden  der  Function  (p(v),  so  können 
wir  sagen,  dass  die  Perioden  1  und  t  von  einander  unabhängig  sein 
müssen. 

Die  auf  diesem  Wege  gefundenen  Functionen  stellen  nun  den  In- 
begriff  der  doppelt-  oder  zweif achperiodischeu  Functionen 
einer  Veränderlichen  —  und  zwar,  was  nicht  immer  besonders  her- 
vorgehoben werden  soll,  der  eindeutigen  —  dar,  wenn  wir  von  der 
folgenden  Definition  Gebrauch  machen: 

Eine  doppelt-  oder  zAveifachperiodische  Function  ist  eine 
solche,  welche  zwei  unabhängige  Perioden  r  und  Tj  besitzt. 
Es  folgt  dann,  dass  die  Grössen 

mr  +  7»jTi 
auch  Perioden  sind,  wenn  m  und  m^  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Den  Beweis  der  aufgestellten  Behauptung  geben  wir  nun  in 
folgender  Weise. 

Erstens  lässt  sich  nachweisen,  dass  das  Verhältniss  der  beiden 
Grössen  r  und  r^  kein  reelles  sein  kann.  In  der  That,  nehmen  wir 
zuerst  an,  das  Verhältniss  wäre  ein  rationales: 

t        m 

wobei  m  und  m^  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  -würde  zwischen  r  und  Tj 
eine  ganzzahlige  lineare  homogene  Relation  bestehen,  was  gegen  die 
Annahme  ist.  Ist  dagegen  das  Verhältniss  von  t  und  r,  ein  irrationales, 
so  kann  man  den  Quotienten  in  einen  unendlichen  Kettenbrucli  ent- 
wickeln.    Bei  bekannter  Bezeichnungsweise  ist  dann: 


T        3I„ 

1^1      N„ 

1 

oder  auch: 

T            Mn 

r,       N„ 

^W 

wobei   f  kleiner 

als 

die 

Einheit  ist. 

Hieraus  folgt 

N„ 

X  —  il/„Ti 

Krause,  Doppeltperiodische  Fuuctioneu.  1. 
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Da  nun  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  eines  Ketten- 
bruches mit  wachsendem  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  folgt  hieraus,  dass 

NnT  -  Mnti 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann.  Wir  würden  also  zu  Functionen 
kommen,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  man  das  Argument  um  beliebig 
klein  vorgelegte  Grössen  vermehrt.  Derartige  Functionen  sollen  aber 
von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden. 

Zweitens  aber  folgt  leicht,  dass  der  Fall  eines  allgemeinen  r  und  r^ 
unmittelbar  darauf  reducirt  werden  kann,  dass  Tj  =  1  ist.  In  der  That, 
wir  brauchen  dazu  nur  an  die  Betrachtungen  zu  erinnern,  die  wir  an- 
stellten, um  die  allgemeinen  additiv  periodischen  Functionen  auf  die- 
jenigen zu  reduciren,  deren  Periodicitätsgleichung  lautet: 

y  =  X  -\-l. 

Daraus  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  unmittelbar.  Indem 
wir  also  die  multiplicatorisch  periodischen  Functionen  geschaffen  haben, 
haben  wir  zu  gleicher  Zeit  die  doppeltperiodischen  Functionen  ge- 
schaft'en  und  umgekehrt.  Wir  wollen  die  letzteren  aus  Gründen,  die 
im  Folgenden  hervortreten  werden,  auch  doppeltperiodisclie  Func- 
tionen erster  Art  nennen. 

^§  17.^) 
Ueber  dreifachperiodische  runctionen. 

Wir  haben  im  Vorigen  Functionen  construirt,  die  ungeändert 
bleiben,  wenn  man  das  Argument  um  zwei  unabhängige  Perioden 
T  und  Ti  vermehrt.  Dieselben  bleiben  dann  auch  ungeändert,  wenn 
man  das  Argument  um  mr  +  m^t^  vermehrt,  wenn  man  unter  ni  und  m^ 
ganze  Zahlen  versteht.  Es  fragt  sich,  ob  hiermit  alle  Perioden  er- 
schöpft sind  oder  nicht.  Die  Frage  kommt  offenbar  darauf  hinaus: 
Giebt  es  Functionen,  die  ungeändert  bleiben,  wenn  mau  das  Argument 
um  drei  oder  mehr  von  einander  unabhäno-ige  Perioden  vermehrt,  wobei 
der  Begriff'  der  Unabhängigkeit  unmittelbar  aus  dem  Vorigen  folgt. 
Mit  dieser  Frage  hat  sich  Jacob i  beschäftigt.  Er  zeigt,  dass  es  Func- 
tionen einer  Veränderlichen  mit  mehr  als  zwei  unabhäny-io-en  Perioden 
nicht  geben  kann,  wenn  man  unendlich  kleine  Perioden  ausschliesst. 

Es  genügt,  sich  auf  den  Fall  von  drei  unabhängigen  Perioden  zu 
beschränken. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  gäbe  Functionen  mit  drei  unabhängigen 
Perioden  ■rj,T2,T3,  so  darf  zwischen  diesen  keine  ganzzahlige  lineare 
Relation  von  der  Form  bestehen: 
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Wir  wollen  nun  setzen: 

Tj  =  a^  +  h^^i,    r,  =  «2  +  ^ih    ^3  =  ^3  +  ^zh 

so  folgt,  dass  auch  zwischen  den  Grrössen  A^^  A^,  A^  keine  ganzzahlige, 
lineare  Relation  von  der  Form  bestehen  kann: 

v^A^  +  1/3^2  +  ^3^3  =  ^^^ 
In    der   Tliat,    sei    die    Annahme    falsch,    es    bestehe   vielmehr    die 
soeben  hingeschriebene  Relation.     Sind  dann: 

sechs  beliebige  ganze  Zahlen,  so  bilden  wir  die  Perioden: 


u  +  iv  = 


r^   Tg   Tg 

«1  a.^  «3 

&i  ^2  ^3 

v^v.^v^ 

= 

VlVgVg 

4-^ 

V^V^Vs 

QiQiQs 

(>l(>2(>3 

Q1Q2Q3 

Tj    Tg   Tg 

«i«2«3 

h  h  h 

V.V^V., 

= 

i'r^2^3 

-\-i 

v^v^v.^ 

(?l(?2<?3 

(?1  (?2  <?3 

(?1  (J2  «'s 

w^  +  iv^ 


Diese  beiden  Perioden  müssen  unter  Anwendung  ähnlicher  Schlüsse 
wie  im  vorigen  Paragraphen  einen  imaginären  Quotienten  haben.  Bildet 
man  aber  den  Ausdruck: 

so  ersiebt  sich  derselbe  nach  einigen  leichten  Rechnungen  gleich: 


v^v^v^ 

V.V^V^ 

91Q2QS 

%  «2  % 

(?l(?2(?3 

&1  &2  &3 

also  gleich  Null.  Das  ist  aber  mit  der  soeben  angegebenen  Eigen- 
schaft der  beiden  Grössen  u  +  iv  und  u^  +  iv^  in  Widerspruch.  Dieser 
Widerspruch  kann   nur  so  gelöst  werden,    dass  keine  Relation  von  der 

^^^™=  1.,^,  +  1.2^+^3^3=0 

möglich  ist.  Hieraus  folgt,  dass  das  Verhältniss  je  zweier  der  Grössen 
Ai,A.2,Aq  keine  rationale  Zahl  sein  kann.  Es  wird  somit  das  Ver- 
hältniss A2 :  A^  in  einen  unendlichen  elementaren  Kettenbruch  ent- 
wickelt werden  kr)nnen.  Hierbei  findet  genau  wie  früher  die  Be- 
ziehuno-  statt: 


oder: 


Nn 


A. 


A 


Ar„ 


< 


< 


1 

1 


AT« 
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Da  nun  Zähler  wie  Nenner  der  Näherungsbrüche  ins  Unendliche 
wachsen,  so  lassen  sich  zwei  ganze  Zahlen  s^  und  e^  derart  bestimmen, 
dass  A, 


"Ä 


h  =  ^ 


dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  gemacht  werden  kann,  als  eine  be- 
liebio-  klein  t>;eo-ebene  Zahl,  und  es  ist  die  Menge  dieser  Zahlen  s,  und  f, 
unendlich  gross.  Bestimmt  man  nun  zu  jeder  Combinatiou  von  «j  und  e^ 
eine  dritte  ganze  Zahl  £3  so,  dass 


''A 


f3=z/' 


dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  oder  gleich  -^  ist,   was   stets   und 

nur  auf  eine  Weise  möglich  ist,  so  Averden  sich  durch  Multiplication 
der  beiden  letzten  Gleichungen  mit  resp.  a^,  «g  und  \^  b^  und  durch 
Addition  derselben,  wie  leicht  folgt,  die  Beziehungen  ergeben: 

a^fi  +  agfg  +  f'3^3  =  -  (f'2^  +  «3^') 

&1  £1  +  b.,  «2  +  &3  fs  =   -   (&2  ^  +  &3  ^'); 

und  es  ist  somit  gezeigt,  dass  sich  ganze  Zahlen  £j,  f^,  fg  in  beliebiger 
Anzahl  bestimmen  lassen,  welche  den  absoluten  Betrag  von: 

b,  £1  +  &2  %  +  ^3  h 
nicht  grösser  als  resp.  den  absoluten  Betrag  von  ^^  und  ^  machen. 

Setzt  man  also: 

rfi£i  +  a2£2+  0383=  a^, 

^«1+  ^2^2+^3 -^3  =&4> 

so  folift: 


^1    i 

1 

«4 

-<  Y    ^3   ; 

h 

^2 

Gehen  wir  jetzt  von  dem  Grössencomplex : 

«2;  Ö^sj  Cli, 

aus,    so    folgt    leicht,    dass    keine    linearen    homogenen    ganzzahligen 
Gleichungen  von  der  Form: 

^2«2+/^3«3+  fi4«4=" 
f*2^2+f*3^3+  i"4^4  =  '* 

bestehen  können.    Es  folgt  das,  wenn  wir  uns  die  Ausdrücke  für  a^,  b^ 
eingesetzt  denken. 

Es  kaini  ferner  keine  lineare  Kelation  von  der  Form  bestehen: 
v^{a^b^  -  aibs)-\-  v^  (aj)^  -  a.^b^)  +  1/3  {a^b^  -  0362)  =  0. 
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Auch  dieses  folgt,  Aveiiii  wir  die  Ausdrücke  für  a^  und  b^  einsetzen. 
Es  genügen  also  die  Grössen: 

genau  denselben  Bedingungen  wie  die  Grössen: 

Wir   können   daher   unendlich  viele  ganze  Zahlen  7^,,  ri^,  »/g  derart 
bestimmen,  dass  die  Grössen  a^,  &-: 

den  Unuleichuno-en  Genüge  leisten: 


«K    < 


&J< 


Nun  folgen  aber  unmittelbar  die  Gleichungen: 

«1  Vi^i  +  (^2^4  +  ^2)  «2  +  (hVi  +  %)  «3  =  «5; 

f  1  Vi  h  +  (f 2  Vi  +  V2)  h  +  (h  Vi  +  Vz)  h  =  h- 
Es    giebt   also   unendlich   viele   ganze   Zahlen  ^^,  t,.^,  ^.^,   welche   die 

Zahlen  a,,  6,:  a,  =  ^,«,  +  t.a,  +  ^3^3, 

derart  bestimmen,  dass  sie  den  Ungleichungen  Genüge  leisten: 


«5 

4 

«4 

4 

»3 

w 

4 

h 

^{ 

bj\ 

Geht  man  jetzt  von  den  Zahlen: 

«2;  «3?  0^5;  ^2>  ^3?  ^.5 
aus   und  so  fort,   so  findet  man,    dass  es  unendlich  viele  ganze  Zalilen 
PifPifPä  0^6^^ 7  ^^^1'  welche: 

i'i«i+i'2«2  +  i>3«a. 
ihh-^Pih+lhh 

resp.  kleiner  oder  gleich  sind: 


1^ 

2« 


*8  !> 


2« 


Diese  Au.s(h-iicke  werden  aber,  wenn  11  immer  melir  und  mehr 
wächst,  unendlich  klein.  Unter  solchen  Umständen  würde  sich  also 
die    Existenz    unendlich    kleiner    Perioden    ergeben.      Von    derartigen 
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Functionen  sehen  wir  ab.    Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  unsere  doppelt- 
periodischen  Functionen  andere  Perioden  als  die  Grössen 

m  +  wZjT 
nicht  besitzen  können. 

Die   Haupteigenschaften   der   doppeltperiodischen   Functionen 
erster  Art.    Einführung  der  {>^- Function.    Haupteigenschaften 

derselben. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  folgt,  dass  wir  aus  den 
Theoremen,  die  für  die  niultiplicatorisch  periodischen  Functionen  auf- 
gestellt worden  sind,  sofort  entsprechende  Theoreme  für  die  doi)pelt- 
periodischen  Functionen  ableiten  können.  Zunächst  folgt,  dass  alle  in 
Betracht  zu  ziehenden  doppeltperiodischen  Functionen  nur  einen  wesent- 
lichen sincjulären  Punkt  besitzen  können,  nämlich  den  Punkt  x  =  oo. 
Es  folgt  dieses  Resultat  aus  der  Substitution,  die  wir  anwenden  mussten, 
um  aus  den  multiplicatorisch  periodischen  doppeltperiodische  Functionen 
a])zuleiten. 

Wir  haben  gesetzt:  ^  ^  ^2>tiv 

Bei  dieser  Substitution  entspricht  aber  x  =  0  sowohl,  als  auch 
a;  =  00   ein  unendlicher  Werth  von  v. 

Es  sind  demnach  die  von  uns  in  Betracht  zu  ziehenden  Functionen 
gebrochene  transcendente  Functionen  und  zwar  im  engeren  Sinne. 
Ferner  folgen  sofort  die  folgenden  fundamentalen  Sätze: 
I.  Es  giebt  keine  doppeltperiodische  Function,  welche  im 

Endlichen  nirgends  Null  oder  unendlich  gross  wird. 
II.  Jede  doppeltperiodische  Function  nimmt,  abgesehen 
von  Vielfachen  der  Perioden,  einen  jeden  Wertli  gleich 
oft  an  und  zwar  mindestens  zweimal. 
III.  Wird  eine  doppeltperiodische  Function,  abgesehen  von 
Vielfachen  der  Perioden,  an  den  Punkten  a^,  a^,- . .  a„ 
Null,  an  den  Punkten  b^,\,. .  .hn  unendlich  (oder  nimmt 
sie   an   diesen  Punkten   zwei   andere  Wertlie  an  ),  so  ist: 

«1  +  «-2  H a„=hy  +  h.;,^---hn-\-  m-\-  m^r, 

wobei  m  und  ni^  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Endlich  lassen  sich  alle  unsere  Functionen  aus  gewissen  elementaren 
Functionen  zusammensetzen. 

In  der  ur.spr anglichen  Form  können  wir  liierfür  die  Functionen 
wählen : 

e{q^,  -  x)  =  (1  -  ^)  (1  -  q'x)  (1  -  q'x)  •  •  •  (l  -  ^')  (l  -  ^')  ' "  • 
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Setzen  wir  nun:  ^  ^  ^2niv      n  =  ßnir 

wobei  X  der  von  uns  angegebenen  Bedingung  Genüge  leistet,  so  erhalten 
wir  die  Function: 

00 

l 

Es  ist  dieses  Product  für  alle  endlichen  Werthe  von  v  unl)edingt 
convergent. 

Für  dieses  Product  haben  wir  aber  einen  zweiten  Ausdruck  in  der 
Form  einer  unendlichen  Reihe  gefunden,  die  wir,  wie  leicht  folgt,  in 
der  neuen  Bezeichnungsweise  schreiben  können: 

V^      J 

Wir  können  an  Stelle  der  diesen  l)eiden  Werthen  entsprechenden 
Gleichung  auch  die  folgende  schreiben: 

CO  CO 

1)       2qisin7CvYJi^  —  Q.^")YJ('^  —  ^^"e^'^''')  (1  —  q^^^-^mr^ 
1  1 

CO 

Die  linke  Seite  ist  dann  nicht  mehr  gleich  der  Elementurfunction, 
aus  welcher  wir  alle  doppeltperiodischen  Functionen  zusammengesetzt 
haben,  sie  unterscheidet  sich  von  derselben  aber  so  unwesentlich,  dass 
Avir  sie  füglich  als  fundamentale  unseren  Betrachtungen  zu  Grunde 
legen  können.     AVir  wollen  dieselbe  durch: 

bezeichnen,  v  ihr  Argument,  t  ihren  Modul  nennen.  Wo  kein  Zweifel 
über  den  Werth  des  letzteren  vorhanden  ist,  Averden  wir  die  Function 
auch  durch  ,  , 

bezeichnen. 

Dann  folgt  im  Anschluss  an  die  ersten  Betrachtungen  dieses 
Paragraphen : 

lY.  Eine  jede    doppeltperiodische   Function   erster   Art  f{v) 
lässt  sich  in  die  Form  bringen: 

f(^^  =  .-2ni,n,  .  ^(^  -  «0  ^^1  (L-  «2)  •  •  •  ^^  (^  -  «"), 

'^^  ^,(v  -  &,)  ^1  (v-h)... .% (V  -  bS 

wobei    »Wj    eine    ganze    Zahl    bedeutet    und    überdies    die 
Beziehung  stattfindet: 

fl^i  +  0^2  +  ■  ■  ■  ^«  ""  ^1  ~  ^2  ■  ■  ■  -hn=  'tn  -\-  w/,  r. 
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Wir    haben    für    die    •O^j- Function    zwei    analytische    Darstellungen 
gefunden:  ^  ^ 

0-,(ü)  =  22-hmjrvjJ(l  -  ^/")jr7(l  -  q^'^c^"'')  (1  -  q^n^-27tic^ 

1  1 

=  -i^i-  1)^7  ("+ 2  )^e(2  "  +  !)'">. 

—  oo 

Aus  diesen  folgen  unmittelbar  die  beiden  folgenden: 

2)      ^j(v)  =  2qisin7ivJJ(l  -  r")]^(i  -  '2q^"cos27CV  +  (/") 

1  1 

=  '2^(-  iyq("+iysm(2n  +  1)äv. 

0 

Die  letzte  Summe  können  wir  auch  schreiben: 

1  _9_  25  ^ 

^■^{v)  =  2q^ siiiTtv  —  2q^  sin?>nv  +  231  sinhnv . . . 
Wir  Avollen  hieran  noch  eine  fünfte  Darstellung  in  der  Form  eines 
unendlichen  Dop^ielproductes  schliessen. 
Es  ist: 


# 


l  1 

=  2q^YJ_{\—  q^'')sin7tvY\(}  ~~  "^e^"'''''' cos2tiv  +  e*'"'"'') 
1  1 

00  <» 

=  2g^JY(l  — g2")smffvJ^e^'''"^(e-2^'''*—  2cos27tv  -\-  e^"'"') 

1  1 

=  2qi  f  j {\  —  q^")sin7cvjl^  le'^'"'"'{2 cos27inT  —  2cos2Ät;). 


1 
Hieraus  folgt: 


PC  CO 


sin  {v  +  m)n  .  sin  {y  —  «t)  in;: 

(oitint n — nim\2 
2  / 

,^    1  THT/i        o„\'?  •        'TT  sin  (v  +  nr)  7C .  sin  (nt  —  v)  n 

-'i-'-  ^  ^J-     sin{nx7t) 

Erwägen  Avir  nun,  dass  die  Productentwickelung'  stattfindet: 

sinnx  =  x(\-  -^  (1  -  I)  (1  -  I)  ... , 
so  folgt  die  weitere  Darstellung: 
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1  00  QO  ' 

wobei  die  Combiiiation  m  =  n  =  0  auszusehliessen  ist.  Dieses  Doppel- 
procluct,  welches  in  unserm  Ausdrucke  vorkommt,  dessen  Convergeuz 
unmittelbar  her  vorgebt,  ist  derart  auszuführen,  dass  zuerst  nach  m 
von  —  |u.  bis  +  |u.  (ja  =  x  ),  dann  nach  n  von  —  v  bis  -{-  v  (y  =  x  ) 
multiplicirt  wird.  Dasselbe  ändert  seinen  Werth  bei  Anordnung  der 
Factoren.  Mit  derartigen  Producten  hat  sich  in  ausführlicher  Weise 
Eisenstein  beschäftigt. 

Die  Haupteigenschaften  der  O-j- Function  folgen  unmittelbar  aus 
den  bisherigen  Betrachtungen. 

I.  Die  ■9'i-Function  ist  eine  ungerade,  ganze  transcondente 
Function  ihres  Argumentes,  welche  als  Nullstellen  die 

Werthe: 

V  =  m  -\-  m^t 

besitzt. 
II.  Dieselbe  leistet  den  Gleichungen  Genüge: 

&i{v  +  t)  =  -  e-'^'(-'-+^)'^,(v). 
Die  erste  Gleichung  ist  unmittelbar  klar,  die  zweite  folgt  am  ein- 
fachsten, Avenn  wir  von  der  Definitionsgleichung  ausgehen: 

00 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  rechts  an  Stelle  von  n :  n-\-  \ ,  so 
Avird  dieselbe: 

Damit  ist  das  Verlangte  bewiesen. 

j§  in. 

Die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art.  Darstellung 
und  Haupteigenschaften  derselben. 
Wir  haben  gezeigt,  wie  man  mit  Hülfe  der  0-,- Function  doppelt- 
periodische Functionen  erster  Art  schaffen  kann.  Lassen  wir  die  Be- 
dingung fallen,  die  zwischen  den  Grössen  a  und  b  bestand,  so  konnnen 
wir  zu  Functionen,  die  bei  der  Vermehrung  des  Argumentes  um  t  in 
sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  äl)ergehen. 

Wir  Avollen  nun  allgemein  eine  jede  Function,  die  l)ei  der  Ver- 
mehrung  ihres   Arguments    um    zwei   unabhängige    Constanten    in   sich 
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selbst  multiplicirt  mit  je  einer  Constanteii  übergeht,  eine  doppelt- 
periodische Function  zweiter  Art  nennen.  Die  zuerst  definirten 
Constanten  nennen  wir  die  Perioden  derselben. 

Ohne  Weiteres  können  Avir  dann  annehmen,  dass  eine  der  beiden 
Grössen,  um  welche  das  Argument  vermehrt  gedacht  Avird,  der  Einlieit 
gleich  sei.  Wir  Averden  daher  annehmen  können,  dass  die  allgemeinen 
doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art  den  Gleichungen  Genüge 
leisten : 

1)  f{y  +  1)  =  afiy), 

2)  f{v  +  r)  =  aj{v), 

wol^ei  a  und  a^  fest  vorgelegte  Grössen  bedeuten.  Wir  können  nun, 
ohne  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  Abbrucli  zu  thun,  annehmen, 
dass  eine  der  beiden  Gi'össen  a  und  «j,  z.  B.  die  Grösse  a,  der  Einheit 
gleich  sei. 

In  der  That,  betrachten  wir  dazu  die  Function: 

F{v)  =  f{v).e'% 
Avo  X  eine  Constante  ist,  so  leistet  diese  den  Gleichungen  Genüge: 
F{v  -\-l)  =  eKa.  F(v), 
F(v -\- r)  =  a^' .  a^ .  F(v). 
Nun  kann  aber  A  immer  so  bestimmt  werden,  dass  der  Gleichung 
Genüge  geleistet  Avird:  , 

Dann  sind  für  F(v)  die  genannten  Bedingungen  erfüllt.  Kennen 
wir  aber  die  Darstellung  und  die  Eigenschaften  von  F(v),  so  kennen 
wir  auch  die  von  f(v),  so  dass  das  Verlangte  bcAviesen  ist.  Wir  kchmen 
also  den  folfjenden  Betrachtungen  die  beiden  Gleichungen  zu  Grunde  legen: 

3)  /(„  +  !)  =/(^;), 

Avenn  Avir  die  noch  ül)rig  bleibende  Constante  in  der  Form  e^-  schreiben, 
Avobei  A  von  der  vorhin  mit  A  bezeichneten  Grösse  verschieden  ist. 

Es  ist  nun  nicht  scliAver,  Siiecielle  Functionen  zu  finden,  Avelehe 
diesen  beiden  Gleichungen  Genüge  leisten. 

In  der  That,  Avir  wollen  setzen: 

^^'''   ^,(v  - b,) &,{v - b,). ..&,(v- b,y 

so  leistet  (p(v)  den  Gleichungen  Genüge: 
(p(v  +  1)  =  (p(v), 
(piv  4-  t)  =  t2'»'K  +  ---«.-^ ''>^(p(v). 
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Setzen  wir  also: 

27ti(ai  -\ a»  —  &j hy)  =  k, 

so  leistet  q)(v)  den  beiden  vorgelegten  Bedingungsgleichungen  Genün-e. 
Haben  wir  aber  eine  Function  gefunden,  die  den  aufo-estellten 
Bedingungsgleicbungen  Genüge  leistet,  so  haben  wir  alle  gefunden,  denn 
der  Quotient  der  gesuchten  allgemeinen  Function  und  der  speciell  con- 
struirten  ist  eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art,  wie  wir  sie 
im  Vorigen  genauer  untersucht  haben.  Dann  folgt  aber  weiter,  dass'  ' 
die  Sätze,  die  für  die  Functionen  erster  Art  gefunden  sind,  wenigstens 
theilweise  ohne  Schwierigkeit  auf  die  Functionen  zweiter  Art  über- 
tragen werden  können.     Wir  erhalten  die  Sätze: 

I.  Es  giebt  keine  doppeltperiodisehe  Function  zAveiter 
Art,  Avelche  im  Endlichen  nicht  Null  oder  unendlich 
w  i  r  d. 
II.  Jede  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  wird, 
von  Vielfachen  von  Perioden  abgesehen,  gleich  oft 
Null  und  unendlich. 
III.  Eine  jede  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  lässt 
sich  in  die  Form  bringen: 


wobei    zwischen    den    Grössen    a   und    b    die    Relationen 
bestehen: 

2;t^(a,  +  •■•«»)  =  23r?(7>,  -| &„  +  m  -f  Wjt)  +  A. 

In  der  letzten  Gleichung  sind  di  und  w?^  ganze  Zahlen,  wälireud  A 
eine  beliebige  Grösse  bedeutet. 

§  20. 
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und  Haupteigenscliaften  derselben. 

Wir  wollen  den  Begriff  der  doppeltperiodischen  Functionen  noch 
mehr  verallgemeinern.  Unter  einer  dop]) eltperiodischen  Function 
dritter  Art  soll  von  jetzt  an  eine  jede  Function  verstanden  werden, 
die  den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

1)  f{v-\-r,)  =  e-''+\f(v), 

2)  f(v-{-r)  =  e''^'+'"f(v). 

Die  Grö.ssen  r  und  r^  nennen  wir  aucli  jetzt  die  Perioden  der 
Function  und  nehmen  an,  dass  sie  von  einander  unabhängig  seien. 
Dann  folgt  sofort,  dass  wir  aucli  hier  berechtigt  sind,  eine  der  beiden 
Grössen  r  und  r,,  z.  B.  r,    der  Einheit  gleich  anzunehmen,   sodass  wir 
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als  Bedingungsgleichungen    der  allgemeinen  doppeltperiodischen  Func- 
tionen dritter  Art  die  folgenden  zu  Grunde  legen  können: 

3)  flv-\-\)  =  ef^'-^Kf{v), 

4)  /■(t;  +  T)  =  e«'^  +  '''/"(ü). 

Es  ist  zunächst  klar,  dass  die  beiden  Grössen  a  und  a^  nicht  völlig 
willkürlich  sein  können,  sondern  die  Gleichung  erfüllen  müssen: 

a^^  at  -{-  '2^ni  (p  eine  ganze  Zahl). 

Es  folgt  dieses,  wenn  Avir  die  })eiden  Ausdrücke  bilden  f(v  -f  1  -fr) 
und  /(ü  +  T  +  1)  und  diese  einander  gleich  setzen.  Führen  Avir  ferner 
an  Stelle  der  Function  f'(v)  die  Function  F{v)  durch  die  Gleichung  ein: 

so  genügt  diese  den  einfacheren  Bedingungsgleichungen: 

5)  F(v  +  1)  =  F(v), 

C^)  F{v  +  r)  =  e^^^''^'+^F(v). 

Es  braucht  kaum  erwähnt  zu  werden,  dass  Avir  auch  andere  Fonnen 
hätten  zu  Grunde  legen  können,  z.  B.  eine  solche,  bei  Avelcher  die 
Gleichung  besteht:  ^^^  _^  i^  ^  _  Ti^^.y) 

an  Stelle  der  vorhin  betrachteten: 

F(v-i-i)=F(v)       U.S.  f. 

Wir  Avollen  zunächst  uns  aber  auf  die  obigen  Gleichungen  be- 
schränken.    In  ihnen  ist  fi  eine  ganze  Zahl,  ferner: 

A  =  &j-6r  +  ^J(l-r). 

Diese  letzte  Form  zeigt,  dass  die  Functionen  dritter  Art  die 
Functionen  erster  und  zweiter  Art  als  specielle  Fälle  in  sich  enthalten. 
Ist  ;u.  =  < ),  so  haben  Avir  den  Fall  der  Functionen  zweiter  Art  vor  uns, 
ist  auch  A  =  0,  den  der  gewöhnlichen  doppeltperiodischen. 

Es  ist  nun  nicht  schAver,  eine  specielle  Function  zu  finden,  Avelche 
den  aufgestellten  Bedingungsgleichungen  Genüge  leistet.  In  der  That, 
bilden  Avir  den  Ausdruck: 

SO  leistet  der.sel})e  den  lTleicliuii<i;en  Genim-e: 
(p(v  +  1)  =  (p(v), 
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Setzen  wir  also: 


27r^(za,-Z&,4-^)  =  A, 


so  leistet  cp(v)  genau  den  obigen  Bedingungsgleichungen  Genüo-e. 

Damit  haben  wir  aber  wieder  das  allgemeine  Problem  o-elöst 
denn  der  Quotient  der  gesuchten  allgemeinen  und  der  speciellen  cre- 
fundenen  Function  ist  eine  doppeltperiodische  Function  erster  Art,  wie 
bekannt.     Wir  finden  somit  die  Resultate: 

I.  Das  Problem,  alle  doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art  zu  finden,  kann  auf  das  Prol5lem  reducirt  werden, 
alle  Functionen  zu  finden,  die  den  beiden  Gleichungen 
Genüge  leisten:     ^(^^  _^  j)  _  ^(,-)^ 

f(v  +  r)  =  e^f^^'^+'-fiv), 
wobei  ^  eine  ganze  Zahl  ist  und  zwar  gleich  der  Differenz 
der  Unendlichkeitspuukte  und  der  Nullpunkte. 
IL  Eine  jede  Function  dritter  Art,  welche  den  vorhin  auf- 
gestellten Bedingungsgleichungen  Genüge  leistet  und 
Avelche  die  Nullstellen  a^,  flg?-  •  •  ««  und  die  Unendlichkeits- 
stellen h^jh^,  ■ .  -hn+n  besitzt,  lässt  sich  in  der  Form  dar- 
stellen: a.  /,,       ^\        c.  r..       ^  \ 

wobei  dann  die  Beziehung  bestehen  niuss: 

2  2ni 

Definition  der  Thetafunctionen  n^'^^  Ordnung.     Hermite'sehes 
Transformationsprineip. 

Nachdem  die  Gesammtheit  aller  doppeltperiodischen  Functionen 
dargestellt  worden  ist,  wollen  wir  an  eine  specielle  Theorie  herangehen, 
indem  wir  zunächst  specielle  Kategorien  herausgreifen.  Die  zunächst 
liegenden  werden  diejenigen  sein,  welche  ganze  transcendeute  Functionen 
SLiid.  Wir  haben  dieselben  unter  den  Functionen  dritter  Art  zu  suchen. 
Zunächst  ist  die  Function  '^■^(v)  mit  sanimt  ihren  positiven  Potenzen 
eme  Function  der  genamiteu  Art.  Es  genügt  nämlich  d-^"(v)  den 
Gleichungen:         ^^„^^  +  1)  =  (-  1)"  ^,\v), 

^,"(ü  +  r)  =  (-  l)"e-«'«(2<'  +  ^^^i"(i;), 
und  ist  daneben  eine  ganze  transcendeute  Function.     Wir  wollen  nun 
von  jetzt   an   eine  jede  ganze  transcendeute  Function  /'(r),   welche  den 
Gleichungen  Genüge  leistet: 
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flv  +  !)  =  (-  lyfiv), 

f{v  +  t)  =  (-  iy'6-'"«(^'-+^)/"(v), 

wobei  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  eine  Thetafunction  n^^^ 
Ordnuno-  nennen.  Wir  wollen  ferner  den  Zalilencomplex  {g,h)  die 
Cliiirakteristik  der  Thetafunction  nennen.  Es  giebt  dann  vier  wesent- 
lich verschiedene  Charakteristiken,  nämlich  (0,0),  (0,1),  (1,0),  (1,1), 
von  denen  wir  die  drei  ersten  gerade,  die  letzte  ungerade  nemien 
wollen.  Zunächst  folgt  d|inn  aus  unseren  Sätzen,  dass  eine  jede  solche 
Function,  von  Vielfachen  von  Perioden  abgesehen,  n  Nullpunkte  besitzt, 
zwischen  denen  eine  Relation  besteht. 

Die  Theorie  dieser  Functionen  nun  kann  auf  den  folgenden  Satz 
basirt  werden,  welcher  von  Her  mite  herrührt. 

Lehrsatz:  Es  giebt  nur  n  linear  von  einander  unabhängige 
Thetafunctionen  «*'"'"  Ordnung,  die  denselben  Bedingungs- 
gleichungen    Genüge     leisten     oder     auch     zwischen     n  -\-  1 

o  o  o  • 

Thetafunctionen  n**"^  Ordnung,  die  denselben  Bedingungs- 
gleichungen Genüge  leisten,  niuss  mindestens  eine  lineare 
Relation  bestehen. 

Den  Beweis  dieses  fundamentalen  Satzes  geben  wir  nur  für  eine 
Charakteristik,  nämlich  die  Charakteristik  (0,0). 

Eine  jede  ganze  transcendente  Function,  die  sich  nicht  ändert, 
wenn  wir  das  Argument  v  um  die  Einheit  vermehren,  kami  sicherlich 
in  die  Form  gebracht  Averden: 

■\-^ 
1)  f{v)=^'-Ar.e""''. 

—  oo 

Wir  wollen  setzen:  mr^^t 

Ar=  Cr  .€,     n      , 

so  sind  dann  die  Grössen  c,.  auch  ihrerseits  wie  die  Gnissen  Ar  Con- 
stanten.    Es  folgt  dann: 

^-^  n  ir-r 

I  \^)  ^ ^   Cr.en    .e 

Nun  leistet  f(v)  aber  nach  Annalinie  der  weiteren  Bedingungs- 
gleichung Genüge: 

f(v-\-z)=e-"'"^"-+'^f(v), 
also  folgt: 

2^Cr.e   n    .e       ^   '  '=e  ^    2JCr.e    «    .e        , 

oder  es  wird: 
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Auf  der  rechten  Seite  setzen  wir  an  Stelle  von  r  -\-  71:  r,  dann  ist 
die  Summation  auch  jetzt  von  —  oc  bis  -\-  'X)  zm  nehmen  und  wir  er- 
halten die  Gleichung: 

.   ,  '^       „  nir'^t 

Zcr.e        n.e  =  Zcr—n-e    "    .e 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung  der  Coeffieienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  c-""",  dass  die  Relationen  stattfinden  müssen: 

Cr  =^   Cr —  H 

oder  also  der  Keihe  nach: 

Cn  + 1  =  Cj  , 
Cn4-2  =  C.2, 

Cn-[-r  ^^  Cr 

Jedenfalls  folgt  also,  dass  höchstens  n  der  Grössen  c  Avillkürlieh 
sein  können,  etwa  die  Grössen  Cq,  ...c„_i,  und  dass  wir  eine  jede 
Thetafmiction  w**'"'  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,0)  in  die  Form 
bringen  kömien: 

2)  fXy)  =  Co .  ^0  +  q  •  ^i  +  •  •  •  c„_i .  An-i, 

wobei  die  Grössen  Aq,  . . .  An—\  n  eindeutig  bestimmte  ganze  transcendente 
Functionen  bedeuten,  während  die  Grössen  c^,  Cj, . . .  c„_i  willkürliche 
Constanten  sind.     Dabei  haben  die  Grössen  A  die  Werthe: 

j^    ^  ^ni{rn-\-\.f^-\-'i{rn-\-\)nir, 

X 

A  -^  ni(rn-\-ni)'^ l-2(r  ?j-f  m)ÄiB 

-^/ji  =  ZjQ  n 

Daraus  können  wir  aber  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung  un- 
mittelbar erweisen.  In  der  That,  seien  «  +  1  Thetafunctionen  mit  dei- 
nämlichen  Charakteristik  (0, 0)  vorgelegt,  so  lassen  sich  dieselben  sämmt- 
lich  linear  durch  die  n  Grössen  AQ,A^...An—i  ausdrücken,  also  muss 
zwischen  ihnen  mindestens  eine  lineare  Relation  bestehen.  Damit  ist  der 
Hermite'sche  Fundamentalsatz  für  die  Charakteristik  (0,0)  bewiesen. 
Genau  so  einfach  kann  er  für  die  übrigen  Charakteristiken  bewiesen 
werden,  genau  so  einfach  würde  aber  auch  der  folgende  allgemeine 
Lehrsatz  bewiesen  werden  können. 

Lehrsatz:  Es  giebt  höchstens  n  von  einander  linear  un- 
abhängige ganze  transcendente  doppeltperiodische  Func- 
tionen  dritter   Art,    die    denselben   Bedingungsgleichungeu 
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Genüge  leisten  und  an  m  und  nur  n  Punkten  der  Null  gleich 
Averden,  oder  auch  zwi.schen  je  n  -\-  l  Functionen  der  ge- 
nannten Art  mnss  mindestens  eine  lineare  Relation  be- 
stehen. 
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Beziehungen  zwischen  denselben. 

Besonders  einfach  gestalten  sich  die  Untersuchungen  des  vorigen 
Paragraphen  im  Falle  der  Thetafunetionen  erster  Orchiung.  In  demselben 
folgt,  dass  es  vier  und  nur  vier  Thetafunetionen  giebt,  die  bis  auf 
eine  Constante  eindeutig  bestimmt  sind.  Ihren  Werth  können  wir  aus 
den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  unmittelbar  hinschreiben. 
Wir  wollen  o-auz  allgemein  setzen: 

+  x 
1)  ^^,(t,)  =  (_  iy!''^n(^_  ;^y,„g«/r(«-f|-j'+2^/.(«  +  |) 

—  X 

oder  indem  wir  specialisiren : 


2)  %o(v)-2"r'-e''""% 

CO 

3)  d-Qi(v)  =^"  (-  iy(f".  6^"'»% 

—  x 

4)  -^•,o(^;)  =  V«5("+i)le'''(2„-M)r^ 


5)  ^^^{v)  =  -iV"(-  1)»  (?("+!)'.  e«'(2«+i)". 


Dabei  können  wir  dann  die  charakteristischen  Gleichungen  <hircli 
die  einzige  Formel  darstellen: 

(J)  ^,ju{y  +  W  -f  WZ^t)  =  (—  l)'ns-f-'«.A  ^g^,{v)e-  '»i  «'(2^+»'.^). 

Die  Function  ^•^^(i')  ist  dann  mit  der  Ausgangsfunctiou  ^i(t") 
identisch.  Man  schreibt  die  definirten  Functionen  in  denjenigen  Fällen, 
in  denen  der  Werth  des  Parameters  t  hervorgehoben  werden  soll,  auch: 

endlich    bezeichnet    man    die    vier    eingeführten    Functionen    häufig    iu 
einfacherer   Weise  durcli: 

oder  auch: 
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Von  den  vier  Thetafunctionen  sind  diejenigen,  welche  gerade 
Charakteristiken  besitzen,  gerade  Functionen,  &ii(v)  dagegen,  welches 
eine  ungerade  Charakteristik  besitzt,  eine  ungerade  Function. 

Alle  übrigen  Thetafunctionen  erster  Ordnung  kömien  sich  von 
den  soeben  entAvickelten  nur  um  eine  Constante  unterscheiden.  Diese 
Constante  wird  im  Allgemeinen  von  r  abhängen.  Dieser  Umstand 
fällt  fort,  wenn  wir  eine  weitere  Bedingungsgleichung  hinzunehmen, 
welcher  die  vier  Thetafunctionen  erster  Ordnung  Genüge  leisten,  nämlich 
die  Differentialgleichuuo-: 

dv^  dt 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  durch  directes  Differenziren, 

indem    wir    bemerken,    dass    gliedweise    differenzirt    werden    kann,    da 

unsere  Reihen   die  Bechngungen  erfüllen,    die  hierzu  nothwendig  sind. 

Nehmen  wir  diese  Bemerkungen  hinzu,  so  folgt  der  weitere 

Lehrsatz:  Alle  Thetafunctionen  erster  Ordnung,  welche 
überdies  der  aufgestellten  partiellen  Differentialgleichung 
Genüge  leisten,  können  sich  von  einer  der  vier  aufo-estellten 
Thetafunctionen  d;j/,{v)  nur  um  eine  rein  numerische  Con- 
stante unterscheiden. 

Wir  geben  den  Beweis  für  die  Charakteristik  (0,0). 
Eine  jede  Thetafunction  erster  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0, 0) 
hat  dann  die  Form:  „,  .  ,  . 

wobei   die   Grösse  c  sehr  wohl  von  r  abhängen   kami.     Nun  soll  aber 

die  Gleichung  gelten: 

d'fiv)        .     .df(v) 


oder  also: 


dv  dt 


oder  also  vermöge  der  Differentialgleichung,  welche  wir  für  die   Func- 
tion '9'oo(^)  gefunden  haben: 

dt 

Damit  ist  der  Beweis  geliefert. 

Zwischen  den  vier  soeben  eingeführten  Thetafunctionen  bestehen 
Beziehungen  einfachster  Natur.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dass  die  Func- 
tionen abgesehen  von  Exponentialfactoren  in  einander  übergehen,  wenn 
wir  das  Argument  v  um  halbe  Perioden  vermehren.  In  der  That,  zu- 
nächst folgt  unmittelbar  aus  den  Definitionsgleichungen: 

Krause,  noppcltperiodische  Functioueu.  I.  5 
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ferner  aber  ergiebt  sich  ganz  analog  wie  seinerzeit  bei  der  Vermehrung 
von  V  imd  r  die  Formel: 

Durch  Combination  dieser  drei  Formeln  ergiebt  sich  das  Resultat, 
dass  eine  jede  der  vier  Thetafunctionen  aus  einer  jeden  andern,  von 
einem  Exponentialfactor  abgesehen,  durch  Vermehrung  des  Argumentes 
um  halbe  Perioden  hergeleitet  ^erden  kann.  Die  Formeln  gestalten 
sich  allgemeiner,  wemi  wir  die  Formeln  für  die  Vermehrung  des 
Argumentes  um  ganzzahlige  Multipla  der  Perioden  hinzunehmen.  Es 
ergeben  sich  dami  Resultate,  die  wir  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 
sammenfasseu  können: 


Vermehrung 

^0 

^1                                ^2 

^3 

Exi^onentialgrösse 

m  -\-  nz 

(-  l)^^o 

(-1)'«  +  \'^1 

(-!)'"•  ^2 

^3 

A, —  n{;2.v-\-nT)ni 

m  —  ^  +  nr 

^3 

(_1)'«+1.^^ 

(_ljm  +  «   ,^^ 

(-l>-^o 

(        1\ 

(-l)^i.^, 

{-Xyn^mi^^^ 

(-1)^-^3 

^2 

,-(»  +  l)[2.-f(.+|)r] 

1     /       1\ 

K 

(_!)..+ 1.^3 

(-l)'"  +  ".i.'^0 

{-Xf-i.^, 

Auf  ürund   dieser  Tabelle   ist  es   dann  leicht,    die  Nullpunkte  der 
einzelnen  Functionen  anzugeben.     Dieselben  lauten 

lur  ^'^xpy-  V  =  m  -\ —  t, 

„    ■O'i(ü):  V  ==  m  ■+  «T, 
^  ,  .  2  m  +  1    , 

...            2m  +  l       2w  +  l 
„    ^3(v):v  = ^ f- — ^ — r. 

Ferner  ist  es  auf  Grund  dieser  Untersuchungen  nicht  schwer,  für 
die    vier-    Thetafm)ctionen    noch    andere    analytische   Darstellungen    an- 
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zugeben.  Zunächst  folgt  aus  den  ursprünglichen  Defiuitionsgleichungen 
unmittelbar,  dass  wir  die  vier  Thetafunctionen  in  der  Form  von  Cosinus- 
resp.  Sinusreihen  darstellen  kömien.  Dieselben  lauten,  wie  kaum  aus- 
einandergesetzt zu  werden  braucht: 


V. 


8)  ^3(t;)  =  l+22;"2 


coszniiv. 


9)  ^^{v)  =  1  4-  2^"  (-  iyq^\  cos2mcv, 

1 

10)  d-^(v)=2^^q('"^^ycos{2n  +  l)7cv, 

0 

00 

11)  &^(v)=2^''{-iyq^'"^^ysin{2n  +  l)7iv. 

0 

Für  die  Nullwerthe  der  Argun»eute  ergeben  sich  hieraus  die  Formeln: 

12)  ^^  =  l+9g  +  2f/+2g^  +  ---25«^+--; 

13)  ^^  =  1  _  2g  +  2q^  -2q^ +  ■■■(-  1)"  2  q"' -}-■■■, 

l  9  25  /2n+1^2 

14)  ^.,  =  2qT  -\-2qT  -\-2qT  ^  ..  .2q\    2    )+•■■, 
wobei  wir  gesetzt  haben: 

^a=^.(0,  r),     «  =  3,0,2. 

Ausser  diesen  Darstellungen  kömien  noch  Productentwickelungen 
gegeben   werden.     In   der  That,   wir   fanden  für  Q'iiv)  die  Darstellung: 

15)  ^,(v)  =  2qisin7ivn(l-  q^'')n(l  -  q^'^e^'^"^)  (1-  q^'^e-^ "''■). 

Durch  die  angegebene  Vermehrung  von  v  um  Vielfache  halber 
Perioden  köimen  hieraus  die  entsprechenden  Formeln  für  die  drei 
anderen  Thetafunctionen  unmittelbar  entwickelt  werden.  Wir  erhalten 
die  Darstellungen: 

IG)       Q-^(v)  =  2q^cos7tvII(l  -  q^")n(l  +  q^'^e^'"'^)  (1  +  q-^e--""-), 

17)  ^^(y)  =  77(1  -  $2»)  77(1  _  g2n-le2«/r)  (l  _   ^2n-lf.-2nic>^^ 

IS)  %{v)=n(i  -  9^«)  77(1  +  q^n-le2niv^  (^l  ^  ^^2n-lf,-2niry 

Aus  diesen  Formeln  ergeben  sicli  unmittelbar  die  folgenden: 
10)       &^(y)  =  2/4sm7t?;77(l  -  q^'')n(\  -  2q^''cos27tv  +  ö'"), 

20)  #2(2;)  =  2 94- cos ;ru 77(1  -  q^'')n(i  +  2q^"  cos27iv  +  r/"), 

21)  ^o(^)  =  ^^(l-  3^")^^!-  292"-'co52n:«;  +  5'"-2)^ 

22)  &^{v)  =  77(1  -  ö^»)  77  (1  +  292"-!  cos27rt'  +  ö'"-^). 


03      §  23.    Lineare  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von  Tlietafunctionen. 

Unter  Einfülirung  von  Functionen,  die  sich  in  neuester  Zeit  für 
die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  von  Bedeutung  gezeigt 
haben,  erhalten  wir  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  die  Beziehungen: 

23)  ^,-n{r)f{rr, 

24)  ^o=^W/lW'; 

25)  ^,=  ri{x)U{xy, 

wobei  die  neuen  Functionen  auf  den  rechten  Seiten  unserer  Gleichungen 
folgendermassen  definirt  sind: 

2G)  n{^)  =  a^''n{i-q'-), 

27)  /•(r)  =  g-^/7(l  +  22"-i), 

28)  A{t)  =  q-^^n{l-q''^-'), 

29)  /;(T)  =  V/25r277(l  +  g2n). 

Endlich  fanden  wir  für  Q-i{v)  eine  Entwickelung  in  der  Form 
eines  unendlichen  Doppelproductes  und  zwar: 

30)  U^)  =  ^o^.^a^^'iTM(l  -  -rr^J 

für  V  =  CO  und  fi  =  cc,   wobei  der  Fall  w  =  0,  m  =  0  auszuschliessen 
und  das  Product  in  bestimmter  Weise  zu  nehmen  ist. 
Ganz  analoo"  ergeben  sich  die  Formeln: 

-\-r       4-fl       I  \ 

31)       ^M  =  »,fIH\^ '       "" 


\         m  -\-  -^  -{-  nx 


-f  V      +n 


32)      ^M  =  ^.Y{M\^ 


"<"   \         m  + 


4-^ 


(«4)' 


33)  ^M  =  ^JY  ]^ll- 


In  Bezug  auf  die  Ausführung  dieser  Producte  gelten  dami  ähnliche 
Bemerkungen,  wie  bei  dem  Doppelproduct  für  Q'i(v). 

§  23.«) 

Die  linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten  der  vier 

eingeführten  Thetafunetionen. 

Das  Quadrat  einer  jeden  der  im   vorigen  Paragraphen  eingeführten 
Thetafunetionen   erster   Ordnung   ist,   wie   man  sich  unmittelbar  über- 
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zeugt,  eine  Thetafunction  zweiter  Ordnung  mit  der  Charakteristik  (0,0). 
In  Folge  dessen  müssen  zwischen  je  di-eien  derselben  lineare  Relationen 
stattfinden.  Es  ist  nicht  schwer,  dieselben  wirklich  aufzustellen.  In  der 
That,  jedenfalls  niuss  eine  Relation  von  der  Form  bestehen: 

Die  drei  Constanten  resp.  deren  Verhältnisse  bestimmen  Avir,  indem 
wir  V  specielle  Werthe  beilegen.  Setzen  wir  zunächst  v  =  und  be- 
nutzen   die    im    vorigen    Paragraphen    aufgestellte    Substitutionstabelle, 

Setzen  wir  zweitens  f  =  ^,  so  folgt: 

Setzen  wir  die  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmten 
Werthe  der  Constanten  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  nimmt  dieselbe 
die  Form  an: 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  ?;  =  <>,  so  ergiebt  sich  die  wichtige 
Relation,  von  welcher  wir  häufig  Gebrauch  machen  werden: 

2)  ^3^=V+V- 

Wir  können  hieraus  die  weitere  Constantem-elatiou  ableiten: 

Die  drei  anderen  linearen  Relationen  zwischen  den  Quadraten  von 
je  drei  Thetafunctionen  köimen  entweder  genau  so  wie  die  soeben  auf- 
gestellte direct  entwickelt  oder  aber  aus  der  schon  gefundenen  durch 
Vermehrung  von  v  um  halbe  Perioden  abgeleitet  werden.  Es  ergeben 
sich  dann  die  Formeln: 

4)  ^3^  ^,\V)  =         ^0^-  ^3^^)  +  ^2^  ^l'(^), 

6)  ^s'-  ^2^^)  =  -  ^o'-  ^x'iy)  +  ^2'-  ^,\^)- 

Jedenfalls  folgt  also,  dass  wir  die  Quadrate  aller  vier  Theta- 
functioueji  linear  durch  die  Quadrate  von  zwei  beliel)ig  gewälilten 
derselben  darstellen  können.  Wählen  wir  hierzu  die  Functionen  it„-(y) 
und  ^i^(v),  so  ergeben  sich  die  Resultate,  die  wir  aus  den  früheren 
unmittelbar  hinschreiben  können: 
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§24. 

Das  Additionstheorem  der  Thetafunctionen.     Specielle  Form. 

Wir   haben    im    vorigen    Paragraphen   gesehen,    dass    das   Quadrat 

einer  jeden  der  vier  Thetafunctionen  eine  Thetafunction  zweiter  Ordnung 

mit  der  Charakteristik  (0, (»)  ist.    Derartige  Functionen  kömien  aber  noch 

auf  maimigfachem  anderen  Wege  gebildet  werden.     Setzen  wir  z.  B. 

wo  V  und  ZV  belielnge  Argumente  bedeuten,  so  genügt  f{v)  als  Func- 
tion von  V  angesehen  den  beiden  Gleichungen: 

/'(y  +  T)  =  e-2'"-(2^  +  ^)/^(t;), 

ist  also,  da  es  eine  ganze  transcendente  Function  ist,  eine  Thetafunction 
zweiter  Orchiuug  von  v  mit  der  Charakteristik  (0,0).  Als  solche  liisst 
sie  sich  linear  durch  die  Quadrate  von  je  zwei  der  ursprimglichen 
Thetafunctionen  ausdrücken.  Es  giebt  das  sechs  Ausdrucksformen.  Von 
diesen  greifen  wir  eine  heraus: 

Setzen  wir  v  =  0,  so  ergiebt  sich: 


setzen  wir  v  =  ~  -[-    ,  ,  so  wird: 


^3^ 


sodass  wir  die  Formel  erhalteji: 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  fünf  andere  Darstellnngsweisen 
desselben  Productes  d-^(v -{- w)  d:^(v  —  tv).  Dieselben  lauten,  wie  kaum 
näher  auseinandergesetzt  zu  werden  braucht: 

&,'&,(v  +  iv)&,(v  -  w)  =  ^,\w)d;\v)  -  &,\w)d;\v), 

Durch  Substitution  halber  Perioden  ergeben  sich  hieraus  die 
entsprechenden  Formeln  für  die  Producte,  in  denen  an  Stelle  des 
Index  ;3  der  Index  2,  1,  0  tritt.     Dieselben  lauten: 
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-9-32.  ^j(i;  +  ui)  »^(v  -  U-)  =  &^\w)^i\v)  -  ^i\w)^^\v) 

Es  sind  dieses  die  24  möglichen  Darstellungen  der  Producta: 

d-a  (f  +  M")  ^a  (V  —  IC) 

durch  die  Quadrate  der  gewcihnlichen  Thetafunctionen. 

In  diesen  Producten  haben  die  Indices  den  nämlichen  Wei*th. 
Es  liegt  nun  nahe,  aucli  diejenigen  Producte  zu  behandeln,  in  denen 
die  Indices  zwei  verschiedene  Werthe  besitzen. 

Nehmen  wir  dazu  die  Function: 
3)  fiy)  =  ?t^{v  +  w)  &^{v-  IV), 

und   sehen  dieselbe   als  Function  von  v  allein  an,   während  ic  ein  ver- 
änderlicher Parameter  ist,  so  leistet  dieselbe  als  solche  den  Gleichungen 

^^^^'  f(y  +  l)=-f{v), 

f(v  -]-  r)  =  -  b-^'''^"'  +  '^f{v). 
Wir  haben  also  eine  Thetafunction  zweiter  Ordnung  mit  der  Charak- 
teristik (1,1)  vor  uns.    Es  ist  nicht  schwer,  mit  Hülfe  der  gewölmlichen 
Thetafunctionen  ebensolche  Functionen  zu  bilden.    In  der  That,  die  beiden 

Producte:  ^M^.iv)     und     ^,(.)^3(^-) 

leisten   genau   denselben  Bedingungsgleichungen  Genüge,   überdies   sind 

sie,  wie  man  ebenso  einfach  einsieht,   linear  von  einander  unabhängig. 
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Hieraus  folgt,  dass  wir  den  Ansatz  machen  können: 

Die    Constanten    bestimmen    wir,    indem    Avir   einmal   v  =  0^    dann 


V  = 


-^    setzen.     Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  die  Resultate: 


Analog  hätten  wir  das  Product  untersuchen  können: 

'9-(j(ü  —  tv)  d-.^iv  +  w). 
Wir  fassen  die  Resultate  in  der  folgenden  Formel  zusammen: 

Derartige  Formeln  können  noch  fünf  weitere  hergeleitet  werden, 
theilweise  durch  Substitution  halber  Perioden,  theilweise  auf  directem 
Wege.  Da  keinerlei  Schwierigkeiten  irgend  welcher  Art  auftreten, 
können  wir  die  fertigen  Formeln  hinschreiben: 

■&,.^^.&,{V±  W)  ^2  (V  +  IV)  =  &,  (W)  ^2  (W)  ^3  (^)  ^2  (V)  ±  -^0  (««'O  ^1  («<^)  ^ü  (^)  ^1  (^); 

5)  I  ^o.^2.'^l(^;±M;)^3(ü  +  M;)=-&o(M^)^2(«0^l(^)^3(^)±'^l(«<')^3W^o(^)^2(v); 
^3.-0-2.  ^1  (v  ±  zv)  ^■^^  (v  +  w)  =  d-^  (w)  &2  (w)  &Q  (v)  0-1  (v)  ±  -O-p  (w)  ^1  (w)  #3  (v)  ^2  (v), 

•'^0-'^3-^l(^-±^)^2(«^  +  ^<')='9'oW^3W^l(^)^2(^)±^l(«^)^2W^o(^)^3(«')- 

Hiermit  ist  auch  diese  Kategorie  von  Formeln  erschöpft.  Man 
überzeugt  sich  leicht,  dass  keine  Aveiteren  analog  gebauten  möglich  sind. 

§25. 
Verallgemeinerung  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen. 

Den  Betrachtungen  des  A'^origen  Paragraphen  Avaren  zunächst  Aus- 
drücke A'on  der  Form  zu  Grunde  gelegt  worden: 

^a  (v  -f  w)  d-a  {v  —  w). 

Wir  Avollen  jetzt  das  Problem  verallgenieineni  und  Ausdrücke  von 
der  Form  betrachten: 

^a{V  -f  U)d-a{v  +  tV). 

Um  diese  Grössen  zu  behandeln,  setzen  Avir: 

und  sehen  denselben  zunächst  als  Function  von  v  allein  an,  Avährend 
u  und  tv  Parameter  sind.  Dann  leistet  derselbe  den  beiden  Gleichungen 
Genüge:  ^(,  +  i)  =  ^(,)^ 

f(v  +  t)  -=  fc-ii'f'(2f  +  r)-2Jr,(«  +  !«)^('^~) 
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Da  f(v)  überdies  eiue  ganze  transeendeute  Fmictioii  ist,  so  köuneu 
wir  auf  dieselbe  das  Hermite'sche  Theorem  anwenden  d.  h.  die  Func- 
tion f(v)  linear  durcli  zwei  andere  Functionen  darstellen,  die  linear 
von  einander  unabhängig  sind  und  denselben  Bedingungsgleichungen 
Genüge  leisten.  Derartige  Functionen  sind  aber  leicht  zu  bilden.  Es 
sind  das  z.  B.  die  Ausdrücke,  die  linear  von  einander  unabhänuiy;  sind: 

^0  (3^)  ^3  {v  +  U  +  w)     und     9-g  (v)  0-2  (v  +  tf  +  tv). 
Hieraus  folgt,  dass  wir  den  Ausatz  machen  können: 

^o(y  +  i()  &q(i-  +  iv)  =  q  .  -9-3(1;)  .&^{v  -{-  II  +  tr)  +  c, .  &2(v)&^(v  +  u  +  ti)- 

Die    Constanten    bestimmen    wir    wieder,    indem    wir   v   bestimmte 

1  T  1 

Werthe  beilegen,   etwa  v  =       und  v  =  ~  +  -^■ 

Daim  erhalten  wir  die  Formel: 

2)   ^0-  -^oC"  +  i^)  ^o(^-  +  «)  ^oO^  +  ^)  =  ^Ä^  +  «  +  ^^O ^3(^) ^M 'ö-aC«') 

—  ■9'2  (y  -f  M  +  ^^•)  ■0-2  (v)  d-2  (m)  -O^a  (w). 

Dieselbe  enthält  einen  Theil  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
als  specielle  Fälle  in  sich.     In  der  That,  setzen  wir: 

M  =  —  IV, 

so  erhalten  wir  die  Formel: 

die  schon  früher  entwickelt  war.  Ueberdies  erhalten  wir  einige  weitere 
schon  entwickelte  Formeln,  wenn  wir  setzen: 

^(  =  —  tv  +  ^) 

M  =  _  t^-  _  _  +  -, 

T 

it  =  —  ?(;  +  "ö"' 

wie  kaum  näher  auseinandergesetzt  zu  werden  braucht. 
Dasselbe  Product 

hätte  nun  noch  auf  mannigfachem  anderen  Wege  dargestellt  werden 
können,  da  wir  ja  zwei  Ijeliebige  der  vier  Grössen: 

hätten  wählen  können.  Wir  würden  dann  im  Ganzen  sechs  verschiedene 
Darstellungen  erhalten,  die  die  entsprechenden  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen  als  specielle  Fälle  in  sich  schliessen.    Von  der  Aufstellung 


3) 
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derselben  möge  abgesehen  werden.    In  genau  derselben  Weise  ist  dann 

ferner  ein  jedes  andere  Product  zu  betrachten: 

^a(v-\-u)&2(v  +  tv). 

Wir  begnügen  uns  damit,  für  ein  jedes  eine  Darstellung  zu  geben, 

die  der  entwickelten  für    ^   .     ,      x  „   /     ,      n 

&o(:v -\- n)  &q{v  +  w) 

analog  ist.     Die  Formeln  lauten: 

{  ^o-^oi^  +  «') ^^v  +  u) ^,(v  +  u)  =  ^o(^-  +  «  +  «0  ^o(^'0  ^M  %H 

-  -O-j  (v  -\-  u  -}-  iv)  ^i  (v)  -9-2  (w)  ■9-2  {w), 

-  -9-1  (?;  +  t(  +  tf)  -Ö-i  (?;)  0-3(1/)  0-3  (w), 
Oo.'^o(m  +  «0^1  (f  +  ?0^i(^'  +  «t")  =  ^aC^^  +  "  +  ^(;)^3(v)-&,(w)02(^^•) 

-  '^2(^-  +  «  +  ^<;)O2(«'•)^3  00^3H• 

Das  Additionstheorem.     Allgemeine  Form. 

Die  Resultate  der  beiden  vorigen  Paragraphen  können  noch  wesent- 
lich verallgemeinert  werden.  In  der  That,  wir  wollen  dazu  zwei 
Reihen  von  Argumenten  einführen  u,  v,  w,  t  und  u',  v',  w',  t\  die  mit 
einander  durch  die  Formeln  verbunden  sind: 

2m'  =  u  +  v  +  iv  +  t,     «  =  -^  (m'  +  v'  +  w'  +  t'), 

2v'  =  u-\-v  —  w  —  t,      V  =  -r  {v!  -\-  v'  —  w'  —  t'), 

2w'  =11  —  v-\-w  —  t,     tv  =  ^  {u'  —  v'  -\-  iv^  —  t'), 

2t'  =  u-v-tv-ht,      t=  ^  (it'  -  v'-  iv'  4-  t'). 
Bilden  wir  dann  das  Product: 

so  ist  dieses  in  Bezug  auf  eine  jede  der  vier  Grössen  u',  v',  w',  i'  eine 
Thetafunction  erster  Ordnung. 

Bilden  wir  andrerseits  das  Product: 

so  können  wir  dieses  als  Function  der  Grössen  v',  v',  ic',  t'  ansehen. 
Sehen  wir  es  für  den  Augenblick  als  allein  abhängig  von  n'  an  und 
bezeichnen  es  durcli: 

SO   ist' 

/  ("'  +  1)  =  ^oW  ^o(^)  %(^)  ^ü(0- 
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Unter  solchen  Umständen  bleibt  die  Function: 

nngeändert,  wenn  wir  u'  um   1  vermehren. 
Ferner  ist: 

Hieraus  folgt,  dass  die  Function: 

in  welcher  die  Summe  nach  a  über  < »,  1,  2,  8  zu  erstrecken  ist,  auf- 
j^efasst  als  Function  von  u'  allein  eine  Thetafunction  erster  Ordnun«" 
mit  der  Charakteristik  (0,0)  ist.  Genau  dasselbe  folgt,  wenn  wir  den 
Ausdruck  als  von  v',w',t'  allein  abhängig  ansehen.    Hieraus  folgt  dann: 

wobei  c  eine  Grösse  ist,  die  jedenfalls  von  den  Argumenten  u,  v,  iv,  t 
und  damit  auch  u',  v',  w',  t'  unabhängig  ist.  Es  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  c  auch  sicherlich  von  z  imabhängig  sein  muss.  In  der  That,  be- 
zeichnen wir  die  linke  Seite  unserer  letzten  Gleichung  kurz  durch 
F(^u',v',tv',  t'),  die  rechte  kurz  durch  Fi(ii,  v,  tv,  t),  so  folgt  unmittelbar: 

wobei  die  Summe  links  nach  «',  v\  iv',  t\  rechts  nach  u,  v,  iv,  t  zu 
nehmen  ist.  Berücksichticren  wir  also  die  Differentialgleichuntj,  welcher 
die  Thetafunctionen  Genüge  leisten,  so  folgt: 

öx  öx 

Hieraus  folgt  dann  unmittelbar,  dass  c  auch  von  t  unabhängig 
sein  muss.  Dann  aber  ist  der  Werth  von  c  unmittelbar  bestimmt, 
wenn  wir  die  trigonometrischen  Ausdrücke  für  die  einzelnen  Theta- 
functionen in  unsere  Gleichung  einführen. 

Es  ergiebt  sich:  i 

oder  also  wir  erhalten  die  Fomiel: 

1)  2^3(m')^3(v')#3(m;')^3(<')  =  ^^.{u)^^{v)^^{iv)9,\t). 
Genau  so  Avürde  folgen: 

2)  2  ^,  («')  %  {v')  9,  {iv')  &,  (f)  =  Z,  &^,  (n)  ^,.  (v)  »^  (w)  ^^  (0 

—    IJy  ^y(u)   d-y(v)   »y(w)    ^yiß), 

wobei  die  Summe  nach  ß  zu  erstrecken  ist  über  3,  2  nach  y  ül)er  U,  1. 
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Die  beiden  Gleichungen  ergeben  (liirch  Addition  resp.  dureli  Sub- 
traction  und  Vertauschung  der  gestrichenen  und  ungestriclienen  Buch- 
staben die  symmetrisch  gebauten  Formehi: 


o) 


[       ^\(^')  ^o(^')  %W  ^U*')  +  ^1  («')  ^1  (^')  ^1  (''')  ^1  (^') 
^         1  =  ^%(W)  ^3(^)  ^3(*^)  ^3(0  -  ^2(^)  ^2(^)  ^2(^)  ^2(0- 

Es  können  nun  noch  eine  Anzahl  ähnlicher  Gleichungen  aufgestellt 
werden,  indem  man  ganz  allgemein  die  Function  zu  Grunde  legt: 

Ein  jeder  Fall  kann  genau  wie  der  obige  behandelt  Ayerden.  Wir 
beschränken  uns  darauf,  die  Resultate  in  der  folgenden  Tabelle  zu- 
sammenzufassen : 


o){ 


^^3(H')^3(^;')^3(^^^')^3(^')-^2(w')^2(^')^2(^')^2(^')  =  ^o(«)^o(^)^0 

+^l(w)^l(v)^l 

^,(u')  »,(u')  .\(w')  &^(t')  -  &,  (u')  &,  (v')  &,  {w')  &,  (f)  =  &,(u)  &,(v)  ^0 

-^l(^)^l(«)^l 

^o(w')^o(^')^'^3(^>\(^')  +  ^l(^O^l(^')^'^2(«<^')^2(^')=^o(«^)^o(^)^3 
#3(w')^a(^')^\('^')^o(^')  +  ^2(«*')^2(^')^l(^')^l(^')  =  ^o(«)^o(^)^: 
^o("')^o(0^2(^V2(^')+^l("Vl(^')^3(^^')^3(^')  =  ^o(^)^o(^)^; 

^2  («')  ^2  (^')  ^\W  %(n  +  ^■Ä^^')  ^3  (^')  ^1  («^')^i  (i')  =  %(^)^o(v)^'. 

^3(w')^3(^')^2(«<'V2(^')  +  ^o(**')^o(^')^l(w^')^l(<')=^3(w)^3(^)^i 

+  '^o(w)^o(^)^i 

^2(H')^2(^')^3(^^')^3(^')  +  ^'^l("')^l(^'')^o(^')^ü(^')  =  ^3(w)^3(^)^2 

-^oOO^o(^-)^i 
^1  («0  ^0(^0  ^2  (^')  ^3  in  -  U^')  ^1  (V)  f^,(w')  &,{t')  =  ^3(^^)  {>,  (t')^„ 

.^30('){>.X^O^\(''^0^'^l(^0-^^2(«')^'^3(^')^l(^0^ü(^0='%(^0^%(^)^^ 

-#,00^3(^)^1 


')^o(0 

)^l(0, 
)^3(0 
')^2(0, 
)^3(0 
)^2(0; 
)^2(0 
')^3(0; 

0^3(0, 
)^2(0 
')^l(0, 
')^2(0 

)^i(0 

)^o(0, 
')^x(0 
)^o(0- 
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Dieses  sind  die  allgemeinsten  Formeln,  welche  für  die  Theta- 
functionen erster  Ordnung  aufgestellt  werden  sollen.  Sie  entlialten  die 
Formeln  der  })eiden  letzten  Paragraphen  als  specielle  Fälle  in  sich. 
Es  braucht  das  kaum  näher  auseinandergesetzt  zu  werden.  Setzen 
wir  z.  B. 

U  =  V  -{-  lü  -{-  t,       m'  =  V  -\-  lü  +  t,       v'  =  V,       iv'  =  IV,       t'  =  t, 

so  genügen  diese  Werthe  den  soeben  hingeschriebenen  Gleichungen. 
Setzen  wir  diese  Werthe  in  unser  Formelsystem  ein,  so  erhalten  wir 
ein  Gleichimgssy stem ,  welches  die  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen 
in  sich  enthält.  In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Gleichungen  des 
§  24  ableiten. 

Differentialbeziehungen  der  Thetafunctionen  für  die  Nullwerthe 

der  Argumente. 
Auf  Grund  der  entwickelten  Sätze  können  wir  nun  einige  Differential- 
beziehungen   der   Thetafunctionen    für    die    Nullwerthe    der   Argumente 
entwickeln,   die   für   das  Folgende   von  fundamentaler  Bedeutung  sind. 
Wir  gehen  dazu  von  der  Formel  aus: 

1)  ^,.^,.&,{v  +  w).^,(v  -w)  =  ^^{v)&,(v)^,(:w)^,(w) 

und  entwickeln  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Potenzen  von  tc, 
indem  wir  von  den  Formeln  Gebrauch  macheu: 

.2 

&,(v  +  w)  =  &,(v)  +  iv&\(v)  +  ^  &\(v)  +  ■■■, 
&,(v  -  tv)  =  &,(v)  -  tu  #'o(i')  -f  ^  r,{v)  +■■■, 

Kiiv)  =  '^«  +  j-g  ^"«  +  •  •  • '  ß  =  0,  2,  3, 

Es  liefert  dann  die  Gleichsetzung  der  Coefficienten  der  ersten 
Potenzen  von  iv  die  Gleichung: 

Entwickelt  man  die  linke  und  rechte  Seite  dieser  Gleichung  in 
analoger  Weise  nach  Potenzen  von  v,  so  giebt  die  Gleichsetzung  der 
Coefficienten  von  v^  links  und  rechts  die  Gleichung: 

^2  •  ^3  (^0^"'l  -  ^'l  •  ^"o)  =  ^0  •  ^\  (^2  •  ^"3  +  ^3  •  ^"2) 


oder  also: 


cjn  cJI  a.U  clII 

^   1  _  i^o.   ,   ^  _|_  :^3 

■^'l  ^0  "^2  '^3 
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Andrerseits  ist  aber: 

—^—  =  4Jr^  — —-^-^ 
also  folgt  für  die  Nullwerthe  der  Argumente: 

wenn  a  einer  der  Lidices  0,  2,  3  ist.    Ist  jedoch  a  =  1,  so  machen  wir 
von  den  Formeln  Gebranch: 


und  erhalten: 


dr  dx 

-^Z"  =  4;ri 


^n       A^.-d^'t 


dr 

Unter  Benutzung  dieser  Beziehmigen  nimmt  die  Dififereutial- 
beziehung,  welche  wir  vorhin  für  die  Thetafunctionen  für  die  Null- 
werthe der  Argumente  gefunden  haben,  die  Form  an: 

oder  also,  indem  wir  nach  t  intejyriren: 

wobei  c  eine  von  r  unabhängige  Constante  bedeutet.  Dieselbe  be- 
stimmen wir,  indem  wir  die  Entwickelungen  der  einzelnen  Functionen 
links  und  rechts  nach  (/-Reihen  einsetzen.    Es  sind  dieselben  bekanntlich: 

^3=l  +  2g  +  22^+--; 

^o==l-2g  +  22^.., 

&.,=  2qT  +  2qT-\----, 

^\=-2nq~i-2.';S.%qT ... 

Die   Vergleichung    der   Anfangsglieder    der   Entwickelung    ergiebt 

dann  den   Werth: 

c  =  7t 

oder  also  wir  erhalten  die  wichtige  Differentialbeziehuno-: 

2)  ^/=7r.^„.{^,.^3. 
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Dieselbe  wird  in  der  Folge  häufig  gebrauclit  werden. 
Aus    der    Productentwickelung    für    die    itj- Function    ergiebt    sich 
ferner  unmittelbar:  i 

&\  =  27iqTn(l  -  g2«)3 

oder    also,    wenn    wir    unsere    früher   eingeführteji    Bezeichnungen    auf- 
nehmen: clI         o        /  \3 

Dann  kann  unsere  Differentialbeziehung  auch  in  die  Form  »e- 
bracht  werden: 

3)  f{r)fMf,{T)=V2. 

§  28.1") 

Die  Darstellung  der  Thetafunctionen  w**^'  Ordnung  durch  die 

Thetafunctionen  erster  Ordnung. 

Wir  haben  im  Früheren  gezeigt,  dass  es  höchstens  n  linear  von 
einander  unabhängige  Thetafunctionen  n*^'  Ordnung  mit  derselben  Cha- 
rakteristik giebt  und  zwar,  indem  wir  dieselben  durch  gewisse  un- 
endliche Reihen  darstellten.  Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass  wir 
dasselbe  mit  Hülfe  der  gewöhnlichen .  vier  Thetafunctionen  zu  leisten 
im  Stande  sind.  Dazu  wollen  wir  aber  zunächst  den  folgenden  er- 
gänzenden  Lehrsatz  zu  dem  Her  mite 'sehen  Theorem  beweisen. 

Lehrsatz:   Für   ein   gerades  n   existiren   höchstens      -  ge- 
rade  und  -—  ungerade   linear  unabhängige   Thetafunctionen 

j^ter  Ordnung    mit    Ausnahme    der    Charakteristik    (0,0),    für 
welche  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  geraden  Theta- 

Yt  TZ 

functionen    höchstens  --  -\- 1,    die    der    ungeraden   ^  —  1  be- 
trägt.    Bei   ungeradem  n  und   gerader  Charakteristik  giebt 

w-4- 1  1 

es  höchstens  — - —  gerade,  -^{n  —  1)  ungerade,  ])ei  ungeradem  n 

und  ungerader  Charakteristik  -y  (w  +  1)  ungerade  und  -r  (n—1) 

gerade  linear  unabhängige  Thetafunctionen. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  beschränken  wir  uns  auf  einen 
Fall.  Wir  nehmen  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  ferner  die 
Charakteristik  (0,  0).  Wir  AVoUen  nun  ganz  allgemein  eine  Thetafunction 
^ter  Ordimng  nüt  der  Charakteristik  {g,h)  bezeichnen  durch: 

dann  fanden  wir:  ^''      ' 
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wobei  die  Bezieliuiigen  bestanden: 

Cr  ^^  C] — Tj. 

Wir  Avollen  nun  die  Aimahme  hinzufügen,   dass  d^^(v)  eine  gerade 
Funeti(ni  von  v  sei,  d.h.  der  Gleichung  Genüge  leiste: 

Dann  folgt,    dass  die    Grössen  c  der  Aveiteren   Gleichung  Genüge 
leisten  müssen: 

Cr  =  C — r  ^^  Cn  —  r- 

Nun  fanden  wir,  dass  allein  die  Grössen  c^,,  Ci...c„_i  unbestimmt 
sind.     Aus  der  letzten  Bedingung  folgt  aber: 

C  j  ==  Cn  —  1 ; 
^2  ==  Cji  —  2  j 


Cn  —  1  C;j  +  1;  • 

es  bleiben   also  lediglich  die  Grössen  Cq,  Ci, . . .  c„_i  unbestimmt,   deren 

Anzahl  gleich  — - —  ist. 
»  2 

Hiermit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  bewiesen  und  genau 
so  kami  in  jedem  einzelnen  Falle  vorgegangen  werden. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  und  imserer  früheren  Untersuchungen  ist 
es  nun  nicht  schwer,  die  allo-emeiuen  Thetafnnctionen  n^^^  Ordnung 
durch  die  ursprünglichen  Thetafunctioneu  darzustellen.  Bezeichnen  wir 
durch  0(j  und  0^  irgend  zAvei  von  den  Functionen  ^^ j^{v)  und  mit  F''(^q,Q^) 
eine  ganze  rationale  und  homogene  Function  r*®"^  Ordnung  der  beiden 
Argumente  0„,  öj,  so  erhalten  wir  die  folgenden  Darstellungen: 

I.  n^^O  mod2,  gerade  Functionen. 
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Ungerade  Functionen. 


IL  71  z^l  mod2,  gerade  Functionen. 
Ungerade  Functionen. 

C(^)  =  %^{v)K(^)^n(v)F^^''-'\e,A), 
o':^(v)-^n(v)F^^'''-\e,A)- 

Bei  dem  Beweise  der  Richtigkeit  dieser  Tal)elle  beschränken  wir 
uns  auf  einen  Fall.  Wir  nehmen  n  ungerade  an,  ferner  die  gerade 
Function  Ö^'o  (v).      Dieselbe   hat   dann   nach    dem    bewiesenen   Lehrsatz 

— 9 —  Constanten  linear  in  sich  oder  lässt  sich  durch  — - —  Functionen, 

die  denselben  Bedingungsgleichungen  Genüo-e  leisten  und  linear  von  ein- 
ander  unabhängig  sind,  linear  darstellen.    Nun  leistet  eine  jede  Function: 

^oo(^)Ö;.0^''"''~^     r  =  o,l,...l(n-l) 

thatsächlich   denselben   Bedingungsgleichungen   Genüge,   ferner   ist   die 

Anzahl  derselben  -y  (w  +  !)•     Eben  so  leiclit  al>er  ist  es  nachzuweiseji, 

dass  alle  diese  Functionen  linear  von  einander  unabliängig  sein  müssen. 
In  der  That,  wäre  dasselbe  nicht  der  Fall,  so  müsste  eine  Gleichung 
von  der  Form  bestehen: 

Krause,  DoiipcUiicriodische  Functionen    I.  6 
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Dus   ist  unmöglich.     Setzen  wir  z.  B. 

und  nehmen  v  =  0  an ,  so  würde  folgen  Cq  =  0.  Die  linke  Seite  unserer 
Gleichung  wäre  demnach  theilbar  durch  B^.  Denken  wir  uns  diesen 
Factor  abgesondert  und  wieder  v  =  0  gesetzt,  so  würde  c^  =  0  sein  etc., 
es  zeigt  sich,  dass  die  sämmtlichen  Constanten  c^,  c^jC^...  verschwinden 
müssen.  Damit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nachgewiesen  und 
genau  so  kann  in  jedem  Falle  vorgegangen  werden. 

Die  reciproken  Thetafunctionen.     Reihenentwickelungen 

derselben. 

Ehe  wir  nun  dazu  übergehen,  durch  Quotientenbildung  periodische 
Functionen  zu  erhalten,  wollen  wir  die  reciproken  Thetafunctionen  näher 
untersuchen  und  zunächst  ihre  Entwickelung  in  Fourier'sche  Reihen 
in  Betracht  ziehen.  Das  elegante  Verfahren,  welches  hierbei  angewendet 
werden  soll,  rührt  von  Biehler  her. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Function: 


Dieselbe  erfüllt  in  einem  unendlich  langen  Streifen,  der  von  zwei 

T  T 

durch  die  Punkte  —  -^    und  +  -ö"  gezogenen  Parallelen   zur   reellen  Axe 

begrenzt  wird,  die  Bedingungen,  welche  behufs  Entwickelung  in  eine 
trigonometrische  Reihe  hinreichend  sind,  und  zwar  können  Avir  den  An- 
satz machen: 

^r7-\  =  /,  Am  cos  2  m  n  v. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Grössen  Ä„i  zu  bestimmen.    Wir  nehmen 
hierzu  die  zweite  Function: 

_1_ 

mit  in  die  Betrachtung  hinein.  Dieselbe  lässt  sich  in  keine  trigono- 
metrische Reihe  entwickeln,  Avohl  aber  thut  es  die  Function: 

1  a 


,  ^siv)      sinnv 

wenn  wir  setzen:  '^  ^ 
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Die  Richtigkeit  der  Beliauptuno-  folgt  iniiuittelbar  und  el)euso  das 
Intervall,  innerhalb  dessen  die  Entwickelung  möglich  ist.  AVir  können 
nnter  solchen  Umständen  den  Ansatz  machen: 


-r\  =  -■ 1-  /,  B,„sin (2 m  +  1)  ;r  v. 

1        J(-H) 


Nun  besteht  al)er  die  Beziehung 


Diese  Beziehuno-  wollen  wir  anwenden.     Es  ist: 


*.(.  +  !) 


2i«  2iag2 ,e 


i  n  V 


/y    ptniv 


(         r\        in(v  +  ^\        -in(v+-\  1  —  q.e 


2 i cc q'i.  e  ^ '' ^"' q'" .e^^' "' ". 


Ferner  folgt: 


Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  Gleichung: 
1  a 


+^B,nSin(2m  4-  D^t  (v  +  ^) 


ein  und  berücksichtigen  die  vorhin  angegebene  Beziehung: 

1  .t(^'+y) 


<^  +  j) 


^o(^) 


welche  für  alle  Werthe  von  c  Richtijfkeit  besitzt,  so  folgen  durch  Ver- 
gleichung  die  Relationen: 

7?  2m+l  1 

-^q       2     =igM„<+i. 

Hieraus  folgt: 

A,=  -  A._i5-2'"+i+  4«3-('»— t) 
oder  also  wir  erhalten  die  Beziehung: 
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Lassen  wir  ni  immer  grösser  und  grösser  werden,  so  wird  A„, 
immer  kleiner  und  kleiner  und  Avird  für  w  =  oo  der  Null  gleich. 
Unter  solchen  Umstünden  wird: 

oder  also: 

1 
Hieraus  folgt: 

Mithin  erhalten  wir  für  A„,  die  Grleichung: 


Wir  können  hierfür  auch  schreiheu: 


An, .  2'"'  =  (-  l)'"  +  i  4«^  (-  lyq'  i      . 


^,„.ö-^=  4ß^,(     l>'-ig         l 
1 

oder  also  wir  erhalten  die  Relation: 

1 
Unter  solchen  Umständen  nimmt  die  Fourier'sche  Reihe  die  fol- 
gende Gestalt  au: 

Um  eine  einfachere  Schreibweise  zu  erhalten,  wollen  wir  die  Grössen : 

0 

als  selhstständige  Grössen  einführen.    Dieselben  leisten  den  Gleichungen 
Genüge: 


überdies  lassen  sich  die  trigonometrischen  Reihen  für  die  gewöhnlichen 
Thetafunctionen  mit  ihrer  Hülfe  in  eine  neue  einfache  Form  bringen. 
Es  folgt  nämlich  das  Gleichungssystem: 


A 
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'^5) 


+  « 

ai(r)  =  4:sinnv (~  —  ai.cos2 Ttv -\- a.2.cos4:nv  H Y 

^2{v)  =  4:C0SJtv\-^  +  a^.cos^Tcv -\-ao.cos4:n:v  -i j; 

CO 

Daneben  aber  dienen  sie  dazu,  die  recijDroken  Tlietafunctionen  in 
einfacher  Weise  darzustellen.  Für  die  reciproke  ^q- Function  haben 
wir  die  Entwickelung  gegeben,  so  zwar,  dass  die  Entwickelung  der 
recij^roken  ■&j- Function  sich  auch  unmittelbar  ergiebt.  Die  beiden 
fehlenden  reciproken  Thetafunctionen  sind  dann  aber  auch  sofort  be- 
kannt und  zwar  erhalten  wir  die  Resultate: 

1  CO 

4J     o   \\  \  =  «0  +  - S^'« •  2~ '"'•  COS 2m7iv, 

ö)      — -^  = 2  >  «M+ 1 . 2     4     .  sin  (2  m  +  l)jiv, 

^      7i.&^{v)      sirniv        ^      -TU.  V  /      7 

'      -      h  2  >/"(-l)«+^a«+i.2     *      .cos(2m  +  l);r/-, 


<*>) 


7C.&2(y)         (^08: 

«'1 


>v 


7)     2^^\.  =  «0  +  2^ '"(-  1)-.  «„, .  g-'"'.  Cös2m:rv. 

Aus    diesen    Darstellungen    können    nun    zwei    weitere    gewonnen 
Averden,  die  auch  von  Interesse  sind.     In  der  Tliat,  es  ist: 


ieota«g^(.+gi^)-|+^;;_;^;^;';  =  u^^^"-««^"-""'«'""". 


Hieraus  folgt  zunächst: 
2(1-3'*^-^) 


1_  232/^-1.  cos  2jtv  +  3^''-2     "^    ^    ^ 


~')"'.  cos  2;rwv. 


Erwägen   wir  diese  Beziehung,  so  erhalten  wir  für  die  zuerst  be- 
trachtete Function  die  Darstellung: 


«) 


^1      _  yr(-  l)'^-ig   "4— (1  -  g^/^-^) 
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Genau  so  einfach  folgen  die  weiteren  drei  Formeln: 

^\      _       1  .         ^(-l)"g^(/^-fi)(l  +  g^/») 

^)        ;r^,(«;)  ~  sinnv  "^  ^^^^^'-^Z/  l  _  2^^  cos2jri;  +  g*^' ' 


Zu    gleicher  Zeit   aber  erhalten  wir  schliesslich  die  Darstellungen: 


12)        ^^J-^  =  -  i2ji-  l>'-'5"  ^       Cö/a»^7r  (^y  -  (2.a  -  1)  -^j, 
13) 


^'^i(*')     ^  sin7c(v  —  ^t) 


14) 


^  '^2  (^)         "^  CÖS  Ä  (V  —  fl  t) 


£)•'  ^ri  (2  i"  —  1)-  /  T  \ 

^''^       ^^)  =  '"-2 <^"  l)'^-^«—*      tang ^(v  -  (2,t  -  1)  ^ ) • 

3  V    /  —  X 

Es   sind   dieses   die  Darstellungen^  welche  zunächst  für  die  Theta- 
functionen  creojeben  werden  sollten. 


Bildung  der  einfachsten  doppeltperiodisehen  Functionen 

erster  Art.     Einführung   der   Grössen   k  und   Je'  und  der 

drei  Functionen  q)i{v),  (p^ip)}  9^3 (^O- 

In  den  vorangegangenen  Paragraphen  sind  die  Haupteigenschaften 
der  Thetafunctionen  abgeleitet  worden.  Mit  ihrer  Hülfe  können  nun 
nach  angegebenen  Regeln  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art 
gebildet  werden.  Die  einfachste  Methode,  derartige  Functionen  /u 
erhalten,  wird  in  der  Bildung  von  Quotienten  von  je  zwei  unserer 
Thetafunctionen  erster  Ordnung  bestehen.  In  der  That,  nehmen  wir 
den  Quotienten:  ,  ^ 

in    Avelchem    a   und   /3    beliebige    Indices    bedeuten,    so  leistet    derselbe 
jedenfalls  den  Gleichungen  Genüge: 


I 


§  ?,().  Bildung  der  einfachsten  doppeltperiodischen  Functionen  erster  Art.     ^7 

F(r  +  2)  =  F(v), 
F(r  +  2r )  =  F(y), 

besitzt  also  jedenfalls  die  Perioden  2  und  2  t.  Im  Ganzen  werden  sich 
zAvölf  Quotienten  der  genannten  Art  ergeben.  Aus  den  Resultaten  der 
früheren  Paragraphen  folgt  daim,  dass  von  den  Quadraten  dieser  zwölf 
Grössen  nur  ein  einziges  unabhängig  .sein  kann,  während  die  anderen 
sich  rational  durch  dasselbe  ausdi'ücken  lassen.  Wir  wollen  hier  nicht 
die  ganze  Mannigfaltigkeit  der  Beziehungen  entwickeln,  sondern  be- 
schränken uns  darauf,  die  drei  Quotienten  zu  betrachten,  deren  Neimer 
die  Function  0-q^(v)  ist.  Die  Thetarelationen  nun,  die  wir  im  Frühereu 
gefunden  halben,  können  dann  geschrieben  werden: 

Dabei  besteht  zwischen  den  Thetafunctionen  für  den  Nullwerth 
des  Argumentes  die  Relation: 

Diese  letzte  Relation  können  wir  nach  Einführung  zweier  neuer 
Grössen  anders  schreiben.     Wir  setzen  dazu: 

1)  VJ^-^' 

dann  folgi  die  Relation: 

Mit  Hülfe  dieser  Grössen  können  die  Gleichungen  zwischen  den 
Thetaquotienten,  die  soeben  entwickelt  worden  sind,  folgen dermasseu 
geschrieben  werden,  wenn  wir  uns  noch  links  und  rechts  die  Quach'at- 
wurzel  icezoi^en  denken: 


iA?2(^^)_i/i_iV(^) 


Eine    besonders    einfache    Gestalt    nehmen    diese    Gleichungen    an, 
wenn  wir  setzen: 
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^)^.(^)-i/a&^)-(")Vfs8'«)-^^)=/^ii 


nämlich  die  Form: 

8)  <pM=V1-¥cpM\ 

Dabei  sind  dami  die  Grössen  (Pi(v),  (p^{v),  (p^{v)  eindeutige  Func- 
tionen von  V  und  x,  ferner  li  und  V  eindeutige  Functionen  von  t. 
Der  Wiclitigkeit  der  Sache  halber  mögen  ihre  Werthe  ausführlich  hin- 
geschrieben werden : 

y^      ^3        l-f  2g  +  2g*+2g^  +  ---  ' 


^3      1  +  2^  +  22*+ 22^  + ••• 

-,/l  2pq  sin nv  —  2  f^q^  sinSnv  +  2]/q^^sin57tv .. . 
^'^  '  "  y  Ic  1  —  2qcos  2nv  +  2q^cosA7tv  —  2q^ cos  CjTtv . . . 

.  s.       1  A'  2f^qcos7tv  +  2]/q^cos^nv  -{-  2'^q^^  cosbjtv . . . 
H'A  )  —  Y   ]c  1  —  2qcos2jtv  -\-  2q^cos47Cv  —  2q^cos6jtr  ...' 

(  A      l/z-'  ^  "^  2qcos27tv  -\-  2q^cos4:7tv  +  25^cos67tv  +•••_ 
T3V,  J       |/       l  —  2  qcos2  7tv -{- 2  q'^cos^TCV  —  2q^cosG7tr  .. . 

§31. 

Entwickelung  der  Functionen  cpai^)  um  den  Nullpunkt  in  eine 

Potenzreihe.     Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  ii. 

Es  soll  jetzt  versucht  werden^  die  drei  Functionen  (jPa(^')  ^^"i  *^^6" 
Punkt  V  =  0  herum  in  eine  Potenzreihe  zu  entAvickeln.  Hierbei  soll 
aber  zunächst  der  Schwerpunkt  lediglich  auf  die  Form  der  Coefficienten 
gelegt  werden,  während  die  wirkliche  Berechnung  derselben  erst  später 
zu  untersuchen  sein  wird.  Zunächst  ist  es  klar,  dass  alle  drei  Functionen 
thatsächlich  um  den  Nullpunkt  von  v  herum  in  eine  Potenzreihe  ent- 
wickelt werden  können.  In  der  That,  Zähler  wie  Nenner  der  drei 
Functionen  können,  wie  aus  den  früheren  Untersuchungen  unmittelbar 
gefolgert  werden  kann,  als  beständig  convergente  Potenzreihen  von  v 
dargestellt  werden.  Dabei  hat  die  Potenzreihe  von  &(^(v)  die  Eigen- 
thümlichkeit,  dass  sie  im  Punkte  v  =  0  nicht  verschwindet.  Unter 
solchen  Umständen  können  wir  die  drei  Quotienten  in  eine  Potenzreihe 
von  V  verwandeln,    und   zwar   reicht    deren  Convergenzbezirk   bis    zum 
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nächsten  Nullpunkt  von  %(v).  Zur  wirklichen  Ausführung  müssen 
die  Differentialquotienten  bestimmt  werden.  Es  kann  dieses  auf  mehr- 
fachem Wege  geschehen.  Wir  wollen  das  Hermite'sche  Princip  an- 
wenden.    Nehmen  wir  den  Ausdruck: 

so  ist  derselbe  eine  ganze  Function  von  v,  welche  den  beiden  Bedinu-uno-s- 
gleichungen  Genüge  leistet: 

/■(,,  +  l)  =  _/■(.), 

Es  ist  dieselbe  also  eine  Thetafunction  zweiter  Ordnung  mit  der 
Charakteristik  (1,  0)  und  kann  daher  nach  bekannten  Kegeln  durch  die 
ursprünglichen  Thetafunctionen  dargestellt  werden. 

Wir  erhalten  die  Grieichung: 

Die  Constantenbestimmung  erfolgt  wiederum,  indem  wir  dem  Ar- 
gumente V  bestimmte  Werthe  beilegen.    Setzen  wir  r  =  (),  so  folgt: 

während  in  ähnlicher  Weise  Avird: 

Ca  =  0. 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Formel: 

welche  schon  früher  auf  einem  "  anderen  Wege  abgeleitet  war.  Bei 
Einführung   der  Functionen  q){v)  können  wir  die  Gleicliung  schreiben: 

1)  ^^  =  ^^3^9>2(0  9^3(4 

Genau  so  wird: 

2)  ^'^  =-^.V- 9^300  ^'.(O, 

3)  ^^=-^V-^^.9'i(^)9'2(^0- 
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Setzen  ^vir  in  diesen  Formeln  v  =  0,  so  erhalten  wir  die  Coeffi- 
cienten  von  v  in  der  Entwickelung  unserer  Functionen  in  eine  Potenz- 
reihe von  V.  Durch  nochmaliges  wiederholtes  Differenziren  ergeben 
sich  ebenso  einfach  die  höheren  Differentialquotienten  und  damit  die 
Coefticienten  der  einzebien  Potenzen  von  r.  Die  Ausdrücke  gestalten 
sich  ganz  l)esonders  einfach,  wenn  wir  an  Stelle  der  Veränderlichen  r 
eine  neue  Veränderliche  u  einfuhren,  die  mit  ihr  durch  die  Gleichung 
verbunden  ist : 

4)  M  =  jr .  'O'g^ .  v. 

Diese  neue  Grösse  u  hängt  dann  in  eindeutiger  Weise  von  v  und  t 
ab  und  es  werden  die  drei  Functionen  q)ai^)  auch  ihrerseits  als  ein- 
deutige Functionen  von  m  und  r  aufgefasst  werden  können,  die  sich  um 
den  Punkt  ii  =  U  lierum  in  eine  Potenzreihe  entwickeln  lassen.  Dann 
aber  wird: 

ö)  ^  =  %W%W, 

6)  ^---pM-pM, 

Bilden  wir  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  die  höheren  Differential- 
quotienten und  setzen  in  ihnen  v  =  0,  so  folgt  der  wichtige 

Lehrsatz:  Die  drei  Functionen  (paiv)  lassen  sich  um  de]i 
l'unkt  «  =  :nc . '0'3^.  t' =  ( )  herum  in  eine  Potenzreihe  entwickeln, 
deren  Coefficienten  sich  ganz  und  rational  durch  die  eine 
Grösse  P  ausdrücken  lassen. 

In  dem  letzten  Umstände  liegt  die  Bedeutuno-  des  Satzes.  Aus 
den  ursprünglichen  Darlegungen  konnten  wir  nur  schliessen,  dass  die 
Coefficienteu  sich  in  eindeutiger  Weise  durcli  r  ausdrücken  lassen,  jetzt 
folgt  das  weitere  wichtige  Resultat,  dass  diese  eindeutigen  Functionen 
von  T  sich  als  ganze  rationale  Functionen  von  Ic^  darstellen  lassen. 
Um  nun  den  Charakter  dieser  Darstellung  näher  zu  studireu,  wollen 
wir  zusehen,  ob  es  nicht  möglich  sein  sollte,  Zähler  und  Nenner  der 
drei  Functionen  q)a(v)  in  ähnlicher  Weise  zu  untersuchen.  Zähler  wie 
Nenner  sind  aber,  von  Coustanten  abgesehen,  Thetafunctionen  erster 
Ordnung.  Dieselben  lassen  sich  jedenfalls  in  beständig  convergirende 
Potenzreihen  von  v  und  damit  von  u  entwickebi.  Um  die  Natur  dieser 
Entwickelungen    näher    zu    erkennen,    wollen  wir  die  Logarithmen  der 
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Thetafimctioueii  untersuchen  und  deren  Differentialquotienteii  bilden. 
Aus  ilnien  können  dann  die  nötliig-en  Rückschlüsse  auf  die  Entwickeluno- 
der  Thetafunctionen  selbst,  tjemacht   werden. 


S  32. 

Untersuchung  der  Logarithmen  der  Thetafunctionen  erster 
Ordnung.     Einführung  der  Functionen  Äla(i<). 

Ist  a  ein  gerader  Index,  so  ist  klar,  dass  die  Logarithmen  von  Q'a{v) 
nacli  positiven  Potenzen  von  v  entwickelt  werden  kömien.  Hierzu  ist 
es  nöthig,  die  Diiferentialqnotienten  von  log%-a(v)  zu  untersuchen.  Wir 
wollen  das  Problem  auch  auf  O-jf/)  ausdehnen  und  allgemein  das  Problem 
stellen,  die  Differentialquotienten  der  Logarithmen  der  vier  Theta- 
functionen zu  untersuchen.  Sehen  wir  von  dem  ersten  Differential- 
quotienteu  ab,  so  führt  auch  hier  das  Hermite'sche  Princip  zum  Ziel. 
In  der  That,  nehmen  wir  den  Ausdruck: 

/(0  =  V(') — ^^^2 — ' 

so    ist    dieser    eine    ganze    transcendente    Function    von    r,    welche    den 
Gleichungen  Genüge  leistet: 

/(y  +  T)  =  6-27r.(2.  +  r)/'(^.). 

Dieselbe  ist  also  eine  Thetafunction  zweiter  Ordnung  ruit  der 
Charakteristik  (<>,()),  so  dass  wir  die  folgende  Darstellung  erhalten: 

Die  Constanten  l)estinimen  wir  wieder,  indem  wir  für  r  specielle 
Werthe  einsetzen.     Setzen  wir  '  =  '^  so  wird: 


Genau  so  folift: 


so  dass  wir  die  Formel  erhalten: 


c,= 

^0 

c 

;=     - 

^  de'  ^0        ^o'  ^o'(^) 
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Genau  so  wird: 


dr'  ^0        ^o'  ^2^(0 

dHog^.jv-)  _^_^  V(^ 

Diese  Formeln  können  wir  folgeudermasseu  schreiben: 
dHog&o{v)e~lf;'2 d-'j^  ^^jv) 

d'logd-^(v)e~ >7  2 _  _  ^  ^^\i) 
dr'  ^  WO-)' 

dHog  >»2  (t-)  e~  V  ^_      -»^^  ^3^(1;) 
rfr^  ^,2  ^^2(,y 

dHog&^{v)e'  '^„" ^_  _  ;^  -»g'C^) 

Audi  hier  zeigt  sich  die  Einführung  der  Veränderlichen: 

u  =  71 .  0-3^ .  V 

von  grosser  Bedeutung.    In  der  That,  sehen  Avir  unsere  Functionen  als 
von  u  ahhängio;  an,  so  nehmen  die  Formehi  die  Gestalt  an: 

5)  ^^%^oO-)^-^°^^_p^^^,).^ 


6) 


7) 


dir 
d^logd-j^(v)e    ^„  2 


c^M^  9)1  (f)^ 


^"^  'o    f* 


dHog d'.^iv) e    ^0  2  9^3 0") 


>^' 


-^  '0  r' 


8)  dHog%^{v)e    *o  2^  _  j.^'hW. 

du^  (p^ivf 

Hieraus   folgt  dann,   dass,   wenn  a   einen   geraden  Index   bedeutet, 
die  sihnnitlichen  Ditferentialquotienten  von 

hg&a(r)e    >o  2 

vom  zweiten  ab  genommen  nach  der  Veränderlichen  u  im  Punkte  «  =  0 
sich    ganz    und    rational    durch    die    eine   Grösse  h-    ausdrücken    lassen. 
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Die  ersten  Differentialquotienten  verschwinden  im  Punkte  u  =  O,  ferner 
nehmen  die  constanten  Glieder  den  Werth  Null  an,  wenn  Avir  die 
Logarithmen  der  Functionen  betrachten: 

—t^e     »0  2. 

Es  folgt  dann,  dass  wir  die  Logarithmen  und  mit  ilmen  die  Func- 
tionen selbst  nach  Potenzen  von  n  entwickeln  kchmeii,  so  zwar,  dass 
die  Coefficienten  sich  ganz  und  rational  dureli  Ä;-  ausdrücken  lassen. 
Für  die  Functionen  müssen  die  Potenzreihen  beständig'  convergirende 
sein,  da  sich  sowohl      ^    ,  .  a-    , 

— ^-^  5     als  auch    e     ^0  2 

in  beständig  convergente  Potenzreihen  von  u  entwickeln  lassen  müssen, 
also  ihr  Product  auch,  und  da  es  ferner  völlig  gleichgültig  ist,  wie  wir 
die  Coefficienten  berechnen.  Es  sind  also  die  soeben  betrachteten 
Functionen  ganze  transeendente  Functionen  von  u,  deren  Coefficienten 
sich  ganz  und  rational  durch  h^  darstellen  lassen.  Wir  wollen  sie  be- 
zeichnen  durch:  o,  /  \       »■•  tp- 

9)  Al,{xC)^^^e-^.\. 

Zu  ähnlichen  Resultaten  kommt  man  im  Falle  des  einzigen  un- 
geraden Lidex  1.     Setzt  man: 

10)  A\{u)=^^^\-%,iy)e~'^o-^, 

SO  gilt  für  Al^^iii)  dasselbe  Resultat,  wie  für  die  drei  Functionen  mit 
geradem  Lidex.     Wir  finden  also  den 

Lehrsatz:  Die  vier  definirten  Functionen  Al^{u)  sind 
ganze  transeendente  Functionen  von  w,  deren  Coefficienten 
sich  ganz  und  rational  aus  A;'^  zusammensetzen  lassen. 

Aus  der  Entwickelung  der  Fmictionen  Al^{xC)  folgen  dann  die 
Entwickelungen    der   Thetafunctionen    selbst.     Von    einem    constanten 

Factor  abgesehen,  lassen  sich  dieselben  als  Product  von  e^°  * 
und  je  einer  ganzen  transcendenten  Function  von  i(  darstellen, 
deren  Coefficienten  sich  ganz  und  rational  durcli  !</  darstellen. 

§  33.^3) 

Definition  der  Functionen  snu^  cnu,  dnu.     Einfachste 
Eigenschaften  derselben. 

Die   letzten  Betrachtungen   ermöglichen  nuu   vr>llig  über  den   Clui 
rakter  der  Functionen  ^pX'")?  9^2(0?  9^3 (^)  "^^  Klare  zu  kommen,   wenn 
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man  dieselben  als  von  u  und  h^  iibhäiigig  ansieht.  In  der  Tliat,  es 
lassen  sich  diese  Functionen  als  Quotienten  je  zweier  der  Functionen 
Ala{u)  darstellen,  und  /war  wird: 

A  li  (m) 


AlM 

AlM^ 
AIq{u)' 

A%{u)_ 
Al^(n) 

Es  sind  die  drei  Functionen  (pa{;(^')  also  die  Quotienten  von  ganzen 
transcendenten  Functionen  von  u,  deren  Coefficienten  sieh  ganz  und 
rational  durch  h^  darstellen  lassen.  Fassen  wir  zusammen,  so  finden 
wir  den 

Lehrsatz:  Die  drei  Functionen  (pa{v)  lassen  sich  auf  dop- 
pelte Weise  darstellen.  Erstens  sind  sie  Quotienten  je  zweier 
ganzer  transceudenter  Functionen  von  v,  deren  Coefficienten 
eindeutige  Functionen  von  t  sind,  zweitens  aber  lassen  sie 
sich  auch  als  Quotienten  je  zweier  ganzen  transcendenten 
Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  m  darstellen,  die  mit 
der  ursprünglichen  v  durch  die  Gleichung  verbunden  ist: 

Die  Coefficienten  in  der  letzten  Entwickelung  setzen 
sich  ganz  und  rational  ans  /c^  zusammen.  Dabei  sind  u  und 
W  eindeutig  bestimmt,  wenn  v  und  x  gegeben  sind.  Das 
Umgekehrte  findet  nicht  statt,  kann  aber  erst  später  er- 
örtert werden. 

Jedenfalls  also  sind  die  Functionen  (pafy)  eindeutige  Functionen 
von  u  und  U^.  Als  solche  haben  sie  in  der  Theorie  der  periodischen 
l'unctioneu  eine  eigene  Bezeichnung  gefunden,  zu  welcher  wir  auf 
folgendem  Wege  gelangen.  Aus  den  Beziehungen,  denen  die  Functionen 
95« (v)  Genüge  leisten,  können  wir  schliessen,  dass  der  Ansatz  erlaubt  ist: 


(f^{v)  '^  sintf,     cp^iv)  =- cos q) ,     (p^{v)  =  yi  —  k^sin^q). 
Wir  wollen   nach  Legendre  setzen: 


1)  |/1  —  Jc^sin^cp  =  z/qp, 

so   nclinuMi   die  drei  (ileichungen  die  Form  an: 

-)  (pii'^)  =  sinq),     T))  cp^iv)  =  coscp,     4)  cp^(ü)  =^  zl cp. 
Durch  diese  drei   Gleichungen   ist  der  Winkel  q)  bis  auf  Vielfaclie 
von    '27t   eindeutig   bestimmt,    wemi    v   und   r    oder  u   und   Jc^  gegeben 
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sind.  Fügt  man  die  Annahme  hinzu,  wozu  man  bereclitigt  ist,  tp  sei 
eine  stetige  Function  von  u  oder  r,  so  wird  (p  eindeutig  bestimmt 
sein,  wenn  man  für  einen  Werth  von  v  oder  u  das  dazugehörende  (p 
bestimmt.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  te  =  '»  auch  «p  =  o  ent- 
spricht, dann  ist  alles  eindeutig  bestimmt.  Wir  wollen  imn  in  der 
Folge  die  Grösse  (p  im  Wesentlichen  als  Function  von  u  und  k  an.sehen 
und  sie  als  solche  mit  dem  Namen  der  Amplitude  von  u  mit  dem 
Modul  k  bezeichnen.  Wo  kein  Missverständniss  über  den  Werth  von  k 
möglich  ist,  schreiben  wir: 

5)  q)  =  amu, 

wo  dasselbe  möglich  i.st: 

f))  <5P  =  amfii,  li). 

Dann  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

(pjv)  =  sinamu,     (P2(Ö  =  cosamu,     fp^(j')  =  ^aniu 
oder  auch : 

q^i(j')  =  sinamiu,  Je),     q)2('')  =  cosam(u,  Je),     (p-^^i')  =  ^ani{ii,  Je). 
Gu  der  manu    hat    au    Stelle    dieser    Bezeichnmigen    kürzere    ein- 
geführt, nämlich: 

7)  (pi(v)  =  snu,       ^)  q).^{v)  =  cnu,       0)  (pn.{v) '-^  dnu. 
Wo    über   den   Werth    von   Ji  ein    Zweifel    möglich    ist,    schreilieu 
wir  auch: 

lOj  (p^(,:)  =  sn(ii,  Je),      11)  (p,{'-)  =  cniu,  Je),      12)  933(1-)  =  dn(u,  Je). 

u  nennen  wir  das  Argument,  Je  deji  Modul  der  drei  Functionen 
snu,  cmi,  dnu,  die  Functionen  .selbst  neniie)i  wir  auch  elliptische 
Functionen.  Zw^ischen  ihnen  und  den  Thetafuuctiouen  bestehen  dann 
die  Beziehungen: 


i;j) 

14) 


1/1  ^iW 


-,  /Je'  d-^iv) 

15)  dnu^-l/je'^^ 


Q.  2  Q    2 

Aus   den  Eigenschaften    der  Tlietafunctionen    resp.   der  Fiuicti 'ii 

(pa(i')  folgen  dann  unmittelbar  entsprechende  Eigenschaften  dci-  Fujic- 
tionen  snu,  cnu,  dnn.  Vermehrt  man  v  um  1,  so  wird  u  um  ti^^^ 
vermehrt.     Wir  wollen  diese  Grösse  bezeichnen  durch: 


on 


16) 
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dann  folgt  7a\  gleicher  "Zeit: 

17)  7r.V=2A;.Z,       18)  n.'»,' =  2k' .  K. 

Vermehrt  man  v  um  t,  so  wird  u  um  nd'^^r  vermehrt.  Wir  wollen 
diese  Grösse  bezeichnen  durch  '2 iE'  d.  h.  setzen: 

iE' 
19)  r  =  -^- 

Der  Tabelle  für  die  Vermehrung  des  Argumentes  der  Theta- 
functionen  um  ganze  resp.  halbe  Perioden  wird  dann  eine  Tabelle  für 
die  Vermehrung  von  u  um  ganze  resp.  halbe  Vielfache  von  2E  und 
2 iE'  entsprechen,  die  folgendermassen  lautet: 


Vermehi'ung  des  Argumentes 


snu 


cnu 


dnu 


2mE-\-2niE' 


(—  ly^snu 


{2m~l)E-\-2niE' 


2mE-^(2n  +  l)iE' 


(_l)«+i 


cnu 
dnu 


{2m-l)E-^{2n  +  l)iE' 


(-1)" 


1 


k .  snu 


(-^y  +  'r. 


dnu 


k  .cnu 


(-  iy'+"cnu 


(—  lydnu 


(_l)«  +  n/.' 


snu 
dnu 


(-!)'• 


dmi 


,   ^.    ,     ,  ,  i.dni(',     ,.    ,,i.cnu 

(_l)m  +  n  +  l  (■_  iy  +  1 

k.snui  snu 


,    ^.    ,      i  .li    \ ,     ..  k'.i.snu 
r_iyi+n r_^  ly 

^        k .  cnu  cnu 


Pls  sind  die  drei  Functionen  snu,  cnu,  dnu  also  doppeltperiodische 

Functionen  und  zwar  mit   folgenden   Perioden.     Die  Function  snu  hat 

die  Perioden:  a      t-  ,    .->    ■ -et 

4:niE-\-  2niE  . 

Alle  diese  unendlich  vielen  Perioden  lassen  sich  als  Summe  ganz- 
zahliger Multipla  der  Grössen: 

4Z    und     2  iE' 

darstellen.    Wir  wollen  derartige  Grössen  Elementarperioden  nennen. 
Die  Function  cnu  hat  die  Perioden: 

2mE-\-  2niE', 
wenn  m  -{-  n  =^  0  mod  2  ist. 

Als  Elementarperioden  kc'hnien  wir  hier  die  Grössen: 
4E    und     2E+2iE' 
wählen.    Die  Function  dnu  endlich  hat  die  Perioden: 

2m7i  +  4niX'. 
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Als  Elementarperioden  können  wir  die  Grössen: 

wählen.  ^^'     4^'^^' 

Ferner  mögen  noch  die  Null-  und  Unendliehkeitspunkte  der  einzelnen 
Functionen  besonders  hervorgehoben  werden.  Die  Unendlichkeitspunkte 
sind  für  alle  Functionen  dieselben,  und  zwar  können  sie  aus  den  Null- 
punkten von  'O'oC^)  unmittelbar  abgeleitet  werden;    es  sind  die  Punkte: 

2mK+{2n-\-\)iK\ 

Die  Sinusamplitude  wird  Null  an  den  Punkten: 

2mK  +  2niK\ 

die  Cosinusamplitude  wird  Null  an  den  Punkten: 

{:2m~\)K+2niK\ 

die  Deltaamplitude  wird  Null  an  den  Punkten: 

(2m  -  \)K  +  (2n  +  l)iK\ 

Ferner  folgt  sofort,  dass  die  drei  elliptischen  Functionen  einen  jeden 
Werth,  von  Multipla  von  Perioden  abgesehen,  zwei  und  nur  zweimal 
annehmen.  Zwei  der  Functionen,  die  Function  cnu  und  die  Function 
dnu  sind  gerade  Functionen  ihres  Argumentes,  die  Function  snii  dagegen 
eine  ungerade  Function.     Für  den  speciellen  Werth  u  =  0  wird: 

sn()  =  (>,     cw<)  =  l,     dn()  =  \. 

Die  Differentialquotienten  der  drei  Functionen  lauten: 

.  dsnu 

20)  — = — =cnu.dnu, 

^  du 

^^■.  dcnu 

2?1)  — :, —  =  —dnu.sni(, 

du 

o«\  ddnu  2 

22)  — = —  =  —Irsnu.cnu. 

du 

Endlich  haben  wir  für  die  Thetafunctionen  eine  Reihe  von  Additions- 
theoremen  aufgestellt.     Ein  Theil   derselben  lässt  sich  unmittelbar  auf 
die  elliptischen  Functionen  übertragen.     In  der  That,   nehmen  wir  die 
Gleichungen : 
^,  ^2  ^1  (r  ±  IV)  ^,{v  +  lü)  =  ^3  (iv)  ^2  {w)  ^0  {v)  ^,  (0  ±  &,{w)  ^,  {w)  #3  (^0  ^2  {v\ 

^0  ^2  ^0  ^''"  ±  «^O  '^2  {V^^V)  =  ^0  {w)  #2  {W)  ^0  (^0  ^2  (^0  ±  ^1  (*^")  ^3  (W')  ^1  (■«')  -^3  (y\ 

^ö ^3 -^0 ^^  ±  «^)  ^3  (y  +  w)  =  &Q {w)  %-^ (tv)  #0 (v)  ^3 (v)  ±  ^,  (ir)  #2  (tv) ^i  (")  ^2 (:v), 
und  dividiren  die  linken  Seiten  durch  die  linke,  die  rechten  Seiten 
durch  die  rechte  der  Gleichung: 

Krause,  DopijeltiicriudiscUc  Functionen.  I.  ' 
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so  ergeben  sich  nach  leichten  Reductionen,  die  auf  der  Einführung  des 
Moduls  /„•  und  der  elliptischen  Functionen  beruhen,  die  Formeln: 

snu.cnv  .dtiv  +  snv  .cnu.dnu 

23)  sn(ti  +  v)  = ^- — 7-s 5 9 ' 

cnu  .cnv  +  snu  .snv  .dnu.dnv 

24)  cn{u ±  v)  = l-Jc\sn^u.sn^v ' 

^.  -,    /         N       dnu.dnv  +  h^.smi.snv .cnu.cnv 

25)  dn(u  +  v)  = z 7^ s ö ■ 

In  diesen  Formeln  ist  gesetzt: 

V  =  Tld'^^tV  =  2IOv. 
Aus  ihnen  folgt  ferner  der 

Lehrsatz:  Die  drei  elliptischen  Functionen  mit  den  Ar- 
gumenten u  +  v  lassen  sich  rational  durch  die  elliptischen 
Functionen  mit  den  Argumenten  u  und  v  darstellen. 

Zu  gleicher  Zeit  geben  diese  Formeln  als  unmittelbare  Folge  eine 
Reihe  elementarer  und  wichtiger  Beziehungen,  von  denen  wir  die 
folgenden  herausgreifen  wollen: 

sn(«  +  i')  +  sn{u  —  v)  =  2 


smi  .cnv.dnv 


N 

.     .     ,            .          NO.  snv.cnu.dnu 
sn(ii  +  v)  —  sn{ii  —  V)  =  2  ■ z^^ ? 

cn{u  -\-  V)  -j-  cn{u  —  v)  =  z 


cn{u  -\-  v)  —  cn(u  —  ?')=—  2 
dn{u  +  v)  -{-  dn(u  —  v)  =  2 


N 
snu.snv .dnu.dnv 

N ' 

dn u .dnv 


dn{ii  +  v)  —  dn(ii  —  v)  =  —  21i 


N 

,  snu.snv .dmt. dnv 


N 
N  =1  —  h^.sn^u  .sn^v. 

§  34.1") 
Reihenentwickelungen  der  ellipttechen  Functionen. 

Aus  (It'ii  Danstelliiiigeu  der  Thetafunctionen  folgen  entsprechende 
Darstellungen  der  elliptischen  Functionen  in  der  Form  von  Quotienten. 
Wir  wollen  diese  nicht  wieder  aufnehmen,   wohl  aber  wollen  wir  ver- 
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suchen,  die  elliptischen  Functionen  durch  unendliche  Reihen  darzustellen. 
Die  erste  Darstellung,  die  sich  hierhei  ergiebt,  ist  die  in  der  Form 
von  trigonometrischen  Reihen.  Zu  derselben  kann  man  auf  mannig- 
fachen Wegen  gelangen.  Die  eine  Methode  besteht  in  der  Multiplication 
der  trifjonometrischen  Reihen  für 


mit  den  trigonometrischen  Reihen  für  '9"o(^")5  indessen  wollen  wir  von 
derselben  absehen  und  diejenige  Methode  anwenden,  die  vielleicht  am 
einfachsten  zum  Ziele  führt.  Der  principielle  Theil  der  Untersuchung 
ist  dabei  so  einfach,  die  Grenzen,  innerhalb  deren  die  Entwickelungen 
gelten,  so  naheliegend,  dass  wir  davon  absehen  wollen  und  uns  auf 
die  wirkliche  Ausrechnung  beschränken. 

Jedenfalls  können  wir  den  Ansatz  machen: 

=  —. 1-  y^Brn .  sin(2m  4-  Vjtcc. 

n  snu      simtv      ^j 

Aus  diesem  Ansatz  foWt: 


2K 


■Ji  sn(u-\-iK')        .      f     .    t\     -^^ 
^  ^      sinniv  +  — )     '"=0 

Die  linke  Seite  ist  aber  gleich 
2K 


\-^B,„.sin{27n  +  l)7r(f  +  |-j- 


—  h snu  =^A„^.  sin(2m-{-  l)nv, 


m  =  0 

wie   wir   es   schreiben   wollen.     Die    rechte  Seite    nimmt   die  Form   an: 

1 . 7?      /    ,         ,  2m  4-1  ,         ,     ,  2)n-fl\ 

Die  Vergleichung  ergiebt: 

27n-fl  7?        2m+l  A 

-2iq_     2      ^-a     .      =-^, 

2m-fl 
B,n.Cl  2^  =  A,„. 

Hieraus  folgt: 

2m-f  1 

oder  also  wir  erhalten  die  Darstellung: 

2m  +  l 

1 )  — —  snu  =  4  ^  -  — ^r— .  ,  sin  (2  m  +  1 )  ^r  r . 
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Zu  gleicher  Zeit  folgt: 

9  TT     1  1  "*r^      «2m+i 

^  :r   S71U      smjtv        ^l-g^m+i       ^  ^ 

In  ganz  ühnliclier  Weise  ergeben  sich  die  Formeln: 

27n-f  1 

3)  ^l;,,^4^^^^^cos(2m  +  1)..-, 

2k'K   1  1       ,    .%^/     iv     S""+'  /o       ,  1^ 

4) = h  4  >  (- 1)' — , — ^z,-r',cos(2m -i-\)jtv, 

'  7t    cnu      cosjtv  ^    Zj^       M  +  ^^m+i       V         I     y      ; 

5)  _,^^^  =  i  +  4^_i.^_cos2m;tv, 

1 

^A^ _L.  =  1  +  4  y (_  i)-,^_^ cos2mffi;. 
1 
Es  lassen  sich  noch  eine  Reihe  ähnlicher  Formeln  aufstellen,   in- 
dessen   kaim   von    denselben    füglich   aljgesehen   werden.     Wir   können 
aus.  diesen   Reihendarstellungen   aber   noch  Darstellungen  anderer  Art 
ableiten. 

Es  ist:  1    ■ 

smiiyy —^ — r  I 

'   '  2^  +  1  ^„^ 

1 


2«  +  l  2u 

niv —   —  —  71  tv       -^ 

c      .q       2    —  e         -q    ^ 


■    (   .  2>±1  ^ 

sinityv  -i — —^ — tj 


2ie"'\  q 2^  X'e2m5r»>2».(2/t  +  l)^ 


n,  ff      _t.   —  —nie !__!_  ^^ 

e      .q    2    —  e         q       2 
Durch  Addition   der  linken  Seiten  erhalten  wir: 

+ 


/        2(1  +  1  \    '      .      (     ,   2(1+1  \ 


sinn\  V 


^t^j+J  1  +  q^^'+^ 

4  sin  71 V  .  q    2 


1  -  2q^^'  +  ^cos27ir  +  ^'•^+2 
Die  Summe  der  rechten  Seiten  dao'esen  Jiimnit  die  Form  an: 

4g    2     >V/2/<  +  i)w   5J^(^2?n  +  l);rr. 
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Hieraus  folgen  uiiniittel))ar  die  Darstellungen: 

2k.K.snu_  ^^ q~t~(i^q^^'  +  ^-) 

2h  .K.snu      'sn  1 


8)      '^l^-J^'Snu  _  yr^^ 


/        2j[t  +  l   \ 


sm  71 


Aus  der  letzten  Darstellung  folgt  dann  scbliesslieh  noch  nach   be- 
kannten Regeln: 

2k. K.snu     ^    NT^^  (-  l)'' 


9)  '^ü. K.snu     ^.^ 


J      /        2^+1  \ 


So  haben  wir  füi"  die  Function  snu  drei  neue  Darstellungen  ge- 
funden. Mit  den  übrigen  Functionen  kann  ganz  analog  verfahren 
Werden.  Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  für  die  Functionen  cnu 
und  dnu  die  entsprechenden  Formeln  hinzuschreiben: 

2k.K.cnu  y,     (-l).g^(l -/'■+■) 

Til 

,,.    21.  K.  cnu  .'s:?  (—1)" 

")  — . —  =  -  '^':  —riJ+^ 

2k.  K.  cnu  _  _  .yl,  y.  (-1)"  +  " 

^^  n  ^,  ^      (        2a  +  l  \ 


13) 


2Z.<Zww      2K      ,.,      'en      "^     ^^  ^         l-</2/.-fi 

=  —  ~  hstn^jtv  > 


71  71  ^1  -  2q^f'+Kcos27iv -^q*f'+^ 

-)-  ni 


.  ,.        2K.dnu           .'*\i  /     ,x      ,         /        2a +  1   \ 
14)        =  -  i^j^'i-  lYcotangTciv '—^ — rj, 


-'"        -»     7C(V —^ t  —  v) 


Dj-itter  Abschnitt. 

Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
nebst  Anwendungen. 


Die  rationale  Transformation  der  elliptischen  Functionen 

für  den  Fall,  dass  u  =  0,  «'  =  0  entspricht. 

Denken  wir  uns  die  vier  Thetafnnctionen  für  ein  neues  Argument  v' 
und  einen  neuen  Modul  t'  gebildet,  welcher  den  Convergenzbedingungen 
Genüge  leistet,  so  können  mit  ihrer  Hülfe  neue  elliptische  Functionen 
gebildet  werden,  deren  Argument  durch  ii'  und  deren  Modul  durch  c 
bezeichnet  werden  möge.  Die  den  Grössen  K  entsprechenden  Grössen 
bezeichnen  wir  durch  den  Buchstaben  C.  Das  Problem  der  rationalen 
Transformation  der  elliptischen  Functionen  lautet  dann: 

Es  sollen  die  hinreichenden  und  nothwendio-en  Bedino-- 
ungen  dafür  aufgestellt  werden,  dass  die  Functionen  mit 
dem  Argumente  u'  und  dem  Modul  c  sich  rational  durch  die 
Functionen  mit  dem  Argumente  u  und  dem  Modul  k  aus- 
drücken lassen  unter  der  Bedingung,  dass  zwischen  u  und  «' 
eine  Relation  von  der  Form  besteht: 

u'  =  Mu  +  £. 
Wir  nennen  die  Functionen  mit  den  Argumenten  u  und  den 
Moduln  k  die  ursprünglichen,  die  Functionen  mit  den  Argumenten  ^t' 
und  den  Moduln  c  die  transformirten.  Wir  wollen  zunächst  den 
Fall  ins  Auge  fassen,  dass  s  =  U  ist.  Es  ist  nicht  schwer,  in  diesem 
Falle  nothwendige  Bedingungen  aufzustellen.  In  der  That,  vermehren 
wir  die  Argumente  der  ursprünglichen  elliptischen  Functionen  um 
ganze  Vielfache  von  AK  und  4JZ',  so  bleiben  sie  ungeändert,  es 
müssen  also  auch  die  entsprechenden  transformirten  elliptischen  Func- 
tionen ungeändert  Ijleiben.  Nun  folgt  aber  aus  den  früheren  Unter- 
suchungen  unmittelbar,   dass   die   hinreichenden  und  nothwendigen  Be- 
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dingungen  dafür,  dass  die  elliiDtiscben  Functionen  mit  dem  Argumente  «' 
l>ei  gleichbleibendem  Modul  den  entspreclienden  elliptischen  Functionen 
mit  dem  Argumente  u"  gleich  sind,  folgendermassen  lauten:  Es  muss  sein 

u"  =  u'  -\-  4mK+  Ani^iK', 
wobei   m  und  w?,    beliebige   ganze   Zahlen    bedeuten.      Also    müssen   die 
Beziehungen  stattfinden: 

M.K  =  a^C  +  a,iC', 


^^  '  iM.K'==\C-\-h,iC', 

wobei  Qq,  ai,\,h^  einstweilen   völlig   beliebige   ganze  Zahlen  bedeuten. 
Es  folgt  leicht,  dass  die  Zahl 

n  =  a^b^  —  a^&o 

eine  positive  sein  muss.     Es  ergiebt  sich  das  daraus,  dass  — ^  der  be- 

Icannten   Convergenzbedingung   Genüge    leisten   muss,    ebenso   wie  —^• 

Wir   nennen   diese   positive   ganze  Zahl   den  Grad  der  Transformation, 

die  Zahlen  a^,  «j,  6^,  ?>j   die  Transformationszahlen. 

Nun  ist:  »  c^  -r^ 

u  =  71  .  Q:^-'.  V  =  IK .  v, 

mithin  wird: 

C.  i'=3I.K.v  =  {a,C+a,iC')v 
oder  also: 

2)  v'=  («0+  «it')!;. 

Durch    Division    der   rechten    und    linken    Seiten    der    Gleichungen 
für  31 .  K  und  iM .  K'  ergiebt  sich: 

3)  .  =  ^4M 

«0  +  a^  T 
und  umgekehrt: 

Ferner  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  für  v'  der  zweite  Ausdruck: 
o)  v'-= 


&1  —  a^T 

Sind  also  die  vier  Transformationszahlen  gegeben,  so  sind  vermöge 
dieser  Beziehungen  die  Grössen  v'  und  t',  mithin  u'  und  c  bekannt. 
Das  Problem  der  Transformation  besteht  darin,  nachzuweisen,  dass  die 
ihnen  entsprechenden  elliptischen  Functionen  sich  rational  durch  die 
ursprünglichen  ausdrücken  lassen,  so  dass  die  bisher  aufgestellten  Be- 
dino-uno-en  nicht  nur  die  nothwendigen,  sondern  auch  die  hinreichenden 
darstellen. 


104  §  3C.    Zusammensetzung  der  Transformationen. 

§  3(). 

Zusammensetzung  der  Transformationen.    Lineare  Transformation. 

Einführung  der  Repräsentanten. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zwei  Transformationen  nach  einander  aus- 
geübt denken.  Die  Zahlen  der  ersten  bezeichnen  wir  durch  üq,  a^,  \,  h^, 
der  zweiten  durch  a^,  Ui,  ß^,  ß^.  Dann  lehrt  eine  Betrachtung  der  ein- 
fachsten Art,  dass  wir  zu  demsell^en  Ziele  gelangt  wären,  wenn  wir  auf 
die  ursprünglichen  Grössen  eine  Transformation  uns  ausgeübt  denkeü, 
deren  Zahlen  lauten:  ^  ,        „ 

Bs=\a,-\-hJ,,  s  =  l,2. 

Es  sind  also  zwei  nach  einander  angewandte  Transformationen 
gleichbedeutend  mit  einer  ganz  bestimmten  dritten,  sie  setzen  sich  zu 
einer  ganz  bestimmten  dritten  zusammen.  Die  hierbei  geltenden  Ge- 
setze können  Avir  in  übersichtlicher  Weise  darstellen. 

Wir  wollen  uns  ganz  allgemein  eine  jede  Transformation  mit  den 
Transformationszahlen  a,,,  «j,  h^,  h^  durcli  die  Determinante  dargestellt 
denken:  ,  ^    „    - 

und  diese  mit  dem  Namen  der  Transformationsdeterminante  be- 
zeichnen. Dann  entsteht  durch  Anwenduno-  zweier  beliebiger  Trans- 
formationen  eine  dritte,  deren  Determinante  gleich  dem  Producte  der 
beiden  ursprihiglichen  ist.  Hierbei  ist  aber  die  Multiplication  so  aus- 
zuführen, dass  die  Horizontalreiheu  der  bei  der  ersten  Transformation 
auftretenden  Determinante  mit  den  Verticalreihen  der  zweiten  mul- 
tiplicirt  werden.  Diese  Art  der  Multiplication  soll  in  der  Folge  bei- 
behalten werden.  Hieraus  folgt,  dass  der  Grad  der  dritten  Trans- 
formation gleich  dem  Producte  der  Grade  der  beiden  ursprünglich 
vorgelegten  Transformationen  ist. 

Eine  jede  Transformation,  deren  Grad  die  Einheit  ist,  nennen  wir 
eine  lineare. 

Es  ist  nun  nicht  schAver,  auf  Grund  der  soeben  aufgestellten  Sätze 
die  allgemeine  Transformation  durch  einfachere  zu  ersetzen.  In  der 
That,  setzen  wir: 

so  wird  eine  jede  Trausformationsdeterminante  («o^i)  gleich: 

I  «0«1 
I   ^0^1 


ao^'"^ao("'+i)  1 

In    1 

Ml  1 

b^{m)l^{.n  +  l)   , 

1    0 

•••|i  0 

§  SCt.    Zusammensetzung  der  Transformationen. 


105 


Dabei    sind    unter    den    Grössen    1^,1^,...  l„^   zunächst    völlig   will- 

kiirliclie    ganze   Zahlen    zu   verstehen.     Wir    kchmen   dieselben   stets   so 

bestimmen,  dass:  ,    .  ,, 

'  a^('"  +  i)=() 

ist.  In  der  That^  hierzu  haben  wir  nur  nöthig^  die  Grössen  l  so  zu 
bestimmen,  dass  die  Zahlen  «o^"')  beständig  fallen  mit  steigendem  Index 
vom  Zeichen  abgesehen.  Es  kann  aber  weiter  behau])tet  werden,  dass 
hierl-tei  m  stets  als  gerade  Zahl  angenommen  werden  kann.  In  der 
That,  ist  m  eine  ungerade  Zahl,  so  setzen  wir  an  Stelle  der  beiden 
Gleichungen : 


ff  («  —  !)_  f,  (,m)] 


die  drei  Gleichungen: 


(,n- 


f.  (w-2)^  ,,  im  —  l)(}         ,   _ 

1)  +  «0 

rt^('«-i)=  r/(,('"-i'+  «0*'"^ 

-  «0^'"^; 

{m- 


-^'+«o' 


("0 


Damit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nachgewiesen. 
Nun  ist  aber: 


l  1 

l'  1 

1  l 

1  0  1 

1  0 

1  u 

^    0  1 

1—1 

Hieraus  folgt  dann,  dass  die  allgemeine  Transformationsdetei-minante 
als  Product  einer  Determinante 

«0   ^ 


\  \ 


und  Determinanten  von  der  Form: 


1  l 

und 

1  0 

0  1 

V  1 

dargestellt  werden  kann.  Die  erste  Determinante  definirt  eine  Trans- 
formation w**'"  Grades  und  zwar  muss  a^b^  gleich  n  sein,  die  anderen 
Determinanten  dagegen  definiren  lineare  Transformationen.  Wir  finden 
daher  das  Resultat,  dass  eine  beliebige  Transformation  w*''"  Grades  er- 
setzt werden  kann  durch  eine  specielle  zu  der  Determinante 

gehörende  Transformation  m*^*^  Grades  und  eine  Reihe  linearer  Trans- 
formationen  specieller  Natur. 

Besonders    einfach    lässt   sich    dieses  Resultat  im   Falle  w  =  1   dar- 
stellen.   In  der  That,  in  diesem  Falle  erhalten  wir  als  Transformationen, 


IOC) 
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aus   denen    sicli    alle    zusammensetzen    lassen    müssen^    die    zu    den    De- 
terminanten 


gehörenden ,  wobei 


«0  0 

1    l 

1  0 

&o  h 

0  1 

V  1 

«0^  =  1 

sein  muss.     Unter  solchen  Umständen  muss 

«0  =  &i  =  1 
«0  =  />i  =  -  1 


oder 
sein. 


Bleiben  wir  bei  dem  ersten  Falle  stehen,  so  erhalten  wir  als 
Transformationen,  aus  denen  sich  die  allgemeine  zusammensetzen  lässt, 
die  zu  den  Determinanten  Gehörenden: 


Nun  ist  aber: 


1 

l  \ 

1 

0  1 

0  1 

V  1 

1  0 

:  1      0  1 

1  0 

V  1 

l'-l  1 

1  1 

1  0 

1          0 

1  0 

V  1 

l'  +  l 

1 

-1  l 

Hieraus  folgt,  dass  die  Transformationen: 

1  0 
V  1 
sich  sämmtlich  aus  den  Transformationen 

|±1   1 

zusammensetzen   lassen.      Im    zweiten   Falle    gestaltet    sich    die    Sache 
ähnlich,  wenn  wir  nur  die  Transformation 

-1    0 

!   0-1 

mit  hinzunehmen.    An  Stelle  dieser  letzten  können  Avir  aber  die  Trans- 
formation wählen: 

0  1 

-1  0 
da  die  Beziehunu"  besteht: 


-1   u 

0  1 

0  1 

0-1 

-1  0 

-1  0 
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Feraer  ist: 


1  1    l 

0-1 

1    0 

0  1  1 

0     1 

1     0 

-l  1 

1-1  0 

0-1 

0  1 

0  1 

0  1 

1    0 

-1  0 

-1  0 

-1  0 

Hieraus  folgt  dann  sofort  der 

Lehrsatz:   Eine  jede  lineare  Transformation  kann  diucli 
wiederholte  Zusammensetzung  der  Transformationen: 


1  0 

und 

0  1 

±1  1 

-1  0 

gebildet    werden.     Wir    nennen    die    letzteren  Fundamental- 
transformationen. 

Ein  ähnliclier  Satz  gilt  für  die  Transformationen  'n}^^  Grades. 
Nennen    wir    zwei   Transformationsdeterminanten    oder   auch    zwei 
Transformationen  (a^,  hj)  und  (a!^,  h\)  einander  äquivalent,  wenn  eine 
Gleichung  besteht: 


«0   «1 

«'o  «'l 

«0    «1 

\h 

&'o  h\ 

ßo  ßl 

wobei  die  Determinante  (a^,  ß^)  zu  einer  linearen  Transformation  gehört, 
so  folgt  der 

Lehrsatz:  Eine  jede  Transformation  w**^'^  Grades  ist  einer 
andern  (a^,,  h^)  äquivalent,  bei  welcher  die  Beziehungen  statt- 
finden: ^ 
«1  =  0, 

«(j?>i  =  M,     cIq  und  Jj   positiv, 

&Q  positiv  oder  Null  und  kleiner  als  h^. 

Es  braucht  nur  die  dritte  Behauptung  bewiesen  zu  werden.     Die- 
selbe folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung: 

;„  0 


«0  0 


rhi  h^ 


1  0 
r  1 


Ebenso  einfach  folgt  der 

Lehrsatz:  Zwei  Determinanten  der  angegebenen  Form 
können  nie  einander  äquivalent  sein,  ohne  identisch  zu  sein. 
Der  Begriff  der  Aequivalenz  setzt  eine  bestimmte  Reihenfolge  in 
der  Anwendung  der  Transformationen  voraus.  Zuerst  ist  die  Trans- 
formation  «*°"  Grades,  dann  die  lineare  Transformation  anzuwenden. 
Sehen  wir  von  der  Reihenfolge  ab,  fragen  wir  nur  nach  der  Zusammen- 
setzung  allgemeiner  Transformationen  n"°  Grades   aus  einfacheren  und 


10)^ 
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linearen  Transformationen,  so  lilsst  sich  eine  weitere  Reduction  vor- 
nehmen und  wir  finden  ohne  Mühe  das  Resultat,  dass  alle  Trans- 
formationen w*^"  Grades  sich  aus  der  einen  —  der  Haupttrans- 
formatiou  —  'in 

I  0  n 

und  linearen  zusammensetzen  lassen,  vorausgesetzt,  dass  nicht  alle  Zahlen 
einen  gemeinsamen  Factor  haben.  Für  unsere  Zwecke  tritt  dieses 
Resultat  aber  vor  dem  früheren  zurück.  Haben  alle  vier  Transformations- 
zahleu  einen  gemeinsamen  Theiler,  so  kann  derselbe  leicht  abgesondert 
werden,  denn  es  ist  ja: 


m  0 
0  m 


a  h 

c  d 


ma  mh 

mc  7)1  d 


Man  nennt  den  speciellen  Fall  der  Transformation,  welcher  durch 
die  Determinante  repräsentirt  wird: 

I  m  0 
0  m 
die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 
An  Stelle  der  Transformation: 


kann  aucli  die  Transformation 


1  0 

0  n 

n  0 

0  1 


geAvählt  werden,  die  mit  der  ersten  durch  die  Gleichuno*  zusammenhüno-t: 


n  0 

0-1  1 

1  0 

1    0  1 

0  1 

^    1    0 

0  n 

-1  0 

Wir  wollen  nun  von  jetzt  an  die  Bezeichnung  gebrauchen,  dass 
alle  Transformationen  w*°"  Grades  in  eine  Classe  gehören,  deren  De- 
terminanten einander  äquivalent  sind.  Dann  folgt,  dass  die  Anzahl 
dieser  Classen  eine  endliche  Zahl  ist  und  dass  wir  als  Repräsentanten 
einer  jeden  derselben  eine  Determinante  der  vorhin  definirten  Art 
setzen  können. 

Diese  Determinanten  wollen  wir  schreiben: 

t  0 


Für  dieselben  wird: 


v'  =  tf, 


tt-l 
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Die  Zahl  dieser  Classeii  ist  leicht  zu  hestimmen.  ^,  kann  jeden 
Factor  von  n  l^edeuten,  1  und  n  eingeschlo^ssen,  ^  ninuut  bei  einem 
vorgelegten  t^  genau  ti  Werthe  an,  also  ist  die  Classenanzahl  gleicli  der 
Summe  der  Divisoren  von  n.     Setzen  wir: 

n  =  a".hfi.c'''. . ., 
so    folgt   demnach    als    Zahl    der    nicht    äquivalenten    Classen    für   eine 
Transformation  w**^"  Grades: 

««+i_l   i,^'+i_  1  c-z  +  i-  1 


a-1        b  -l         c-l 
Ist  n  eine  Primzahl,  so  ist  die  Classenanzahl  gleich  n  +  1- 

§  ni}') 

Die    entsprechende   rationale    Transformation   der   Thetafunctionen, 

insbesondere  die  lineare. 

Die  elliptischen  Functionen  sind  Quotienten  von  Thetafunctionen. 
Es  liegt  unter  solchen  Umständen  nahe  zu  untersuchen,  ob  es  möglich 
ist,  die  Thetafunctionen  d;ji,iv',  z')  durch  die  ursprünglichen  auszudrücken. 
Es  zeigen  sich  hierbei  zunächst  keine  einfachen  Beziehungen.  Wir 
kommen  aber  zu  solchen,  wenn  wir  die  Function  zu  Grunde  legen: 

wobei  v'  und  t'  die  früher  angegebene  Bedeutung  haben.  Diese  Func- 
tion genügt  dann,  wie  man  sich  durch  eine  leichte  Rechnung  über- 
zeugt, den  beiden  Gleichungen: 


2) 
wobei  gesetzt  ist 


Da  die  Function  überdies  eine  ganze  transcendente  Function  von  v 
ist,  so  folgt,  dass  wir  es  mit  einer  Thetafunction  m*®""  Ordnung  zu  tbun 
haben,  welche  nach  bekannten  Regeln  durch  die  ursprünglicli  vor- 
gelegten Thetafunctionen  ganz  und  rational  ausgedrückt  Averden  kuiui. 
In  diesen  Ausdrücken  tritt  eine  Anzahl  von  Constanten  linear  auf  Die 
ganze  Schwierigkeit  in  der  Transformationstheorie  der  Thetafunctionen 
besteht  in  der  Untersuchung  dieser  Constanten.  Wir  wollen  diese  Unter- 
suchung  zunächst  im  Falle  einer  linearen  Transformation  (hirchfüliren. 

Nach  den  früheren  Untersuchungen  kcinnten  wir  uns  auf  die  Unter- 
suchung zweier  specieller  linearer  Transformationen  beschränken.  Die 
Formenmannigfaltigkeit  tritt  aber  in  diesem  Falle  klarer  und  einfacher 
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/u  Tai;»',  ucmi  wir  das  Prohlein  in  seiner  Allgemeinheit  behandeln.  Wir 
nehmen  dazu  zunächst  die  Function  n^{v),  welche  den  Gleichungen 
Genüge  leistet:       „  ,         ^.        ,     ^.        -n-  /  \ 

n,(:v  +  \)  =  i-iy""^n,{v), 

n,(v  +  t)  =  (-  i)*o'-"e— •^^■(2^+^)773(2;). 

Hieraus  folgt:  x-,  /  \  r.  /       \ 

wohei  c  eine  von  v  unabhängige  (Jonstante  bedeutet.  Durch  Substitution 
hal))er  Perioden  können  wir  hieraus  die  entsprechenden  Formeln  für 
die  anderen  77- Functionen  ableiten. 

In  der  That,  vermehren  wir  v'  um: 

g't'+h' 

so   wird  die  Grösse  v  vermehrt  um: 

gx  ^h 

wobei   ist: 

9  =  9^0,0-  ^*'«n 

Nehmen  wir  nun  die  Formeln  hinzu: 

so  folgt: 

3)  77,v/(^)  ^c.ei^''''-'^^-'"^'"^,^(^v,  x), 

wobei  gesetzt  ist: 
o  =  9^'^%\  +  h'^a^h^  +  2g'h'hf^ai  +  2g'\aQa^  +  21i!\%ai  +  2aQa^hQh^. 
Die    Constante    hat    für    alle   Functionen    den    nämlichen    Werth; 

Die  Zahlen  g  und  I)   können   einen  jeden   ganzzahligon  Werth  an- 
nehmen.    Setzt  man: 

g  =  g'  mod  2,    1^  =  ^'  mod  2, 
und    nimmt    an^   dass   die   Zahlen    g',  (/   die  Werthe  O  und    1   annehmen 
sollen,  so  nimmt  der  Factor  von 


tn 


c.e   T'"^g.„.(r) 
die  Form  an: 

g^()(ö-a)-F-^(9'I)'-r7'/0 
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Unter  solchen  Umstünden  ist  das  Pro])lem  der  linearen  Trans- 
formation auf  das  Problem  zurückgefülirt,  die  allen  Thetafunctionen 
gemeinsame  Constante  c  zu  bestimmen.  Dieses  Problem  ist  kein  ein- 
faches und  auf  mannigfachem  Wege  von  verschiedenen  Autoren  gelöst 
worden.  Für  unsere  Zwecke  genügt  es,  den  Werth  von  c^  zu  kenuen. 
Dieser  Werth  ist  auf  einfache  Weise  zu  bestimmen.  Nehmen  wir  dazu 
an,  dass  für  eine  beliebige  lineare  Transformation  die  Beziehungen 
stattfinden:  -r^   ^  ^  i     i  ,       ■. 

F.^,(v',r')  =  c.£,.'^aX^-,t), 

F.#o(f',T')  =  C.£o.^a.(f,r), 

A\obei  unter  a^,  «^,  a^  die  drei  Zahlen  0,  2,  o  nur  in  anderer  Reihen- 
folge zu  verstehen  sind,  so  sind  die  vier  Grössen  £3,  «g,  £,,  «^  nach  dem 
Früheren  vollkommen  bestimmt.  Die  dritte  Gleichung;  difPerenziren 
wir   rechts   und  links   nach  v  und  setzen  nach  erfolgter  Differentiation 

v  =  v'  =  0. 

Berücksichtigen  wir  dann  die  Beziehuno;: 

&\  =  jr#o.'9-2.'9-3, 

so  erhalten  wir  die  Beziehung: 

{>„(0,  r')  ^,(0,  r')  ^3(0,  r')  (a,  +  a,t')  =  c .  £,^„(0,  t)  .^,(0,  r)  ^^(0,  r) 
oder  also:  ,,      ,         . 

4)  c2  _  ' 


§  3>i. 

Die  lineare  Transformation  der  Thetafunctionen. 

Specielle  Diseussion. 

Wir  wollen  nun  die  allgemeinen  Resultate  etwas  specieller  unter- 
suchen. Zunächst  folgt  aus  den  vorhin  aufgestellten  Formeln,  dass 
zwei  Systemen  von  Transformationszahlen  r?Q,  «j,  &,,,  &,,  die  nachdem 
Modul  2  einander  congruent  sind,  dieselben  ursprünglichen  Theta- 
functionen entsprechen.  Wir  werden  also  die  wesentlich  von  einantler 
verscliiedenen  Fälle  der  linearen  Transformation  erlialten,  indem  wir 
die  Mannigfaltigkeit  der  Zahlen  ao,&o,  «!,&,,  die  der  Gleichung: 
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«0^1  -  ^o«i  =  1 

Genüge  leisten,  nach  dem  Modul  2  untersuchen.    Es  ergeben  sich  hier- 
bei sechs  Fälle,  die  wir  durch  die  folgende  Tabelle  darstellen  können: 


«0  = 

«l"" 

^'o- 

h^ 

I. 

1 

0 

0 

1 

IL 

0 

1 

1 

0 

III. 

1 

1 

0 

1 

IV. 

1 

1 

i    1 

1 

1 

'  0 

V. 

1 

0 

1 

1 

VI. 

0 

1 

1 

1 

1 

In  jedem  dieser  sechs  Fälle  können  wi]-  die  fertigen  Formeln  un- 
mittelbar vermöge  der  von  luis  entwickelten  allgemeinen  Formel  hin- 
schreiben. Wir  wollen  dabei  die  Constante,  die  allen  vier  Thetafunctionen 
gemeinsam  ist,  etwas  modificiren,  so  wie  es  aus  den  folgenden  Formeln 
ersichtlich  ist.  Es  geschieht  das,  um  zu  denselben  Formeln  zu  gelangen, 
die  Koenigsb erger  in  seinem  Werke  über  die  Transformation  der 
elliptischen  Functionen  aufgestellt  hat.  Wir  erhalten  die  folgenden 
Resultate: 

I.  «0  ^  1,    tti  =  0,    &o  =  0,    &i  =  1  mod  2. 

F.&,{v',T')  =  c&,{v,r), 

II.  Oq~^  0,    «1  ~~  1 ,    ^0^1;    ^1  —  ^^  '^^^  2- 

F.%{ü',  z')  =  c.e-^^"^''"+'"'-^&,{r,  r), 

F.^,(f',T')  =  c.e~T(''"*''+"''^'-''""'-'"^--'-'''+'*^^^(r,r), 
F.&,{v',r')^c.&,{i;T). 
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Wählen  wir  die  speciellen  Zahlen: 

«fo-";     «1=  -1;     ^0=1;     ^  =  <», 
so  wird:  ^ 

/  ^         I        ^  t 

T   = ;      1)   =  ~  =  —  TV. 

T  X 

III.  «0  —  1  >    ^1  ^  1 7    ^0  —  *  *>    ^1  ~  1  w?ör/  2. 

in , 

Wählen  wir  die  speciellen  Zahlen: 

f'o=l;    «1  =  1;    &o=<^    ^  =  1, 
so  wird: 

r'=— ^,    i;'=(l+r')t'. 

1  —  T 

IV.  «0—1?    «i^^l,    &o^l;    bi  =  0mod'2. 
F.  d-^{v',  t')  =  c .  e       4^°'^2(«^;  ^)> 
F.%{v',T')  =  c.e-^&,(v,r), 

i  7t 

F.d;{v',  t')  =  c.e-T('^*"-""'^•  +  ^«°--^^^(^;,  r), 

Wählen  wir  die  speciellen  Zahlen: 

«0  =  1;    «i  =  -l;    ^0==^    ^==t); 

so  wird: 

/       ^  —  1         f       ^        /i         f\ 
t' = ;     V  =  —  =  (l  —  T)V. 

X  X 

V.  «0=1,    «1  =  0,    \~'\.,    \^^\mod2. 
F.%(v',x')  =  c.&,iv,x), 

ITt 

F.%,{v\  x')  =  c.e--^''^''''-"'''"  +  """-'^'^i(r,  t), 

F.  &^{v',  r')  =  c .  e-'^»^{v,  x). 
Wählen  wir  die  speciellen  Zahlen: 

«0=1;    «1  =  **;    ?^o=  -1;    ^^  1; 
\      so  wird:  f  ,   i         r 

T    =  T  +  1 ,       V   =  V. 
Krause,  Doppeltperiodische  Functionen    I.  8 
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VI.  «0=  ^K    «1  =  1,    ?>o  =  1 7    &i  =  1  mod  2. 

F.&,(v',  r')  =  c.e-T(""*"+«'''-«""'-'"''--*"+'\^,(v,  t), 

Wählen  wir  die  speciellen  Zahlen: 

«0=*';     «1  =  1?     ^0=  -1?     ^  =  1; 
so  wird: 

Es  ist  klar,  dass  der  zweite  und  fünfte  Fall  die  beiden  linearen 
Transformationen  in  sich  enthalten,  aus  denen  wir  alle  zusammen- 
gesetzt haben,  und  dass  wir  die  sämmtlichen  Resultate  auch  durch 
mehrfache  Anwendung  dieser  beiden  Transformationen  hätten  ableiten 
können.  Ebenso  leicht  folgt  aber,  dass  wir  dasselbe  Resultat  auch 
durch  wiederholte  Anwendung  der  Transformationen  des  zweiten  und 
dritten  Falles  hätten  ableiten  können. 


§39. 
Die  lineare  Transformation  der  elliptisclien  Functionen. 

Indem  wir  die  lineare  Transformation  der  Thetafunctiouen  abgeleitet 
haben,  haben  wir  zu  gleicher  Zeit  im  Wesentlichen  die  lineare  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  erledigt.    Jedenfalls  finden  wir  den 

Lehrsatz:  Die  transformirten  elliptischen  Functionen 
lassen  sich  im  Falle  der  linearen  Transformation  rational 
durch  die  ursprünglichen  darstellen. 

Ueber  die  Constanten  ist  hierbei  nichts  ausgesagt.  Man  überzeugt 
sieh  leicht,  dass  dieselben  sich  rational  aus  achten  Einheitswurzeln 
und  den  ursprünglichen  Thetaquotienten  für  die  Nullwerthe  der  Ar- 
gumente ausdrücken  lassen. 

Die  einzige  Schwierigkeit,  die  hierbei  auftritt,  besteht  in  der 
Bestimmung  des  Argumentes  der  transformirten  Thetafunctionen,  der 
Grösse  «'.     Dieselbe  kann  leicht  gehoben  werden.     In  der  That,  es  ist: 

oder  also:         "'  ^  ''^''^^^'  ^'^'''  =  ^^^'(0,  ^')  K  +  «i^O^ 
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oder  mit  Bezug  auf  die  früher  gewonnenen  Resultate: 

I  u'--^    ^"'^^''^    ''•'■'  ZI 

Damit  ist  u'  eindeutig  bestimmt. 

Es  hat  nuu  keinen  Zweck,  für  die  elliptischen  Functionen  die 
allgemeine  Formel  aufzustellen  oder  auch  nur  die  sechs  Fälle  in  ilirer 
Allgemeinheit  zu  behandeln.  Es  genügt  für  die  späteren  Zwecke  voll- 
kommen, wenn  wir  die  vorhin  angegebenen  speciellen  Fälle  ins  Auge 
fassen,  wobei  dann  der  erste  Fall  ganz  herausfällt. 

Die  den  Grössen  h  und  Ä;'  entsprechenden  transformirten  Grössen 
bezeichnen  wir  durch  c  und  c',  dann  erhalten  wir  die  folgenden  Resultate: 

II.  «0  =  U,  flj  =  -  1,  &,  =  1,  &i  =  ( ),     Vc=  ]//?,  ]/?=  Vk,  u'  =  in. 

snUu.k)  =  i — ; — ^? 
^         ^        cn{u,K) 

/•      7,  1 

cnnu,  k)  =  — -, — ^r? 
^         ^      cn{u,k) 

,        dn{u,k) 

^         ^       cn{u,k) 

III.  «0=1,    ax  =  l,    &o=<',    h,=  1. 

sniku,  ,  j  =  ksn{ii,  k), 
cniku,  yj  =  (ln{u,  k), 
dniku,  yj  =  cn{u,  k). 
IV.  «0  =  1,    a,=  -h   h,=  \,    &i  =  n. 

/^      ik'\  sn(iu,k) 

(i      '^'\  1 

cniku,  ,1  =  -7—7^ — r^f 

,    /^      ^/v'^       cn(iu,k) 
H^'''j)  =  dniJu,lc) 
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V.   «0=1;    «i=<^>,    &o=-l;    ^  =  1- 


sn 


dn(u,li) 


(*'"'f)- 


=  1,    &o=-l;    &i  =  l- 

f    ,      1\  ,sn{u,lt) 

sn\  ikii,  ^]  =  ik  --  ;     7;? 
\  K  /  cn{u,k) 


VI.  «0=0;   f'i 


cn 


/.,,      1\       dn(u,k) 
\  A;  /       (;w(«<,  k) 

dn  ( iZ;'M,  TT )  =  — 7 — T^* 
\  k  /       cn{u,k) 

Damit  sind  die  Hauptformeln  aus  der  Theorie  der  linearen  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  vollkommen  entwickelt. 


§  40.") 
Die   Transformation  zweiten  Grades  der  Thetafunctionen. 

Bei    der   Transformation    zweiten   Grades   können  wir   uns   auf  die 
drei  Repräsentanten  beschränken: 


1  0  i 

1  0 

2  0 

0  2  1 

1  2 

0   1 

Zunächst  fassen  wir  ganz  allgemein  eine  Transformation  ins  Auge, 
bei  welcher  a^  =  0  ist. 

Für  dieselbe  setzen  wir: 

dann  folgen  die  Gleichunsen: 


'obei: 


nA^  +  !)  =  (-  ^yn,,(v), 

II,,(v  +  t)  =  (-  iy)fc-2«'(2<'+r)77,,(v), 
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Hieraus  folgt,  wie  wir  auch  schon  allgemein  bewiesen  hatten,  dass 
die  sämmtlichen  transformirten  Thetafunctionen  Thetafunctionen  zweiter 
Ordnung  mit  der  Charakteristik  (g,  f))  sind  und  daher  durcli  die  ur- 
sprünglichen in  bekannter  Weise  ausgedrückt  werden  können.  Wir 
fragen  zunächst,  wann  wird  die  Charakteristik  (g,  t))  mit  der  Charak- 
teristik (0,  0)  zusammenfallen?  Diese  Frage  kommt  auf  die  Lösung  der 
Congruenzen  hinaus:  «-^.  =  01 

/,    "^  \m0cr2, 
wobei  ist:  &o^  +  &.^  +  Mx^Ol 

«0^1  -  &o«i  =  2. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  bei  beliebig  vorgelegten  Werthen 
von  üq,  &„,  &j   immer  zwei  und  nur  zwei  Systeme  x,  y  gefunden  werden 
können,  welche  diesen  Gleichungen  Genüge  leisten.    Genauer  specialisirt 
ergeben  sich  für  die  drei  Arten  von  Repräsentanten  die  Werthe: 

9  =  0,  h^  s,  £  =  1,0, 

g  =  0,  h  =  s,  £  =  1,0, 

g  =  e,  A  =  0,  £  =  1 ,  0. 

Mit  anderen  Worten  wir  finden,  dass  von  den  zwölf  transformirten 
Thetafunctionen  sechs  die  Charakteristik  (0,  0)  haben,  und  zwar  sind  es 
die  Functionen: 

^3(^,1)'  ^o(^,|)>  ^3(^,^^)'  ^o(^.'^)'  ^3(2^,2r),  0,(2i;,2r). 

Dieselben  lassen  sich  also  als  lineare  homogene  Functionen  der 
Quadrate  zweier  beliebig  gewählter  der  vier  Thetafunctionen  darstellen. 
Um  die  einfachsten  Darstellungen  zu  erhalten,  stellen  wir  die  folgende 
Betrachtung  an. 

Vermehren  wir  v  um: 

wobei  m  und  n  belie))ige  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  wird  v'  vermelirt  um: 


1        .    1 

wobei  gesetzt  ist: 


^+2^^ 


^  =  ma^-\-  nh„, 
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Hieraus  folgt,  dass  es  immer  zwei  Substitutionen  halber  Perioden 
giebt,  welche  eine  beliebige  transformirte  Thetafunction  in  sich  über- 
führen und  zwar  sind  es  für  die  drei  am  Anfange  des  Paragraphen 
näher  skizzirten  Fälle  die  Werthe: 

w  =  0,  w  =  £,  £  =  1,  0, 

m  =  e,  n  =  6,  £  +  «i   -  Omod2, 

m  =  £,  n  =  0,  6  -■=  0,1. 

Hieraus  folgt  ferner,  dass  die  beiden  übrig  bleibenden  Substitutionen 
halber  Perioden  dann  eine  jede  der  transformirten  Thetafunctionen  in 
eine  und  dieselbe  andere  transformirte  Function  überführen.  Es  em- 
pfiehlt sieh  nun,  zur  Darstellung  einer  jeden  der  sechs  transformirten 
Thetafunctionen  ein  Paar  ursprünglicher  Thetafunctionen  zu  nehmen, 
welche  durch  die  entsprechenden  Substitutionen  halber  Perioden  in  ein- 
ander übergehen.  Es  sind  dann  bei  einer  jeden  der  sechs  Functionen 
nur  noch  zwei  Möglichkeiten  vorhanden. 

Nehmen  Avir  zunächst  die  Function: 


^o{^,j)> 


so  gehören  zu  ihr  die  beiden  Paare  -i^oC^)? '^i('*^)  ^^"^  ^%(^)?  "^aC^O-    ^^^ 
wollen  das  erste  nehmen,  so  folgt: 


^o('^;2)  =  CiV(^)+^2^i'(") 


oder  da  c,  =  C,  sein  muss: 


Hieraus  folgt: 


0(04) 


V 


Aus   der  Productform   der  Thetafunctionen  folgt  alier  unmittelbar, 
dass  wir  hierfür  schreil)en  kchinen: 


1 
c  = 


^,, 


oder  also  Avir  erliulteu  die  Gleichung: 
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Durch  Substitution  halber  Perioden  folgt  hieraus: 

Genau    so    einfach    sind    die    anderen    Fälle    zu    untersuchen.      Da 
keine  irgendwie  neuen  principiellen  Gesichtspunkte  hinzutreten,  so  könne 
wir  uns  darauf  beschränken,   die  fertigen  Formeln  hinzuschreiben. 

Es  ist: 

2^3(0,  2t)^,{2v,  2r)  =  ^,\v)  -  ^^\v), 
2^3(0,  2t)  ^,{2v,  2r)  =  ^,\v)  +  ^,Hv). 
Auf  diesem  Wege  sind  sechs  der  zwölf  transformirten  Thetafunctionen 
erledigt.  Die  sechs  anderen  gruppiren  sich  zu  je  zwei,  so  zwar,  dass 
dieselben  zu  je  einer  der  noch  übrigbleibenden  Charakteristiken  gehören. 
Da  sie  entweder  gerade  oder  ungerade  sind,  so  folgt,  dass  sie 
nur  noch  eine  Constante  willkürlich  in  sich  enthalten,  deren  Be- 
stimmung keinerlei  Schwierigkeiten  verursacht.  Wir  können  unter 
solchen  Umständen  wohl  die  fertigen  Formeln  hinschreiben: 

^'G-2) 


4) 


^, 


^,{y).&,{v) 


^. 


^. 


Q"^ .  %'a 


V^2)  _&M.^,(v) 


'9-2. -^3 


d-Q.d-2 


d-Q.% 


^0(0,  2t) 
^oO->,2r) 


&0-&3 
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§41. 
Die  Transformation  zweiten  Grades  der  elliptisclien  Functionen. 

Aus  der  Transformation  der  Thetafunctionen  folgt  sofort  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen.  Die  einzige  Schwierigkeit  be- 
steht wieder  nur  in  der  Berechnung  des  Argumentes  id  und  des 
Moduls  c  der  transforniirten  Functionen.  Diese  Berechnung  kann  aber 
unmittelbar  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  erfolgen,  wenn 
wir  wieder  die  Relationen  erwägen: 

Jedenfalls  ergiebt  sich  auch  bei  der  Transformation  zweiten  Grades 
das  Resultat,  dass  die  transforniirten  elliptischen  Functionen 
sich  rational  durch  die  ursprünglichen  darstellen  lassen. 

Wir  wollen  nun  die  fertigen  Formeln  für  die  drei  Transformationen 
aufstellen. 

I.  aQ=l,   «1  =  0,    &Q=0,    Z>i  =  2. 

o  =  Yyli     ^*  =  (l  +  ^Ow. 


,  ,  (1+  h)snu 

^       ^        l  +  lcsw^u 

cn(u',  c)  =  — 
dn(ti',  c)  = 


+ 
cnu.dnu 

+  ksn^u 
1  —  Jcsn^ii 


1  +  lisn^u 
Diese  Formeln  enthalten  die  sogenannte  Gauss'sche  Transformation 

m  sich, 

II.  aQ=l,   «5  =  0,    \=1,    hl  =  2. 
2yÜ''i 


h-^-k'i 


u'  =  (k'  —  ih)u, 


,  ,    .         (k'  —  iJv)snu.dnu 


cnu 


cn(u',  c)  = ,  .,    ,    .,,. — 2~' 

1  —  k{k  -{-  ik')sn^u 

,    .  ,    .        1  — k(k  —  ik')sn'^u 

dn{u,  c)  =  ^j ,  ;,    ,    .,/ — 2-  • 

1  —  «(«  -f  ik)sn^u 
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III.   %=2,    «1  =  0,    h^=0,    &,  =  1. 
^=1^'     e,'=(l +  /,')«, 

dnu 

,  ,    ,       1-  (i-{-Jc')snht 

cniu,  6')  = ^— , 

dnu 

T    .  ,    V       1  —  (1  —  Jc')sn'^u 

an(u,  c)  = ^^-^ ~ 

dmi 

Diese  Formeln  enthalten  die  sogenannte  Landen 'sehe  Trans- 
formation in  sich. 

Um  die  sämmtliehen  verschiedenen  analytischen  Formen  der  Trans- 
formationen zweiten  Grades  herzuleiten,  müssten  die  sechs  früher  be- 
handelten linearen  Transformationen  auf  jeden  der  drei  Repräsentanten 
angewendet  werden.  Man  darf  sich  aber  darauf  beschränken,  die  drei 
Formen  anzugeben,  die  durch  Anwendung  des  zweiten  der  sechs  linearen 
Transformationsfälle  hervorgehen.  In  der  That,  es  war  gezeigt  worden, 
dass  die  linearen  Transformationen  aus  dem  eben  bezeichneten  und 
demjenigen  Normalfall  sich  herleiten  lassen,  der  den  Integralmodul  in 
den  reciproken  vei-wandelt.  Dieser  liefert  jedoch  keine  neuen  analytischen 
Formen  der  Transformation  zweiten  Grades,  da  snu  in  sich,  cnu  in 
dnu  und  umgekehrt  übergeht. 

Der  Vollständigkeit  halber  mögen  diese  neun  Formeln  wirklich 
angegeben  werden. 

l.    c  =  T-TTT'     **'  =  (1  +  ^c)iu, 

,  ,    .       i{\  -\-  k)snu 

sn(u'  c)  ==  -^ •; } 

cnu. dnu 

,  ,    ,       1  +  lisn^u 
cn{\i ,  c)  = 


dn(u'y  c)  = 


ctiu.dnu 

1  —  Je  .sn^u 

cnu .dnu 


IT.    c  =  -^ mj     w'  =  (h  —  ik')u, 

k  —  ik 

,  ,    ,       (k  —  ik')snu.dnu 

sniu,  c)  = ; 

^   '   ^  cnu 

1  —  {k  —  ik')ksn^u 

, 

cnu 

1—  (Z;  -+-  ik')ksn^u 


cn{u\  c)  = 
dn{u',  c)  = 


cnu 
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III.    C==    f^L       H'=(l+/Oiw, 

,  ,  .  i(l-{-Jc')snti.cnu 
^  '  ^  1  —  (1  +  k'jsrru 
...  dnu 

1  -  (1  -  /^sn^i* 

'^«(^s^)  =  T:r-(T+j^)7Ä- 

§  42.^8) 

Darstellung   der  Differentialquotienten   der  elliptischen  Functionen 

nach  den  Argumenten. 

Wir  M^ollen  die  Transformatioiistlieorie  zunächst  uiiterl)reclien ,  um 
einige  Anwendungen  der  bisher  angestellten  Betrachtungen  auf  ver- 
schiedene Probleme  vorzunehmen. 

In  erster  Linie  Avollen  wir  das  Problem  behandeln,  die  Differential- 
quotienten der  elliptischen  Functionen  nach  dem  Argument  zu  unter- 
suchen. 

Setzen  wir:  ^2m—izjS^ 

so  leistet  diese  ganze  transcendente  Function  den  Gleichungen  Genüge: 

Wir  haben  es  also  mit  einer  Thetafunction  von  der  Ordnung  2  m 
zu  thun  und  können  setzen: 

oder  also  wir  erhalten  das  Resultat: 

/  =■  u 

Im  einfachsten  Falle  wird,  wie  schon  bewiesen: 


IN                       d^"'-^snu  .,      "sn    ,       „ 

1 )  — r-n r-  =  c n  u .  dn  u  7, '"  Cr  ■  sn^ '  u. 


2) 


dsnu  , 

T      =  cnu.dnn. 

Genau  so  folgt: 

r  =  m— 1 

— r-^ — ,  -  =  snu.  dn u  x,  ''w  ■  cn^ '' u 

r  =  0 

denn  , 

— , —  ^  —  snu .  dnu. 
du 
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3) 


,,         ,    ,  r=m-l 

d^"'  —  ^dnU  "STi  irr  -, 

=  snu  .cn  w  >, c^.  d n- '' u , 

r     0 


dclnu 
du 


=  —  Jc'^snu  .C71U. 


Ganz  analog  wie  vorhin  Avollen  wir  ferner  setzen: 

72  m      I  \    / 


d' 


/2„.+i(^;)  =  ^^"'+H^) 


^o(^) 


dv'' 


Es   ist  dann  f>m+i(f^)  ^ine  ganze  transcendente  Function,   die  den 
(ileicliuno'en  Genüge  leistet: 

f'2m  +  l(y)  =  —  f2m  +  l(v), 

f2n.  +  i(v  +  r)  :=  -  e-(-«+i:""(^'''  +  -)/;,,+  i(t'). 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Darstelluntr: 


r      0 

oder  also  es  ergiebt  sich  das  Resultat: 
4) 


d-'^snu  "SJ  t 

=  sn  uy.  Cr .  sn-  'u. 

/•^  0 


f7«2. 


Setzen  wir  m  =  l,  so  ergiebt  sich  mit  leichter  Mülie: 
d^snu 


du^ 


=  -  {l  +  }c')snu  +  2]chnhL 


Für  die  Cosinusamplitude  erhalten  wir  ähnlich: 


ö) 


i2r, 


du^"' 

Im  einfachsten  Falle  wird 
d^cnu 


d^'^cnu  "^  ,, 

=  cnu  y',er.cn'-'  u. 

r      0 


6) 


du^ 
Endlich  erhalten  wir: 

d-"'dnu 


{2k^-l)cnu  ~  2kHn^u. 


,v. 


,  ,,       =  dnu  y'c"'dn'''u. 


Im  einiachsten  Falle  wird: 

^P^  =  (2  -  Jc')dnu  -  2dn'i(. 

Aus  den  angestellten  Untersuchungen  folgt,  dass  (he  Coefficienten 
c  und  e  sämmtlich  ijanze  Functionen  von  Ä^  sind. 
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Die  lineare  Transformation  giebt  nun  einige  wichtige  Beziehungen. 
Erstens  lehrt  sie,  dass  wir  nur  nöthig  liaben,  die  Differentialquotienten 
der  Cosinusamplitude  zu  berechnen,  um  aus  ihnen  sofort  die  Differential- 
quotienten   der   Deltaamplitude    zu    kennen.      Es    ergiebt   sich   das   aus 

der  Relation:  /        -|^\ 

dniu,  li)  =  cnUiu,  y  )• 

Zweitens  aber  ergiebt  sich  für  die  Differentialquotienten  der  Sinus- 
amplitude die  Beziehung: 

sn\liu,  -77)=  y  sw(«,  k). 

Auf  die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficienten  möge  nicht  tiefer 
eingeffiingen   werden,   wir   beschränken   uns  vielmehr  auf  die  folgenden 

000/  O 

Bemerkungen. 

Wir  fanden  die  Form: 

Hieraus  folgt  durch  nochmalige  Differentiation: 

4-  cn^udn^uyX^r  +  1)  2rs,„^rSn^''~^ti. 
Andrerseits  ist: 

r  ^  m  +  1 

Die  Vergleichunff  ergiebt: 

[  s„,+  ,,,.=  (2r  -  1) .  2r.Jch,n,r-i  -  (2r  +  1)^  (1  +  Jc')sr„,r 
^      i  +(2r  +  2)(2r  +  3)s„,,,+,. 

Wir  haben  also  eine  Recursionsformel  für  die  Coefficienten  jje- 
funden,  mit  deren  Hülfe  dieselben  berechnet  werden  können.  Wir  können 
dieselbe  leicht  so  verallgemeinern,  dass  sie  für  alle  drei  elliiitisehen 
Functionen  Gültigkeit  besitzt.  In  der  That,  verstehen  wir  unter  f(u) 
eine   der   drei  elliptischen  Functionen  snu,  cnu,  dnu  und  nehmen  an, 

ist,  so  k()imon  Avir  setzen: 

d"-f(n)      ^ 
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Dann  erhalten  wir  die  Recursionsformel: 

Sm+i,r={2r-l).2r.y.s,>,,r-i  +  (ßr+lfß.Sr„,r'^{2r  +  2)(2r+)])a.s,„,r  +  i. 

Die  letzten  Betrachtungen  gelten  für  die  geraden  Differential- 
quotienten.  Die  ungeraden  können  dann  ans  ihnen  durch  noclinialiges 
Differenziren  gefunden  werden. 

Andre  hat  diese  Recnrsionsformeln  verfolgt,  um  die  Eigenschaften 
der  Coefficienten  näher  zu  entwickeln. 


§  43. 
Die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  Potenzreihen. 

Setzen  wir  in  den  aufgestellten  Formeln  für  die  Differential- 
quotienten  der  drei  Functionen  snu,  cnu,  dnu  das  Argument  gleich 
Null,  so  erhalten  wir  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  derselben 
nach  Potenzen  von  u.    Aus  den  gefundenen  Resultaten  folo-t  dann  der 

Lehrsatz:  Die  drei  elliptischen  Functionen  SWM,  cw^<,  Jww 
lassen  sich  als  Potenzreihen  von  ti  darstellen.     Die  Coeffi- 
cienten setzen  sich  ganz  und  rational  aus  k'^  zusammen. 
Ferner  folgt,  dass  wir  den  Ansatz  machen  können: 

3  0 

snu  =  —  —  %i—  -\-  %.^  —  ■  ■  ■  ^ 

1  öl  Dl 


1) 


cnu=l-^,j^  +  ^:8,^^ 


.2 


dnu  =  1  —  ©iT-^  +  ^2 


Die    lineare    Transformation    zeigt    dann    die    Richtigkeit    der    Be- 
Ziehungen: 


%{k)  =  ¥-'ä„(j)- 


Wir  können  uns  also  auf  die  Betraclitung  der  Cosinusam})litudL' 
beschränken,  um  zu  gleicher  Zeit  die  Betrachtung  der  Deltaami)litud(' 
durchgeführt  zu  haben. 

Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  St„(Ä)  eine  ganze  reciproke  Function 
vom  Grade  n  ist,  dass  ^„{k)  den  Grad  2n  und  93n(^)  il^n  Grad  2n—2 
besitzt.  In  Bezug  auf  die  letzte  Eigenschaft  möge  daran  erinnert 
werden,  dass  die  Grössen  ß„  den  gemeinsamen  Factor  k^  l)esitzen  müssen, 
weil  die  Deltaamplitude   1  wird,  wenn  k'^  =  0  ist. 


cn 


cn 
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Hermite  hat  die  Transformation  zweiten  Grades  dazu  benützt,  um 
einige  interessante  Eigenscliaften  der  Coefficienten  abzuleiten.  Es  möge 
das  in  folgender   Weise  auseinandergesetzt  werden. 

Die  Transformation  zweiten  Grades  lehrt  die  Richtigkeit  der 
Formeln:  ,  ,.  ^  .,,,  l.en'u  +  ik' 

'••  U*  -  '*^ ) "'  f::^^)  -  ^''  -  '^ )  — ^i — ' 

Die  Verbinduno;  beider  Formebi  ergiebt: 

2)  {h  +  ik')cni(k-iJc')u,j^'.,,)  +{k-ih')cnUk  +  ik')u,  -  -,)  ^21- .cnt<. 

Setzen   wir  k  =  cosy,   so   nimmt  die  letzte  Formel  die  Gestalt  an: 
e5''cw(e~>"'M,  e^y')  +  e~y'cn(eyht,  fc~^i'')  =  2cosy  .cn{u,  cosy). 
Ersetzen    wir   die   Cosinnsamplitude   durch   ihre   unendliche   Reihe, 
so  folgt  für  33«  die  Formel: 

c(2"-i))'^-93„(e~2yi)  +  e-(2«-i))''g3„(e2)'')  =  2cosy  .^^icosy). 
Wir  wollen  nun  den  Ansatz  machen: 

S5„(Ä;)  =  feo  +  h,{2ky  +  b,  {2ky  +  • . .  &„_i(2/o-^«-2, 

so  folgt  aus  den  früher  angestellten  Betrachtungen  leicht,  dass  die 
Grössen  b  ganze  Zahlen  sein  müssen,  dass  ferner  b^  stets  gleich  1 
sein  muss. 

Die  aufgestellte  Gleichung  für  die  Grössen  93„  liefert  nun  die 
Beziehung: 

r-=»>  —  1  i)=:n  —  1 

^2^'-b,cos(2n  -  ir -  l)y  =^2'-'%cos'~'-'+^y. 

r      0  o      0 

Ersetzt  man  cos^''+^j/  durch  die  Cosinus  der  vielfachen  Winkel 
vermöge  der  Formel: 

2^^cos''^+'y  =  cos{2Q-\-\)y-{-^^^cos(2Q  -  l)y 

,2q+12q                                 (2^  +  1). ..(p  +  2) 
H ^j^ g- cos{2q  -  3);^  +  •  •  •  ^^^ '—^-^ ^- cosy, 

so  ergiebt  sich  mit  leichter  Mühe: 
22-J.C05(2«-4.-l),=2'(^+  '^^.  +  .+  (l&±Rp.^3i,,^^,_  +  . 

Da  diese  (Heichung  für  alle  Werthe  von  y  gilt,  so  müssen  die 
Coefficienten   derselben   Cosinus   links    und   rechts  einander  gleich  sein. 
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Einem    ovo-ebeneii    Wertbo    von    q    entspricht    für   r    t'iiuM-    der    hfiden 

Werthe: 

n  —  Q  —  1      w  +  p 

2         '     ~2~~' 

je  nachdem  die  Zahl  2n  —  4r  —  l  positiv  oder  nef^ativ  ist.    Wir  haben 
denjenigen  zu  wählen,  für  welchen  r  eine  ganze  Zahl  ist.    Man  hat  also 

oder  2 

2«  +  o7,       -fe+2p  +  3  (2p+5).(2p  +  4)  (2n-l)...(n-fp  +  l) 

2K6^,  6,+  --^-&,^.,+       ^-g b,^,+    TTiryx»^-'?^^  ""'• 

Giebt  man  der  Grösse  q  die  Werthe  n  —  \,n  —  2,n  ~  ?>, . .  .i),  so 
erhält  man  ein  System  von  n  linearen  und  homogenen  Gleichungen: 

2^h-h       4-^*^-^  (2n-l).(2>.-2) 

2^-^/,  ?>       4-^*^-^/,      ,  (2n-3).(2n-4)  (2n-l).(2w-2).(2,i-3) 

2«  — IJ  X 

7,^7,  '■'^•4;     ,        (2w-l)...(w  +  l), 


2»6„ 


ZAvischen  den  w  Grössen  h^^^h^, . . .  bn—v  Man  überzeugt  sich  durch 
Addition  leicht,  dass  nur  n  —  1  derselben  von  einander  unabhängig 
sein  können. 

Diese    Gleichungen    können    nun    zur    wirklichen    Berechnung    der 
Grössen    b    dienen.      Nehmen    wir   z.  B.  n  ==  7,   so    sind    die    folgenden 
Gleichungen  aufzulösen: 
13 


2^2=  L  + 


:r> 


2\  b,  =  6.1  +  ^  h+  y:2~' 

OIO    7  7     _!.    9    ;        L    11.10    ;         ,      13.12.11 

o.  7       7    .    "^  7.  ^9.8,     ,    ll.lO.O  ,     ,    13.12.11.10 
2^Z>,  =  Z;,+  T  ^^  +  172  ^-^  +     1.2.3    ^^'  +       1.2.3.4     ^ 

««  ,       X       5,      7.6,    .9.8.7,    ,11.10.9.8,       13.12.11.10.9 


% 
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Hieraus  folgt: 
h^  =  74733,     h,  =  1 4340(50,     b,  =  1670G72,     \  =  253941 ,     b,  =  4083. 
Unter   solchen  Umstünden   nehmen   die  ersten  Coeffieienten  in  der 
Entwickelung  von  cnu  die  Form  an: 
93,  =  1, 
S3,  =  l  +  (27.)^ 

«3=l  +  ll(2/.■)^+(2/o^ 

35,  =  1  +  102  {2ky  +  57  (2/0^  +  {^Jcf, 

33,  =  1  +  922  {2hf  +  1923  (2ky  +  247  (2^)"  +  i2hy, 

35,.  =  1  +  8303  {2ky  +  54415  (2/.:)'^  +  24040(27i;)*5  +  1013(2Z:)''+  (2A:)^°, 

93,  =  1  +  74733(2  7«)^  1434000(271;/+  1070072  (2  7«)« 

+  253941  (27i;)H  4083  (2^^^+  (27.:)'^ 

Aus  diesen  Coeffieienten  folgen  dann  vermöge  der  vorhin  ent- 
wickelten Beziehung  unmittelbar  die  Coeffieienten  der  Deltaamplitude, 
und  zwar  wird:  f^  _  7,2 

^,==k\k'-\-2'), 

{^^  =  k\¥-\-n.2\h^-\-2'), 

Die  Coeffieienten  der  Sinusamplitude  können  dann  vermöge  der 
folgenden  Betrachtungen  gefunden  werden.     Es  ist: 

dsnu  -       , 

--^ —  =  cw  M .  an  u, 

mitliiu  erhalten  wir: 

Für  die  einfachsten  Werthe  von  n  wird: 

51,  =  1  +  k% 

'ä.^^l  +  k'+Ulc', 

2t3=l  +  7c6-fl357c2(l  +  7o2), 

51^  =  1  4-  F ^  1228F (1  +  ¥)  +  54787^*, 

5I5  =  1  +  7i;i"  +  1 10097i;2  (1  +  ¥")  +  1058207>;4  (1  +  k^), 

St,  =  l  +  k''  +  99042P  (1  +  k^)  +  44943517c*  (1  +  ¥)  +  13180208^6, 

Setzt  man: 

"-2 

so  nehmen  die  Ausdrücke,  die  reciprok  in  k  sind,  die  Form  an: 


U'^+D' 
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5(,  =  2hcc, 
9(,=  (2Ä)2(«2+3), 

51,  =  {2kf{a^+  306  «2+  189), 

?t,=  (2Ä:)^(a-5+  2700«=^+  8289«), 

5t,=  (2/.f(«"+  24909«*+  2r)r)987a2-f  08(107), 


§  44. 
Anderweite  Lösung  desselben  Problems. 

Die  Fourier'sclien  Reihen,  welche  wir  für  die  elliptischen  Func- 
tionen gefunden  haben,  geben. die  Möglichkeit,  das  vorhin  untersuchte 
Problem  in  anderer  Weise  zu  behandeln. 

AVir  hatten  die  Beziehung: 


1) 

Durch 

Um 

kehrung 

^2 

folg 

l+22  +  2ö*+.. 

t  hieraus: 

■■) 

2) 

Setzen 
3) 

wir 

Vi 

Je 
~  4 

■)■ 

ersetzen  dann  in  A'  die  Potenzen  von  q  durch  die  Potenzreihen  von  /.• 
und  ordnen  nach  Potenzen  von  l',  so  kann  der  Ansatz  gemacht  werden: 

P.  =  27t{l-^h,.r-+h,.]c' +  ■■■). 

Andererseits  hatten  wir  gefunden: 

1 
8  7rga   '^        q"' 
snu  =    Ytir  2j\-^^^^'''^^'''  +  ^^''''' 

il 

u  =  2  V. 

Ersetzen  wir  in  dieser  Reihe  die  Potenzen  von  q  durch  die  Potenz- 
reihen von  /.',  so  erhalten  wir  eine  Darstellung  von  folgender  Form: 

4)  sn  u  =  ^(/v--)'"  J'^Q%  sin  (2  m  +  \)tiv, 

wobei  die  Pi°)     Potenzreihen   von   k^  sind,   deren   constantes  (ilied  von 
Null  verschieden  ist.     Durch  Diö'erentiation  ergiebt  sich: 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  1.  9 
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=  y'(/,-2)'''-ip(i)^sm(2w  +  l)7rv  +  n  y^{Jry"Fl'lcos(2m  +  })7cv, 


dsnu 
^¥ 

'^^=^{k'y--'P^%^sin(2ni  +  \)7tv  +  u^{kY-'Pi%cos{2m  +  l)7tv 

wobei  die  Summen  in  einfach  augebbarer  Weise  zu  nehmen  und  die 
Grössen  P  Potenzreihen  von  Jc^  sind.  Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken 
k^=0,  so  erhält  man,  von  einem  Zahlenfactor  abgesehen,  die  Coeffi- 
cienten  der  einzehien  Potenzen  von  h'^  in  der  Darstelkmg  von  snu  als 
Potenzreihe  von  h^.  Damit  aber  erhalten  wir  den  zuerst  von  Andre 
aufgestellten 

Lehrsatz:  Die  Sinusamplitude  kann  nach  Potenzen  vonZ;^ 
entwickelt  werden  und  zwar  in  der  Form: 

s>u^  =  «o+-V +  -%,-+ •■•---+••• 
Hierbei  hat  m„  die  Form: 

u„  =  ^P2s,m-U'\sin(2m  +  1)m  +  ^^P2s-\-i,m  •u^''^^  ■  cos(2tn  +  l)^<; 

m  und  w  sind  positive  ganze  i^ahlen  oder  Null.  Die  erste 
Summe  ist  über  alle  s  und  m  auszudehnen,  die  der  Un- 
gleichung Genüge  leisten: 

m  —  w  +  2s  ^  0, 

während  für  die  Grössen  in  und  .9  der  zweiten  die  Un- 
gleichheit besteht: 

w  —  n  4-  2s  +  1  <  0. 

Die    Grössen   2'^2s,m    und  ^äs+i.m    sind    numerische    Con- 
stanten. 

In  den  einfachsten  Fällen  Avird: 


Uq  =  sinu, 

u,  =  ^^(simi-\-smöu) -cosu, 

lü  -^       4 

«<2  =  or  p  ("^  sin  M  +  8  sin  3  h  +  sin  5  m)  —  ^  (G  cos  m  +  3  cos  3  w)  —  ^^  2sm  w, 
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Für  die  Cosinusamplitude  gilt  ein  ähnlicher  Satz.  Da  die  Methode 
o-anz  ungeändert  hleibt,  so  können  wir  uns  damit  begnügen,  denselben 
anzugeben. 

Lehrsatz:    Die    Cosinusamplitude    kann    naeh     Potenzen 
von  k^  entwickelt  werden  und  zwar  in  der  Form: 

cnu  =  v^-{-  v^. h^ -\-  v.^ . /t'^  H 

Hierbei  hat  v^  die  Form: 
Vn  =^P2s,  m  ■  u^"'-  COS  (2  m  +  l)u  +^2'>2s+i,  m  ■  u^"'^  ^  sui  (2  m-\-\)u- 

m  und  n  sind  positive  ganze  Zahlen  oder  Null.  Die  erste 
Summe  ist  über  alle  s  und  m  auszudehnen,  die  der  Un- 
gleichung Genüge  leisten: 

m  —  M  -f  2s  <  0, 
wiihrend    für    die    Grössen    m    und    s    der    zweiten    die    Uu- 
gleichung  besteht:      „,_„  +  2s  +  1^0. 

In  den  einfachsten  Fällen  ergiebt  sich: 
Vf^  =  cosu, 

1  u 

v^  =      (—  cosu  -f  cos^u)  +  —sinu, 

1  ?(  ,       11" 

v^  =  -.—  (—  9 cosu  +  8 cos'^u -\- cos 5 u)  -\-  .    {'isinu  +  3sm3^<)  —  ^    cosu. 

Wir  haben  uns  in  den  beiden  letzten  Sätzen  die  elliptischen  Func- 
tionen nach  Potenzen  von  k^  entwickelt  gedacht.  Denken  wir  uns 
dieselben  nach  Potenzen  von  ii  entwickelt,  so  ergeben  sich  unter  Be- 
nutzung der  einfachsten  Fälle  die  Resultate,  die  zuerst  Hermite  auf- 
gestellt hat,  und  zwar  in  der  folgenden  Form: 

Es  kann  gesetzt  werden: 

1.2  4!  {zmy. 

wobei  dann  die  folgenden  Beziehungen  stattfinden: 

P„,  =   1  -|-   Pl  m  li    -\-  PivJ^    +  •  •  ■  '^   "% 

42Pi„,=  3''"«  +  i-8w-  3, 

4^P2,„=  52'«+!  -  (8m  -  4)  3-'"+'  +  32m'-^-  32m  +  17, 

4CP3„,  =  72«-M  _  (8^  _  i2)52m+i  ^  (32m'-  SSw  +  .",(1)  :)^"'+' 

-  V,  (25Gm='      lUöGm''^  -f  752«?  -f  47 1), 
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42^^=  32m  _  8m -1, 

4*(?2  =  •'J^'"  -  (.^^  -  ^)  3^"*  +  32m2  -  48w  -  9, 

46^3  =  72™  -  {Sm  -  IG)  52""  +  (32^2  -  120m  +  82)  32'» 

-  ^(25Gm3-  288  wr+  320 w  +  297), 

Die  Fonnelu  für  die  Deltaamplitude  brauchen  nicht  näher  an- 
gegeben zu  werden,  da  sie  unmittelbar  aus  den  angegebenen  folgen. 

Aus  den  soeben  entwickelten  Formeln  können  durch  Quadrirung 
leicht  die  Formeln  für  die  Quadrate  der  elliptischen  Functionen  ge- 
funden werden  und  zwar  genügt  es  die  Formel  für  sn^ti  zu  kennen, 
um  sofort  die  entsprechende  Entwickelung  für  cn^ii  und  (hi^u  zu  haben. 

Wir  erhalten  nun: 

wobei  in  den  einfachsten  Fällen  wird: 

3(^2)=  2, 

Wp=2^ka, 

S{<2)=2*P(23a«+9), 

3lf  =  29A:*(2*a*+  48Ga2+  189), 
5((2)_  2'^h^(2'a^+  2()lGß3+  3429«), 


§  45.1^) 
Die  Entwickelung  von  1  :  snu  und  1 :  sn~u  in  Potenzreihen. 

Durch  lineare  Transformation  lassen  sich  aus  den  Formeln  des 
vorigen  Paragraphen  Reihenentwickelungen  für  einige  weitere  elliptische 
Functionen  ableiten,  insbesondere  für  1 :  cnn  und  1 :  dnn,  dagegen  ist 
es  nicht  möglich,  aus  denselben  unmittelbar  eine  Reihenentwickelung 
für  \  :  snu  zu  finden.  Ueber  diese  Reilienentwickelungen  mögen  die 
folgenden  kurzen  Bemerkungen  gemacht  werden. 

Es  ist: 


2n  snu      sm%v         ^1  — ö^m+i       ^  ^ 
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Mithin  hat  die  Function: 
F{u) 


snu       ft  sinnv 
die  P^jrni: 

F(u)  =2^(Ä;2)2"'+ip(0)^^^67«(2w  +  \)7tr. 
Durch  Ditt'erenziren  erhalten   wir: 

^")_    yi  y(^/.2y,n+l-  n  +  2s^^2s  Pin)      sifl  (2  M  -^  \)  71 V 

Damit    ist   die  Form   der  EntAvickelung   von  Fiit)   gefunden.     Da    nun 

F{ii)  -V 


snii  Sl  sinnv 

ist,  so  bleibt  nur  noch   das  Problem  übrig,  den   Ausdruck: 

27t        1 

iß  sin7tv 
nach  Potenzen  von  h^  zu  entwickeln.     Wir  betrachten  an  seiner  Stelle 
die  Function: 


FM  =   (t(-- )  ■ 

ii  \sin7iv       %vJ 


Dieselbe  lüsst  sich  in  eine  Potenzreihe  von  li^  entwickeln,  deren 
Coefficienten  Potenzreihen  von  u  sind.  Die  Coefficienten  können  in 
doppelter  Weise  dargestellt  werden.     Setzen  wir: 

so  ist  erstens: 

nach    bekannten  Regeln   in   geschlossener  Form   darzustellen.     Zweitens 
können    wir  aber  auch  von  der  lveihenentwickelun<f  Gelnauch  nuichen: 


cosec 


1        2(2 -1)„        ^2(2^-1)  ^       3  , 


Es    ergeben    sich    die  Coefficienten    der   einzelnen   Potenzen  von  ä;- 
dann   in    der  Form  .  von  Potenzreihen  von  u.     Mithin  erhalten   wir  ck*n 
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Lehrsatz:    Die    Function    1  :  snu    kann    in    der    Form    dar- 
gestellt Averden: 

=         +  Mo  +  ^'o  +  K  +  ^'l)  ^'•'  +  •  ■  •  (««  +Vn)k^''-\---- 

Dabei  ist: 

II n  —  ^^^2  s  m  •  «t^  '  ■  sin  (2  m  +  1  )  U    f  ^^j?2  5  +1,  m  •  H^  « +»  .  COS  (2  »j  + 1 )  H , 


_  1  (d'F,(u)\ 


»«  und  n  sind  ganze  positive  Zahlen  oder  Null.  Die  erste 
Summe  ist  über  alle  s  und  m  auszudelineu,  die  der  Un- 
gleichung Genüge  leisten: 

2m  4-1-  «  +  2s<(), 
während  für  die  Grössen  m  und  n  der  zAveiten  die  Ungleich- 
ung  besteht:  2m -{-1  -  n -\- 2s +  1£0. 

Es  möge  davon  abgesehen  werden,  die  einfachsten  Werthe  von  h„ 
und  v,i  hinzuschreiben.     Ordnen  wir  nach  Potenzen  von  u,  so  erhalten 
wir    in    den    einfachsten  Fällen   die  Resultate,    die   zuerst  Hermite  im 
sl.  Band  des  Cr  eile 'scheu  Journals  aufgestellt  hat.     Es  ist: 
1         1  ^^     ^  S,u\         <S,„«2— 1 


snu      u  3!  (2  m  —  1)! 

wobei  die  Beziehungen  stattfinden: 

S,n  =  So,n  -  StJ^-'  +  S^JC'  ...(-  l)'-S,nJ."% 
22m  — 1  _  1 
'-'O  in  =  Jjni ) 

m 

4^1.,=  (- 1)'"+ 2(22"'-i  -  1)^„„ 

43 Sa,«  =  (-  1)'"  (Hm  -  0)  +  rSm  -  14) (22'«-i  -  1)  B„, 
45Ä3,„==  (-  l)"'(32m--  12.Hm  +  101  -f  S^'«-') 


+  J  (64m2-  336  m  +  416)  f22'"-i  -  1)  J5„„ 


Für  die  Function  1 :  sn^u  lassen  sich  ganz  analoj^e  Untersuchungen 
anstellen,  wir  müssen  aber  von  diesen  absehen,  da  die  entsprechenden 
Fourier'schen  Entwiclcelungen  bisher  nicht  gegeben  Avorden  sind.  Da- 
gegen  Avollen  wir  einige  andere  Untersuchungen  über  die  EntAvickelung 
dieser  Functionen  bringen,  die  im  engen  Verliältniss  zu  den  Weier- 
strass 'scheu  Theorien  stehen.     Dazu  setzen  Avir: 

1  1  +  /^' 


1)  i)(tO=     , 

sn-u 
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Dieselbe  Fuiiction  kiinn  dann  auch  «^escliii('])eii  wt'rdeii: 

/  \_^**^**       l  —  2k^       cn^u       '2  -  Jc^ 
^^"^  ~  JnSt  ä        ^  "s^i  +  ~1] 

Wir  können  diese  liesultate  auch  folgenderma.ssen  darstellen.    Es  ist: 

^  .  s       orii  dn^u  1 

wobei  gesetzt  ist: 

^1  3       ,      ^2-  3         ,      C3  g^ 

Durch  Differentiation  folgt: 

dp{ii)  2cnn  .  dnu 

1        1  du  sn^u 

oder  also: 

wenn  erwogen  Avird,  dass 

e,  +  e,  +  c,  =  (t 
ist  und  gesetzt  wird: 

3)  ^2=3(1-  /^'^/^' ^),   ^3  =  2^^  (z^-' '  -  A'O  ( -^  +  ^'k'  ')■ 

Mithin  erhalten  wir: 

4)  2p"(ii)  =  12p(uy-g,. 

Die  ersten  Glieder  in  der  Entwickelung  vou  p(ti)  sind  aus  der 
Entwickelung  von  snru  unmittelbar  bekannt.  Jedenfalls  ist  der  Ansatz 
zu  jnachen: 

P(«)  =  -^  +  ^0  +  ^1  «*"  +  c,ji^  +  '--' 
wobei  ist: 


r  =  0       r  =  ^-       c  = 


y-2    ^  _h. 

20'      2      28' 


Die  folgenden  Glieder  können  dann  mit  Hülfe  einer  Recursionsformel 
bestimmt  werden,  die  unmittelbar  aus  unserer  Differentialgleichung  folgt. 
In  der  That,  es  ist: 

()  * 

p"{i()  =  -^  +  2  .  1 .  Ci  +  4 .  o  .  c. .  u-  +  6  . 5 .  C3 .  »'  +  s  .  7  .  c^  .»•'  +  •••• 

mithin  wird: 

(2t;  +  2)(2j/  +  1)c..  +  i=  6(2c.+i+^"'o..cv). 
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Wir  erhalten  auf  diesem  Wege: 
:>)     iKu)  =  J,  +  /^  u'  +  A  ,,  +  ^  ,,  +  ^ll^  „s  +  . . . 

und  /u  gleicher  Zeit  das  Resultat,  dass  alle  Coefficieuten  sich,  von 
Zahlenfactoren  abgesehen,  ganz  und  rational  durch  g^  ^^^^^  9z  ^^^^' 
drücken  lassen. 

§4G. 
Entwickelung  der  Potenzen  von  snu,  cnu,  dnu  in  Potenzreihen. 

Ausser  dem  Problem,  die  Functionen  snu,  cnu,  dnu  in  Potenz- 
reihen zu  entwickeln,  kann  auch  das  Problem  gestellt  werden,  die 
Potenzen  dieser  Functionen  zu  entwickeln.  Da  dieses  Problem  natur- 
gemäss  von  geringerer  Bedeutung  ist  als  das  ursprüngliche,  so  wollen 
wir  uns  bei  ihm  kürzer  fassen.     Die  Function: 

ist  eine  Thetafunction  von  der  Ordnungszahl  2n  +  1  und  der  Charak- 
teristik (1,  1),  überdies  eine  ungerade  Function.  Functionen  derselben 
Art  sind  die  Grössen: 

«^.M-SrOO,    «S"  +  'W^JF--  r-i,...n. 

Hieraus  folgt  dann  ohne  Weiteres,  dass  der  Ansatz  erlau])t  ist: 

..       ¥\sn^-+^u       -,,,,  ,    -Ri'li  d^nu    ,    ^llg  d^snu    , 

^  2«  +  l  "  '3!        du^  o!        dtf^ 

"^■■■(2«-f  1)!  du^"  ' 
wobei  die  Grössen  R  Constanten  sind.  Die  Bezeichnunssweise  ist  die 
von  Jacobi  gewählte. 

Verwandeln  wir  u  in  u  +  H',  so  erhalten  wir: 

^  (2«  +  l)sw-«  +  ii(     snu         3!     du^  snu  (-2n  +  iy.  du^"  snu 

Erwägen  wir,  dass  die  Entwickelung  von 

1 

snu 
die  Form  hat: 

u  ^  ^' 

so  ist  klar,  dass  die  Grössen  B,  von  einfachen  Zahlenfactoren  aligesehen, 
die  Coefhcienten  der  negativen  Potenzen  von  u  in  der  Entwickelung  von 
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1 

sind.    Sind  diese  Grössen  gefunden,  so  ist  das  Prol)lem  der  Entwiekelun» 

von    S7i^""'"^M    Hilf   das    Problem    zurückge führt,    die    Finu-tion   snu   zu 

entwickeln.    In  Bezug  auf  diese  Grössen  jR  zeigt  .Iucol)i  t'inen  wichtigen 

Zusammenhang    mit    den    Kugelfunctionen,     Aveleher    kurz    entwickelt 

werden  möge. 

Aus  dem  Additionstheorem  folgt: 

.     ,      s           /           .       2smv.cnu.dnii 
sn{ii  +  «•)  -  sn{u  -  iv)  = j^--^ . — 

Die  rechte  Seite  ist  der  Differentialquotient  nach  u  von: 

1  ,     l-\-hsnu.snw 

T  %  ^ 7 ' 

IC        1  —  k  snu.snw 

die  linke  Seite  ist  der  Differentialquotieut  nach  ii  von: 

^(  ,  (ßsnu  iv^  .  d^snuw^  \ 

wie  sich  ergiebt,  wenn  wir  dieselbe  nach  Potenzen  von  iv  entwickeln. 
Mithin  erhalten  wir,  Avenn  wir  auch  den  Logarithmus  in  eine  un- 
endliche Reihe  entwickeln: 

,  d^snu  iv^  ,  d^snu  tv^  . 
c?ir    3!         du*    5! 


/^2  ^4 

snu .sn IV  4-  ^  S7i^u . sn^iv  +  —  sn^u  sn^iv  -f 
o  5 


Nun  ist: 


oder  auch: 


dsniv 

=  cuw  .dniv 


=  1/(1  —  sn^iv)  (1  —  k^sn^u-). 


Hieraus  folgt: 

dsnw 


dw  = 


]/(l  —  sn^iv){\  —  Jc^sn^iv) 

Wir  können  die  Gleichung  auch  schreilieu: 

diu  =  dx(\  +  ^R^x'  +  bR^x*  +7  R^x*^  +  •••)' 

wo    dann  die  Grössen  R   aus    der  Theorie   der  Kugelfunctionen   als  be- 
kannt angenommen  sind  und  ül)erdies  gesetzt  ist: 

X  =  snic. 
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Hieraus  folgt,  wenn  wir  liiii/.uiiehmen,  dass  ^f  =  0,  x  =  0  entspricht: 

iv-  =={x+R,x^+  E,x''  +  •••)"=  *■"  +  R["^-v-^'  +  li^^^x''^'  +  •  •  • , 
wo    die  Grössen  l^'"'  zuniielist  verscliieden  von  den  vorhin  eben  so  be- 
zeichneten  sind. 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  unsere  Gleichung  ein  und  vergleichen 
die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  snw,  so  erlndten  wir  die 
vorhin  von  uns  aufgestellte  Gleichung: 

2w  +  l  "  3!       du^  {2n-{-l)\  du^" 

wobei   nun  aber  die  Grössen  R^^'^  die  ursprüngliche  Definition  besitzen. 
Wir  l<öinien  dieselben  auch  setzen: 

d"'[(f{x)y 


3) 
wenn 


EW  = 
"*        ml  dx'" 

(p(a,)  =  1  +  R^x  +  R^x'^  4-  ^^3^=^  + 


nr^^'i-) 


&r(v),      r^fr-'^{v).&,\v),      ^-(.)— ^^\ 


gesetzt  ist. 

Damit   sind   die    ungeraden   Potenzen   erledigt.      Nehmen   wir   nun 
die  Function:  d'^'^fv) 

so  ist  das  eine  Thetafunction  von  der  Ordnungszahl  2n  mit  der  Cha- 
rakteristik (0,  0),  ül)erdies  eine  gerade  Function  von  v.  Functionen  der- 
selben Art  sind  aber: 

d 

r  =  \,2,...n-l 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 

""  2n  —n.2^—^du\4:l 

^n-z    ^„4     6,-t-       ^0     dii'"-K(2n)l^^ 

wobei  die. Grössen  R  Constanten  sind.     Dabei  sind  die  Grössen  R^^'^'>  zu- 
nächst verschieden  von  den  vorhin  dehnirten. 
Es  folgt  dann  wie  vorhin: 

1 


4) 


>) 


n  —  1        1^         n — 2      l*  ■■- 

2nsn'"n      2\sn^u         4!     du^  sn^u 


H!     du^  sn^u 


22p  n) 


^2»- 


1 


^-k\B, 


°     fZn''*''— 2  Sir II 

so   dass    die   Constanten    wieder   durch    die   Coefficienten   der   negativen 
Potenzen  und  das  constante  Glied  in  der  Entwickelun<>-  von: 
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1 


sn^^u 


bestimmt   sind.     Auch   liier  zeigt  aber  Jacob  i  wieder  den  Zu.sammen- 
hanff  mit  der  Theorie  der  Kugelfunctionen. 

Hier/U  gehen  wir  von  der  Formel  aus: 

,  „,  ,       Asnu  .cmi  .dnu  .smv  .cnw  .dniv 

Sn-(U  +  't")  —  6'fr(tt  —  lU)  =  y:. 7^ — s s— s-, 

^  ^  ^  ^  {1—  Ic^sw^u  .sn^zv)- 

d   snu .ctiu  .dnu .sn^iv 
div     1  —  h^sn^u .  sn^iv 
Andererseits  wird: 

d   (dsu'ii    iv^  ■  .    d^sn/'u  iv^ 


sn' 


^  ^  ^  div  \   du     1  .  2 


du^     4! 


Also  folgt,  Avie  unmittelbar  klar: 
2sHu.cnu.dnu.sn^iv      ^   d   /     ,,      tf^      d^sn^u  w^     d^sn^u  iv'^ 


1  —  h^sn^u.sn^w 

1    d 


}i'  du 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir 


^   d   /     „      tv^      drsn-u  w^     d^Siru  iv^  \ 

du  \  1.2        du^     4!        dir     b!  / 

lo<j{\  —  /^^  sn^u  .sn^ic). 


1  /  «ü^ 

—  ^^  lo(j{i  —  Z:l  sn^u  .  sn^iv)  =  2  [sn^u.j—^  4- 


IfuT  4T 


+  '^!?;+---)  +  2F(.o, 


^zt^     6! 


^y^')-     Zj\^    dii^r    l^2r-^2)\  ^}      '^     '■(2r  +  2)! 

Setzen  wir  nach  Jacob i: 

s)((2)_(2,)!(_i)'-S(% 
so  wird: 


^^    (2r  +  l).(2r  +  2) 

Entwickeln  w'w  log{l—lc^snhi .sn^ir)  nach  I'otcii/en  \on  sn-u.sn^tv 
und  schliessen  ähnlicli  wie  vorliin,  so  erhalten  wir  die  roriiicl  von 
.)acol)i: 


]^40  §  ■^7.  Ableitung  einer  Differentialgleichung  für  ^„. 

2j^ ==i^iliY72+^„_2    ^^,2    4!  +  ---     ^,,2.-2    '(2^)!^^' 

^~  3.4  ^   5.6  ^    ^  7.8     2    +       {2n-l).2n 

wo  die  Grössen  R  nun  wieder  die  ur.sprünglich  defiuirten  sind. 

In    anderer   Weise   fasst   Andre    das    Problem    auf,    indessen    soll 
hierauf  nicht  eingegangen  werden. 


§  47.^«) 

Ableitung   von   Differentialgleichungen,   denen  die  Thetafunctionen 

für    die    NuUwerthe    der   Argumente    Genüge    leisten,    wenn   r   die 

unabhängige  Veränderliche  ist. 

Ehe  wir  die  Keihenentwickelungen  der  Functionen  Ala{u)  bringen, 
wollen  wir  eine  Anzahl  von  Betrachtungen  über  die  verschiedenen 
Differentialgleichungen  entwickeln,  die  bei  unserer  Theorie  auftreten 
können. 

Zunächst  wollen  wir  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  auf- 
stellen, welcher  die  Function  -O-^  aufgefasst  als  Function  von  x  Genüge 
leistet,  und  welche  zuerst  von  Jacob i  entwickelt  worden  ist. 

Aus  der  Formel: 


-m 


folgen  mit  leichter  Mühe  die  Relationen: 
Hieraus  schliessen  wir: 

q,(6)  q,  2         1  R  q.(*)  3 

^,^f-^&'^'  "  oV   2  -r     3; 

Mit  dieser  Gleichung  v(M-))inden  wir  die  bekaimte  Relation: 

so  ergiebt  sicli  die  Relation: 
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Nun  ist  aber: 

17,,  =  4  7rz-T, — j 
dr 


^IT^^ 16  3t^ 


dr^ 


0.(6)  p^      3-^'^0 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  clie  obige  Differentialgleieliuns  ein, 
SO  erkalten  wir  die  gesuchte  Jaeobi'sehe  Gleichung  in  der  Form: 

§  48.^0 

Ableitung  von   Differentialgleichungen,    denen  die  Thetafunetionen 

für    die   Nullwerthe   der   Argumente   und    die   Grössen   K  und   K' 

Genüge  leisten,  wenn  k^  die  unabhängige  Veränderliche  ist. 

Wir  haben  in  dem  vorigen  Paragraphen  t  als  unabhängige  Ver- 
änderliche angesehen.  Es  ist  klar,  däss  au  Stelle  von  r  eine  jede 
andere  Grösse  als  unabhäntjige  Veränderliche  angesehen  werden  kann, 
die  mit  ihr  durch  irgend  eine  Relation  verbunden  ist.  Wir  wollen 
als  solche  die  Grösse  Jc^  wählen,  die  durch  die  Gleichung: 

definirt  ist.  Um  Gleichungen  mit  der  Unabhängigen  Ic^  abzuleiten,  kcinnen 
wir  genau  nach  derselben  Methode  wie  im  vorigen  Paragraphen  ver- 
fahren, nur  müssen  die  Dittereutialquotienten  nach  /.•  eingeführt  werden. 

Dazu  bilden  wir:  ,,  i    ^  > 

dk       d  -a-jj- 

dr       dr  d:^^ 
Erwägen  wir  wiederum  die  Beziehung: 

so  können  wir  schreiben:  '  ^ 

dk        «JT  7  a.  4 


-^'e^o^-t) 


d^  n^k^U^     .    ,,  rf^„ 

dV' 
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Es  folgt  das  Resultat,  dass  die  sämintliciien  Ditferentialquotienten 
von  h  iiacb  t  sich  ganz  und  rational  durch  die  Grössen  Ti,  O-^  und  die 
Diöerentialquotienten  von  d-^  nach  li  darstellen  lassen. 

Da  nun  überdies: 

d^Q       d^Q  dk 


dr         dk  dr 


dx^  ~  dk'^Ut)  "^   dk   dt^ 


ist,  so  folgt  aus  den  Werthen,  die  für  die  Differentialquotienten  der 
Function  '9'„(r)  gefunden  worden  sind,  unmittelbar  die  Diiferential- 
gleichung: 

^■>  ^^  7F  +  ^^  -dk'^~^\dk)'^"2  ^^- 

Die    Gleichung    nimmt    eine    elegantere    Form    an,    wenn    wir    an 
Stelle  von  O-^  die  Grösse  -O'q'  einführen,  und  zwar  lautet  dieselbe: 

""'W  +  ^'^^  +  '-^o^-O- 
Erwägen  wir  ferner  die  Beziehung: 

so  finden  wir  für  die  Grösse   K  die  Gleichung: 
2)  A-(1^7.=)ff-  +  (l-3F)§'=/,A-. 

Es  ist  nicht  schwer,   das  zweite  Integral  derselben  mit  Hülfe  der 
linearen  Transformation  zu  finden. 

In  der  That,  K  wie  k  hängt  von  r  ab  und  ZAvar  eindeutio-.     Wir 

/  o  TD 

wenden  die  Transformation  an: 

«0=0,    a,=  -  1,    h^-l,    h,  =  0, 

dann  geht  k  in  k'  über,  K  in  iK'r.  Xun  überzeugt  man  sich  aber 
unter  Hinznnahme  der  Beziehungen: 

dass  die  Differentialgleichung  bei  der  genannten  Ojjeration  ungeäudert 
bleibt.     Erwägt  man  andererseits  die  Beziehunu-: 

iE' 

SO  folgt  als  zweites  Integral  die  Grösse  K'  oder  also  als  allgemeines 
Intetjral  der  Ausdruck: 


§  48.  Ableitunn;-  von  Differontialgleichnnfren  für  ä"  und  K' .  14;^, 

3)  '    cK+c,K', 

^s^oriii  c  und  Cj   willkürliclie  Constanten  bedeuten. 

Es  ist  niclit  schwer,  auf  Grund  dieser  Diftereutialo-leiehuno-  IJedien- 
entwiekelungen  für  die  Grössen  K  und  iK'  aufzustellen.  In  dei-  Tliat, 
jedenfalls  folgt,  dass  um  den  Punkt  Ä;^=0  herum  K  in  der  Form 
dargestellt  Averden  kann: 

Es  folgt  dieses  einerseits  aus  dem  Umstand,  dass  durc-li  Unikehrnno- 

der  Formel:  .        .  ^    ..  o 

^^  _  16g(l  +  g^  +  g'^  +  ---)^ 

^,'        (1  +  23  +  22* -f...)* 

q   als    Potenzreihe    von   Ic^    dargestellt   werden    kann,    deren    constantes 
Glied  der  Xull  crleich  ist,  ferner  aus  der  Beziehung: 

^=1^3^=1  (1  +  22  + 2f/  +  ---)l 

Setzen  Avir  die  Reihe  für  K  in  die  Differentialgleichung  ein,  so 
erhalten  wir  für  die  Grössen  a^,  a^. . .  Recursionsformeln  und  zwar 
lauten  dieselben:  . 

16«2  =  9«!, 


{2nfan={2n-\yan-, 


Aus  diesen  Gleichungen  sind  alle  Constanten  mit  Ausnahme  einer 
einzigen  bestimmt.  Diese  eine  bestimmen  wir  durch  die  Bedinsfunt;, 
dass    Avie    g  =  0    die    Grösse    h^  =  0    entspricht,    so    auch    umgekehrt 

7t 

k^  ==  0,  q  =  0  entsprechen  soll  oder  K  gleich  —  sein  soll. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  Avii-  für  K  um  den  Punkt  V^  =  0 
herum  die  Entwickelung: 

Die  Reihe  convergirt  für  alle  Werthe  von  ]c^,  die  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  1  sind  — •  die  Werthe,  deren  absoluter  Be- 
trag gleich  1  ist,  lassen  wir  ununtersucht  —  und  dehnirt  für  diese  K 
als  analytische  Function  von  k^.  Für  die  genannten  Werthe  von  /." 
kann  sie  zur  unmittelbaren  numerischen  Berechnung  eines  Werthes 
von  K  dienen. 
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Ebenso  einfach  ist  eine  Entwickelung  für  K'  aufzustellen.  Es 
besteht  die  Beziehung:  t^ 

Nun  ist  aber:  ,3 

oder  also:                                             Je             ,               <  . 

log q  ^  Tiir  =^  2log  -T-  -\-  log  {b^  +  h^  Ji^  -\ ) 

=  2logj  +  c,¥-^..- 
Damit  aber  folgt  für  K': 
5)  K'=-^-^logj-i-F{k'), 

wo   unter   P{k'^)   eine   Potenzreihe   von  Jc^   zu  verstehen  ist,   deren  con- 
stantes  Glied  der  Null  gleich  ist. 

Die  Coefficienten  derselben  können  wiederum  vermittelst  der 
Ditferentialo-leichung  bestimmt  werden.  In  der  That,  setzen  wir  den 
zuletzt  gefundenen  Werth  von  K'  in  die  obige  Differentialgleichung 
ein,  so  erhalten  wir  die  Beziehung: 

•  ^      7/-.        7-n^^'P,/,        ol^^dP       ,-„  ^-Jc^dK       UK 

Aus  dieser  folgt  dann  mit  leichter  Mühe  die  Darstellung: 
'^Klog^  2  12  R2/  9  \ 


"^214^6^"^  3.4"'"  5. 6/     "^ 


Auch  die  in  diesem  Ausdruck  vorkommende  Potenzreihe  con- 
vero-irt  für  die  Werthe  von  h^,  die  ihrem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  als  1  sind,  wobei  wir  die  Werthe,  deren  absoluter  Betrag 
gleich  1  ist,  zunächst  ausser  Auge  lassen. 

Es  ist  nicht  schwer,  zu  sehen,  dass  wir  den  Fall  eines  allgemeinen  h 
auf  den  soeben  betrachteten  zurückführen  können.  Es  lehrt  das  die 
Theorie  der  linearen  und  der  Transformation  zweiten  Grades,  wie  ganz 
kurz  angedeutet  werden  möge.  In  der  That,  wählen  wir  die  Trans- 
formation  ersten  Grades,   bei   welcher  h^  in  ,jj  übergeht,   so  kann  ver- 

möge  derselben  der  Fall,  dass  j  /i;^  |  >  1  ist,  auf  den  Fall  zurückgefübrt 

werden,  den  wir  behandelt  haben.    Ist  '\lc^\^  1,  so  führt  etwa  die  Trans- 

1  —  Ji! 
formation  zweiten  Grades,  bei  welcher  7c  in   ^  übergeht,   zum  Ziel, 

mit  Ausnahme  von  k^==\. 


§  49.  Anderweite  Berechnung  eines  Werthes  von  K  und  K'.  1^45 

§  49.22) 

Anderweite  Berechnung  eines  Werthes  von  K  und  K' 
als  Functionen  von  /t^. 

Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Methode  gegeben,  wie  man 
zu  einem  vorgelegten  Werthe  von  Jc^  je  einen  da/Aigehörenden  Werth 
von  K  und  iK'  berechnen  kann.  Es  giebt  aber  noch  andere  Methoden. 
Wir  wollen  eine  derselben  kurz  andeuten,  indem  wir  in  Bezug  auf 
alles  Nähere  auf  das  Werk  von  Scheibner  „Zur  Reduction  elliptisclier 
Integrale  in  reeller  Form"  verAveisen.  Dieselbe  ist  am  besten  anwendbar, 
wenn  Ic^  nicht  nur  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  1  ist,  sondern 
daneben  noch  positiv.     Wir  wollen  diese  Annahme  machen. 

Wenden  wir  die  quadratische  Transformation  an: 
«0  =2,     «1  =  0,     Iq  =  0,     &i  =  1 

und    nennen    die    den    Grössen   /t,  ä;',  K   entsprechenden    transformirten 
Grössen  resp.  ^^  ^,^  ^^^ 

So  bestehen,  wie  seiner  Zeit  o'ezeisft,  die  Beziehungen: 


^0^7 


1-/:'    ,    2}/^'    ,    2yfi    ,,    1-^ 

l-\-K  \-\-W  l  +  itt  1  +  /W- 

Dabei  ist  ^  kleiner  als  h,  wie  unmittelljar  aus  der  Gleichung 
hervorgeht :  7^ 

Setzen  wir  diese  Operation  fort,  so  erhalten  wir  eine  Reihe  von 
Moduln  fi,  fii,  fig?  ■••■>  ^^^  ^^^^  ^1^^  wachsenden  Index  unbeschränkt 
der  Null  nähern.     Es  folgt  das  aus  folgendem  Kriterium: 

Wenn  in  einer  Reihe  Wj,  il^,  ii^,  ... 

n  ^^  00  t'n  I        "^n       \ 

ist,  so  ist  limUn=  ^^-     Nun  ist  al)er  in  unserem  Falle: 

(In  {l  +  fJi'ny  ' 

und    ebenso    der  Grenzwertli   kleiner  als   1.     Damit  ist  die  Behauptung 

7t 

bewiesen.    P=()  soll  a])er  r/  =  ()  oder  also  Ä"=-  entsprcclicn.     Hieraus 
folgt  die  Darstellung: 

Krause,  DoijpcltiicrioiUsclic  Fiiuctiouen.  1.  10 
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Mit  Hilfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  der  Werth  von  K  für  einen 
Werth  von  Je,  der  nicht  zu  nahe  an   1   ist,  leicht  berechnen. 
Wir  nehmen  zweitens  die  Grösse: 

K'=-izK 
und  Avenden  jetzt  die  Transformation: 

«0  =  1,     «1  =  0,     &o  =  0,     &i  =  2 
an.     Nennen  wir  dann  die  den  Grössen: 


entsprechenden: 

so  folgt  die  Beziehung: 

wobei  bekanntlich  ist: 


Je,  Je',  K,  Z' 

A,  X',  A,  A\ 

yje  ^ 

_  21//.  1  -  Ji 


1  +  7. '  1  +  A; 

Hieraus  folgt  dann  mit  leichter  Mühe  die  Productdarstellung: 


2^'      -,/A.A,.A,.A..... 


so  dass  wir  eine  zweite  Methode  kennen  gelernt  haben,  um  K'  als 
Function  von  Ä;^  zu  berechnen. 

§50. 
Berechnung  von  g  für  ein  gegebenes  /»:^ 

Wenn  vermöge  der  Methoden  der  beiden  vorigen  Paragraphen  für 
einen  Werth  von  Je  die  dazu  gehörenden  Werthe  von  K  und  Ä'  bestimmt 
sind,  so  kann  der  dazu  gehörende  Werth  von  x  und  damit  von  q  un- 
mittelbar bestimmt  werden.  Es  giebt  aber  noch  andere  directe  Methoden, 
die  dasselbe  leisten.  Es  möge  eine  derselben  hier  besprochen  werden,  die 
sich    in    dem  Tliomae'schen  Werke  über  elliptische  Functionen  findet. 

Combinirt  man   die  beiden  linearen  Transformationen,   die  Je  in  -^ 

und  Ji  in  /c'  überführen,  so  folgt  leicht,  dass  wir  uns  auf  diejenigen 
Werthe  von  Je  l)eschränken  können,  die  in  dem  Segment  des  Einheits- 
kreises gelegen  siiul,  welches  die  zur  imaginären  Achse  parallele  Gerade 

durch  Je  =  ^  bestimmt  und   welches  den  Punkt  /.  =  ()  enthält. 
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Wir  o-ehen  nun  für  diese  Werthe  von  der  Gleicliuncr  aus: 

Durch  Division  derselben  mit  2(1  +V'ä/)  erhält  man  die  Gleichung: 

Für  yiv  setzen  wir  diejenige  Wurzel,  die  für  k  =  0  den  Werth  1 
annimmt,  ferner  hezeichnen  wir: 

l  +  Vk'        ' 

dann  folgt,  dass  q  jedenfalls  als  Potenzreihe  von  l  dargestellt  Averden 
kann,  welche  kein  constantes  Glied  besitzt,  es  folgt  ferner  leicht,  dass 
diese  Potenzreihe  die  Form  haben  muss: 

Durch  Einsetzen  ergeben  sieh  Recursionsformeln,  die  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  führen.     Man  erhält  die  Reihe: 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Reihe  für  die  vorhin  tjenanuten 
Werthe  von  Z;^  convergirt. 

Dazu  setzen  wir  (/  =  -^^, 'so  nimmt  die  Ausgangsgleichung  die 
Form  an: 

-.  IKK  CK 

Die  Umkehrung  dieser  Reihe  wird  nun,  wie  mit  Hülfe  weniger 
Schlüsse  folgt,  sicher  convergiren  für  diejenigen  A  <  s  ,  für  welche 
die  Umkehrung  der  Reihe  convergirt: 

Ueber  den  Convertjenzbezirk  der  Reihe  nacli  s  können  aber  einige 
Schlüsse  gemacht  werden.  In  der  That,  wir  können  die  Gleichung 
auch  als  quadratische  mit  der  Unl)ekanuten  s  auffassen.    Aus  ihr  folgt: 


s  = 


l  +  i  +  j/l-(2  +  ^e)i+| 


10' 
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Es   lässt  sicli   s  um   l  =  0   lienim    in   eine  Potenzreilie    entwickeln 
unil  /.Will-  reielit  der  Convergenzbezirk  ])is  zum  nächsten  Nullpunkt  von: 


l-(2  +  l).-f|. 
Derselbe  luit  die  Form: 


und    ist  jedenfalls   grösser    als  — •     Für  eben  diese  Wertbe   kann  auch 

der  (^>uotient: 

1 

^  2»      2^ 

nach  Potenzen  von  l  entwickelt  w^erden^  s  auch.  Unter  solchen  Um- 
ständen folgt,  dass  die  obige  Reihe  convergiren  wird,  wenn: 

1  +  pl^n^^       '2 
ist.     Das  ist  alier  für  die  genannten  Werthe  von  k^  der  Fall. 

§  51. 
Berechnung  aller  Werthe  von  K  und  Ä'  als  Functionen  von  h^. 

Nachdem  in  dem  Vorangehenden  Methoden  angegeben  worden  sind, 
wie  für  jedes  li^  einzelne  Werthe  von  K  und  Ä'  berechnet  werden 
können,  woUen  wir  nun  dazu  übergehen,  alle  Werthe  zu  bestimmen, 
die  zu  einem  Werthe  von  li^  gehören.  Wir  Avollen  uns  hierl)ei  zunächst 
mit  dem  Quotienten :  .     , 

beschäftigen.  Es  ist  klar,  dass  einem  jeden  Werth  von  k-  unendlich 
viele  Werthe  von  r  entsprechen  werden  und  zwar  haben  diese  die  Form: 

wenn  u^hy  —  h^^a^  =■  1  und  ferner  a^  £z  1 ,  a^  i  (>,  6,,:^  0,  b^  ~  lnwd2 
ist,  denn  für  diese  Werthe  Ideibt  nacli  den  Hegebi  dei-  liueai'en  Trans- 
formation /r^  uugeäudert.  Es  kann  nun  umgekelirt  gezeigt  werden,  dass 
hiermit  alle  Werthe  ersclu'qtft  sind,  <lie  zu  einem  Werthe  von  k-  ge- 
hören. 

Wir  wollen  dazu  die  not]iwendi»»'en  Bedintjunifen  zwischen  den 
Grössen   r    und    z'    aufstellen,    damit    die    zuu'ehörenden    eindeutig;    be- 
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stimmten  Werthe  der  Moduln  h^  und  (i^  einander  gleich  sind,  oder  also 
die  Gleichung  besteht: 

7,9  9 

Denken  wir  uns  dazu  für  beliebige  Werthe  v  und  v'  die  Functionen 

d-a(v,t)     und     &a{v',r') 

gebildet.  Diese  Functionen  sind  eindeutig  bestimmt,  wenn  die  Grössen 
V,  r-  v',  t'  gegeben  sind.  Unter  eben  derselben  Annahme  gehören  zu 
den  Argumenten  der  Thetaf'unctionen  eindeutig  bestimmte  Argumente 
der  elliptischen  Functionen,  und  zwar  bestehen  die  Relationen: 

II  =  Kv^     u'  =  Cv', 

wo  K  und  C  bekannte  Werthe  besitzen. 

Zu  vorgelegten  Werthsystemen  v,  t;  v',  t'  gehören  demnach  ein- 
deutig besi^immte  Werthe  der  Functionen  sw(«, /i),  sw(«',  ^);  cn(i(,/i), 
cn{u',  |u,)  etc. 

Andererseits  sind  diese  Functionen  aber  eindeutig  bestimmt,  sobald 
ihre  Argumente  und  die  Grössen  h^  resp.  ft^  gegeben  sind.  Wenn  wir 
daher  die  Beziehungen  festsetzen: 

Kv  =  Cv', 

so  folgt,  dass  die  den  vorgelegten  Grössen  v,  t;  v',  t'  entsprechenden 
elliptischen  Functionen  jedenfalls  einander  gleich  sein  müssen.  Hieraus 
folgt,  dass  die  ungerade  Thetafunction  mit  dem  Argument  v  und  dem 
Modul  T  jedenfalls  zu  gleicher  Zeit  mit  der  ungeraden  Thetafunction 
vom  Argumente  v'  und  dem  Modul  t'  verschwinden  muss. 

Nun  sind  die  NuUwerthe  der  ersteren  nach  dem  früheren: 

V  =  r  -{-  ST 
der  zweiten: 

v'  =  f\  -f  §1  t', 

wobei  r,  s,  i\,  s^  beliebige  ganze  Zahlen  l^edeuten. 
Setzt  man  also  v' =  1,  so  wird: 


setzt  man  v'  -=  t'    so  wird: 


V  =  ^-  cci-  ßr, 

V  =  -^r'  =  y  -i-  dr, 


wobei  a,  /j,  y,  d  vier  ganze  Zahlen   bedeuten.      Hieraus  folgt: 

a  +  ßz 


IqC)  §  52.  Ditforentialgloichuncren  für  &'ä  etc. 

Setzt  man   unio'ckchrt  v  =  \,  so  wird: 


K 

setzt  man  v  =  t,  so  wird 


v'=-^-cc,  +  ß,r' 


also: 

lerner : 

(a-\-  ßr)a,-{-(y  +  dT)ß,^\, 

(a-hßT)y,-^{y-\-dT)d,  =  T. 

Da  nun  r  keinenfalls  reell  ist,  so  folgt: 

aa,-{-yß,  =  l,     ßa,-\-dß,=^0, 

ay,-^yd,  =  (),     ßy,+  dd,=  l 
oder : 

{ad-ßy)ia,d,-ß,y,)  =  l 

aö  -  ßy  =  a,d,-ß^y^=  ±1. 

Da  aber  der  Factor  von  i  in  t  und  t'  dasselbe  Zeichen  besitzt, 
^o  Mgt:  ad-ßy=^\. 

Damit  ist  alles  gemacht,  denn  alles  andere  lehrt  die  Theorie  der 
linearen  Transformation. 

Wenn  nun  das  Problem  für  r  gelöst  ist,  so  ist  es  für  K  und  K' 
auch,  da  ja  ^ 

ist. 

Wir  finden,  dass  alle  Werthe  K  die  Form  haben: 

y.K-\-ö.iK', 
alle  Werthe  iK    dagegen: 

cc.K-\-ß.iK', 

wobei  a,  ß,  y,  d  die  frühere  Bedeutung  haben.  Damit  ist  das  Problem, 
welches  am  Anfang  des  Paragraphen  gestellt  wurde,  vollkommen  gelöst. 
Auf  die  Bedeutung  desselljen  in  Bezug  auf  frühere  Theorien  braucht 
nicht  näher  eingegangen  zu  werden. 

§  52.23) 

Aufstellung  von   Differentialgleichungen,   denen  die  zweiten 

Diflferentialquotienten    der    Thetafunctionen    für    die    Null- 

werthe  der  Argumente  und  damit  zusammenhängende  Grössen 

Genüge  leisten. 

Es  ist  eine  Methode  angegeben  worden,  um  Differentialgleichungen 
aufzustellen,  denen  die  Thetafunctionen  für  die  Nullwerthe  der  Argumente 


Z=|^^3V    iK'=xK 
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Genüge  leisten.  Es  brancbt  kanm  hervorgehoben  zu  werden,  dass 
diese  Methode  ausreicht,  um  auch  für  die  Diö'erentiakjuotienten  der 
Thetafunctioneu,  wenn  die  Argumente  Null  sind,  analoge  Diö'erential- 
gleichungen  aufzustellen.  Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken, 
dass  /.:  als  unabhängige  Veränderliche  aufgefasst  wird.  Dann  hat  es 
keinen  Zweck,  nach  Dilferentialgleichungen  zu  fragen,  denen  die  Grösse 
&[  Genüge  leistet,  denn  es  ist: 

Aus  jeder  Differentialgleichung  für  die  Grösse  O-q  kann  also  eine 
solche  für  d-[  abgeleitet  werden  und  umgekehrt.  Anders  verhält  es 
sich  mit  den  zweiten  Diff'erentialquotienten.  Zunächst  ist  klar,  dass 
man  sich  auf  einen  derselben  z.  B.  d-Q  beschränken  kann,  denn  die 
übrigen  können  nach  bekannten  Regeln  auf  denselben  reducirt  werden. 

Es  findet  nun  die  Beziehung  statt: 

Die  linken   Seiten   können   wir   nach   bekannten   Regeln    durch   9-'' 

~  u 

selbst  und  die  Grössen  #„  ausdrücken,  wenn  v  =  0  angenommen  wird, 
die  rechte,  bei  welcher  an  Stelle  von  t  die  unabhängige  Veränderliche  /.• 
eingeführt  werden  kann,  enthält  die  Differentialquotienten  von  &[l 
nach  Je  in  sich  —  von  den  sonstigen  früher  näher  angegebenen  Grössen 
abgesehen  — ;  wir  können  unsere  Gleichung  also  unmittelbar  in  eine 
Differentialgleichung  verwandeln,  welcher  die  Grösse  d-[l,  aufgefasst  als 
Function  von  h^,  Genüge  leistet.  In  den  Coefficienten  treten  die  Grössen 
^■^^  und  k  algebraisch  auf.  Hieraus  lassen  sich  Differentialgleichungen 
ableiten,  in  deren  Coefficienten  die  Grösse  Je  allein  vorkommt.  Dieselben 
nehmen  eine  besonders  einfache  Form  an,  wenn  wir  an  Stelle  von  0-',' 
die  Grösse: 

einführen.  In  der  That,  die  Diff'erentialbeziehung,  von  welcher  wir 
Gebrauch  zu  machen  haben,  lautet: 

<^(4)  =  3  :^  _  2;r^  ^0  ■ 'S--''- V 

0  ^^  0         2  3 

oder  wenn  wir 
setzen : 


i-'f,-%--^-'WK- 
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Somit  erhalten  wir  für  f^  die  Gleichung: 

oder: 

Die  letzte  (ileichung  kann  sfeschrieben  werden: 

"^^  die      ^^  V^ 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ist  es  möglich,  ans  jeder  Gleichung, 
die  wir  für  K  aufgestellt  haben,  eine  solche  für  f^  aufzustellen.  Nun 
folgt  aber  leicht,  dass  umgekehrt  auch  f^  sich  durch  den  Differential- 
quotienten von  K  und  K  selbst   darstellen  lässt.     In  der  That,  es  ist: 

also  folgt: 

^^  dk  ~      Uk'  ~^'^  k"' 

Diese  Formel  leistet  das  Verlangte.  Aus  jeder  Formel  für  f^  können 
wir  eine  Formel  für  K  herleiten  und  umgekehrt.  An  Stelle  von  f^ 
kann  hierbei  f^ .  F  gesetzt  werden,  wobei  F  irgend  eine  Function  von  k 
ist.  Es  entsteht  unter  solchen  Umständen  eine  unendliche  Formen- 
mannigfaltigkeit.     Wir  wollen  den  folsjenden  Fall  herauso-reifen. 

AVir  setzen: 

^^  4  Z;2       2n&^^k^' 

dann  folijen  die  beiden  Beziehungen: 

^  dk  kk'^  kk'-'  ' 

Ans  der  ersten  Gleichung  folgt  unter  Hinzunahme  der  Differential- 
gleichung, die  wir  für  K  gefunden  haben: 

dE  ^2-  ¥  dK      K 

dk  k^       dk        k 

cPE  _  -G-{-10k^-2k^  dK      3  -  2P 
dk^  k'Vc^  dk  '^HFi^     ' 

oder  also  wii-  eilialteu  die  Differentialcrleiehung  zweiter  Ordnung: 

DO  O 

8)  l.m'^  +  ^-.l^'^-UE^O. 
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Die  Integration  derselben  ist  vollkommen  durchgeführt.  Das  eine 
Integral  ist,  wie  soeben  bemerkt: 

das  andere  also,  welches  wir  durch  E^  bezeichnen  wollen: 

Bei  der  Differentialgleichung  für  K  entstanden  die  beiden  Integrale 

auseinander  durch  Yertauschung  von  h  und  k'.     Hier  verhält  sich  die 

Sache  anders.     Nennen  wir  die  Grösse,  die  aus  E  durch  Vertauschung 

von  Je  und  h'  entsteht  E',  so  folgt: 

Jc^dK' 

oder  also: 

^'=^'  +  '•■'1' 

so  dass  zwischen  Ej^  und  E'  die  Beziehung  stattfindet: 

11)  Ei= ^2 

Zwischen  den  Grössen  E,  E^ ,  K,  K'  besteht  eine  einfache  Relation, 

die    unmittelbar    aus    den    vorhin    entwickelten    Gleichungen    folgt    und 

lautet : 

KE,-EK'=^^,, 

oder  wenn  wir: 

setzen: 

12)  KJ.-JK'^^"^- 

Es  ist  dieses  die  Legendre'sche  Relation. 

Wir  könnten  nun  in  ähnlicher  Weise  die  höheren  DifPerential- 
quotienten  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  untersuchen,  indessen 
kann  das  zu  keinen  prinzipiell  neuen  Resultaten  führen,  da  dieselben 
sich    rational    durch    die  vorhin  untersuchten  Grössen  darstellen  lassen. 


§  Ö3.2*) 

Ableitung  von  partiellen  Differentialgleichungen  für  die  Functionen 

Ala(u)  und  EntWickelung  derselben  in  Potenzreihen. 

Aehnlich  wie  wir  Ditferentialgleichungen  gefunden  haben,  denen 
die  Thetafunctionen  und  gewisse  Verl)indungen  resp.  Ableitungen  der- 
selben für  die  Nullwerthe  der  Argumente  Genüge  leisten,  ähnlich  können 
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wir  für  die  allgemeinen  Tlietafunctionen  und  andere  mit  ihnen  zusammen- 
hrmgende  Functionen  Ditferentialo-leichung-en  herstellen.  Dieselben  Averden 
in  totale  und  partielle  Ditferentialgleichungen  zerfallen.  Es  hat  keine 
Schwierigkeit,  für  die  Thetafunctionen  totale  Differentialgleichungen 
aufzustellen,  indem  man  sie  als  allein  abhängig  von  v  ansieht,  indessen 
sind  die  Formen  so  wenig  einfacher  Natur  und  bieten  so  "wenig  neue 
Momente  dar,  dass  wir  von  ihrer  Aufstellung  absehen  können.  Bildet 
man  Quotienten  je  zweier  Thetafunctionen,  d.  h.  elliptische  Functionen, 
so  gestaltet  sich  die  Saclie  ungemein  übersichtlich  und  einfach;  indessen 
sind  die  hierauf  bezüglichen  Formeln  entwickelt,  so  dass  wir  nichts 
Neues  hinzuzufügen  haben.  Anders  ist  es  mit  den  partiellen  Differential- 
gleichungen. Für  diese  haben  wir  den  Ausgangspunkt  auch  schon  ge- 
funden, nämlich  die  Gleichung: 

Dieselbe  zeigte  sich  für  die  Differentialgleichungen,  denen  die  Con- 
stauten  Genüge  leisten,  fundamental;  sie  ist  es  ebenso  für  die  zuletzt 
charakterisirten.  Wir  wollen  -mit  ihrer  Hülfe  Differentialgleichungen 
herleiten,  denen  die  Functionen  Ala(u)  Genüge  leisten. 

Dazu  bringen  Avir  sie  in  die  Form: 

— ^r-2 —  =^  —  ^n  h^o  — ^ 

dv^  dli 

Nun  ist: 

2)  ÄL{ii)  =  ^"^  r^^ ^,  « =  u,  2, 3. 


3)  ^lM-^^^{v)e   ^S 

während  ZAvischen  v  und  n  die  Beziehung  besteht: 

Die  letzten  Betrachtungen  geben  dann  unmittelbar  die  Mittel  an  die 
Hand,  um  für  die  vier  Functionen  Ala(u)  partielle  Differentialgleichungen 
aufzustellen.     Dieselben  lauten: 


i>  { 


^^r  du  ^  ■'      die 
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Diese  Differentialcrleicliungen  zeigen  sich  nun  für  die  Entwiekelung 
der  Functionen  Alaiu)  in  Potenzreilien  von  Bedeutung.  Zuuäch.st  folgt 
aus  der  linearen  Transformation  und  zwar  aus  dem  dritten  Falle  der- 
selben, dass  die  Beziehungen  bestehen  müssen: 

AI,  (jcu,  j)  =  J:Äl,{n,  h)-     A^  (j^n,  j)  =  Äh^ii,  Ic). 

Es  folgt  nun  leielit,  dass  wir  für  die  vier  Functionen  die  folgenden 
Ausätze  machen  können. 


ö) 


,2/n-f  2n-M 


Al,{u)  =  1  -  V(-  l)-+«c„„„A-2- 


AlXu)  =  1  -  y{-  1)"'-^"  c,„,„Z;2»-2 


«t 


2m  +  2n-r2 


^v     -/        -«,n.^         (2m+2w  +  2)! 

Setzen  wir  diese  Entwickelungen  in  unsere  DifiFerentialgleichungeu 
ein,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen: 

«m,»-(4»w+4)am,„_i+(2w+4)a„i_i,„-(2m  +  2w+l)(2mf2n+2)a,„_i,„_i, 
h,n,n  (4m+l)&„,,„_i^(2w+l)6,„_i,„-(2m+2w-r2)(2wi+2w-l)6,„_i,„_i, 
c„,,„    (4w4-l)c,„,„_i+(4w+4)c,„_i,„-(2w-f2)i-l)(2m+2w)c„,_i,„_i. 

In  den  einfachsten  Fällen  ist: 


ferner: 


flfo,o=2,     &o,0=lj     Co,o=l;     fi,o=2,     To,  1— 1> 


daneben  i.st   in  diesen  Formeln  einem  jeden  Coeflicienten,   bei  dem  ein 
Index  negativ  ist,  der  Werth  Null  beizulegen. 
Wir  können  unsere  Formeln  auch  schreiben: 


6) 


Al,{u)  =  l-A,^-{-A 


3  6! 


11  li 

Al,(_i()^u-B,^+B^- 


i-l^Br, 


(2my. 

.2m  +  l 


(2m +  1)! 


7/"  ij^  11"  ' 


AlM^l-D,''^-\-D,'' 


'4\ 


wobei  in  den  einfachsten  Fällen  wird: 


(-  irD,, 


(2w)! 
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Ar,  =  128(Ä;2  +  7^8)  +  480(/<;*  +  ^*'), 

A,  =  512(7^2 ^  ^10)  _|.  3008(Ä;^  +  /^')  +  5400/.-«, 

^1  =  1  +  ^^ 

iy3=l+A;6+ 9(7*^24.  ^4^^ 
i?^=l  +  A:«+ 16(7:2+ F)-6A^ 


C,  =  l, 

Cg  =  1  +  2Ä;2, 

C3  =  l  +  67^2_^87;^ 

C,  =  l+  12A;2+607;^+327;«, 

a,  =  1  +  207)2+3487;*+  4487;«+  1287;«, 

q.  =  1  +  307;2  +  23727;*  +  4(3007;"  +  2880  A«  +  5127-^", 

D^=  327;2+  60/;*+  127;«+  F, 

2)5  =  128  7;2  +  448  7;*  +  348  k^  +  20  7;»  +  ¥">, 

Z),=  5127;2+  28807;*+  46007;«+  2372  F+  307;^«  +  12'^ 

Es  l)rauclit  kaum  bemerkt  zu  Averden,  dass  die  Darstellungen  der 
Functionen  Ala{ti)  auch  dazu  dienen  können,  um  die  Entwickelungen 
der  elliptischen   Functionen  snit,  cnii^  dnu  zu  erhalten. 

§  54.25) 
Die  Multiplication  der  Theta-  und  der  elliptischen  Functionen. 

Erste  Methode. 

In  einem  der  früheren  Paragraphen  ist  bemerkt  worden,  dass  zu 
jeder  Transformation  eine  supplementäre  gehört,  die  zur  Multiplication 
führt.  Es  folgt  aus  den  dort  angestellten  Betrachtungen,  dass  die  An- 
wendung der  beiden  Transformationen  den  Modul  ungeändert  lässt, 
während  das  Argument  den  ?^facheu  W'erth  des  ursprünglichen  annimmt. 


^) 
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Unter  solchen  Umständen  können  wir  als  Anfgabe  der  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  die  Aufgabe  ansehen,  die  ellip- 
tischen Functionen  mit  «fachem  Argument,  insbesondere  die 
Functionen  sn{mi),  cn(}iu),  dn(m()  durch  die  ursprünglichen 
auszudrücken.  Auch  hier  basiren  wir  die  Lösuntj  dieser  Aufgabe 
auf  die  Lösung  der  entsprechenden  für  die  Thetafunctionen  oder  also 
wir  stellen  zunächst  die  Aufgabe,  die  Functionen  ■d-a{nv)  durch  die 
ursprünglichen  Thetafunctionen  darzustellen. 

Das  Problem  kann  auf  mannigfachem  Wege  gelöst  werden.  Zu- 
nächst giebt  das  Hermite'sche  Transformationsprincip  unmittelbar  eine 
Lösung  desselben. 

Li  der  That,  es  folgt  unmittelbar,  dass  die  Functionen  d-a(m^) 
Thetafunctionen  von  der  Ordnungszahl  «^  sind,  deren  Charakteristik 
bei  ungeradem  n  gleich  der  Charakteristik  von  ^a{v),  bei  geradem  n 
dagegen  gleich  der  Charakteristik  von  d-^iv)  ist.  Daneben  folgt,  dass 
O',  (w<)  ungerade,  die  drei  übrigen  Functionen  dagegen  gerade  sind. 
Hieraus  folgt  dann  die  Darstellung  derselben  durch  Thetafunctionen 
nach  den  bekannten  Regeln  und  zwar  erhalten  wir  bei  geradem  w: 

1)  ^,{nv)  =  &o(^)»M»M%(v)FJ-'[dl(:v),  ^Uv)l 

2)  #„(ni-)  =  F^l^l (v),  C(t')],  «  =  0,  2,  3, 
bei  ungeradem  n  dagegen: 

3)  .         .y(nv)  =  #4«)  f'^7-  [&l  (v),  d%{v)],      /3  =  0,  1 ,  l>,  3. 
Hierbei  bedeuten  s^  und  f^  zwei  beliebige,  aber  von  einander  ver- 
schiedene Charakteristiken. 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir  durch  Anwendung  des 
Additionstheorems.  Dieselbe  hat  überdies  den  Vortheil,  dass  die  Natur 
der  Coefficienten  klar  hervortritt. 

In  der  That,  aus  den  Formeln  desselben  folgt  unmittelbar  das 
System  von  Gleichungen: 

V.'9-o(2mt;)  =  ^^^(tnv)  -  ^^\mv), 

0-o.'9-2.'8-3.'9-i(2mt;)  =  2^Q{mv)  ^i(mv}  ^^(''^v)  d-^(mv), 

0-„-.^3.^.(2wv)  =  ^./{mv)iy^'(mv)  -  &/(mv)^^-(mv), 
ferner: 

d-,'.  &, [(2m  -f  l)y]^i(v)  =  »,'[(m  -f  1  )rj .  iy^\mv)  -  &,'[{m  +  1)^1  •  &,\mv), 
V-  •^21(2*»  +  l)v]%(v)  =  »^%m  +  i)v] . iV("^^)  -  ^3^[(*n  +  l)v] .  K'imv), 
V-  '9-31  (2m  -f  1)?;]  d:,(v)  =  ^./[(m  -f  l)v].^^\mv)  -  ^./[{m  +  l)v] .  »^\mv). 


4) 


fi){ 
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Das  Additionstheorem  hätte  noch  zu  andern  Darstellungen  Anlass 
gegeben.  Die  hier  entwickelten  Formeln  ergeben  sieh,  wenn  an  Stelle 
der  Argumente  der  Thetafunctionen  in  dem  Additionstheorem  gesetzt 
wird  niv  und  mv  resp.  (tn  4-  l)v  und  mv.  Wir  können  aber  allgemein 
an  Stelle  der  Argumente  setzen  rti  und  su,  es  ergeben  sich  dann 
complicirtere  Verhältnisse,  die  von  Kronecker  untersucht  worden 
sind.     Hierauf  soll  nicht  näher  eingegangen  werden. 

Aus  den  aufgestellten  Formeln  folgt  nun  zunächst  wiederum,  dass 
die  Thetafunctionen  mit  w  fächern  Argument  sich  als  ganze  homogene 
Functionen  von  der  Ordnungszahl  n^  der  ursprünglichen  Thetafunctionen 
darstellen  lassen,  es  können  aber  überdies  Schlüsse  über  die  Natur  der 
Coefficienten  gezogen  werden.  In  der  That,  führen  wir  an  Stelle  der 
Functionen  0'„(v)  die  Functionen  Ala(}i)  ein,  so  nehmen  die  obigen 
Formeln  die  folgende  Gestalt  an: 

AlQ(2mu)  =  ÄlQ^(mu)  -  1c\  A l^^mu), 

A  li  (2  m  ii)  =2AJq  (mn)  A  li  (m  u)  A  l^  {m  u)  A I^  (m  u) , 

Al^(2mn)  =  Al/(mi()AlQ^(mn)  —  AJ.^^(tnu)Alj^(tnu), 

Al^{2mu)  ~  Al^(mu)AlQ(mii)  - h^ Al^^ {mu) Al^^ {mn) , 

^?o[(2m  +  l)«]4Zo(w)=4Zo'[(«^-^l)«']^V(*>*«0-^"'-4?i'[(m+l)«]^^i'(w«), 
Al^  [(2m  +  V)u'\Al^{u)    Al.^[{m+l)ii\AlQ(mu)-Al^^{mii)AlQ^[{m  +  \)ii], 

V^Z3[(2m  +  l)w]^/3(w)  =  J.732[(w+l)H]^Zo2(^mt()-Ä;MZ2'[(w+l)M]^;i2(„^^^) 

Diese  Formeln  geben  successive  die  Bestimmung  der  Functionen 
Ala{2u),  Ala(?>it)  etc.  und  hierbei  ist  es  klar,  dass  die  Coefficienten 
sich  ganz  und  rational  durch  die  eine  Grösse  h^  darstellen  lassen,  mit 
andern  Worten,  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Die  Functionen  Ala^nii)  sind  ganze  rationale 
homogene  Functionen  der  ursprünglichen  Functionen  Ala{u) 
von  der  Ordnungszahl  M^.  Die  Coefficienten  lassen  sich  ganz 
und  rational  durch  h^  ausdrücken,  so  zwar,  dass  die  Zahlen- 
coefficienten  ganze  rationale  Zahlen  sind. 

Dividiren  Avir  die  rechten  und  linken  Seiten  dieser  Gleichungen 
durch  Al^'{ii),  so  erhalten  wir,  wenn  Avir  für  den  Augenblick  schreiben: 

snu=^x,     cnu==y,     dnu  =  s, 

für  ein  gerades  n  die  Ausdrücke: 
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') 


A(x^)  =  A'(y^  =  A"(z^), 


^(0)  =  1, 


^^^  =  xyzB(x^)  =  xyzB'if)  =  xy,B"(z^),  B(C))  = 
^^f^-C(x^)-G'(f)^C"(.% 

für  ein  ungerades  n  dagegen: 


=  w. 


C(0)  =  J, 
7)(0)  =  1, 


8) 


J(0J  =  1, 
5(0)  =  », 
C(0)  =  ], 
DfOi^l, 


^^  =  ^B(^^)  =  xB'(f)  =  ^5"(.^), 
4|(,7)^^-  =  yC(x-)  =  ^C'(yO  =  ^C'"(^''^); 

wobei  ^,  B,  C,  D  ganze  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  sind, 
deren  Grade  unmittelbar  zu  bestimmen  sind.  In  Bezug  auf  die  Coeffi- 
cienten  gilt  das  früher  Bemerkte. 

Die  lineare  Transformation  giebt  einige  elegante  Eigenschaften  dieser 
Functionen.     In  der  That,  schreiben  wir: 

B(X')  =^Q,nX'-  =^Qlnf"'  -^QU"", 

C(x')  =^y^B„,x'"'  =  '^BLy""  ==^B'„W'"; 
D{x')  =^S„,  x'"^  =2SL  y"'  =^S!l  z'"', 

so  sind  die  Grössen  P,  Q,  B,  S  ganze  rationale  Functionen  von  l". 
Wir  wollen  nun  den  dritten  Fall  der  linearen  Transformation  anwenden, 

specieller  gesagt  an  Stelle  von  u  und  k  uns  ku  und  -j  gesetzt  denken, 
dann  folgt:  ...  ,.. 

B„,{k)  =  k''-  S„,  ( j.),    B'm{k)  =  Sil  (I), 
S„,{k)  =  k^''^B,,,  (-^),     Slik)  =  IC  (I). 


11) 
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Aus  diesen  Formeln  folgt,  dass  die  Functionen  F,„,  F'„,  Q,„,  (^m, 
R„,,  Bin,  Sm,  Sm  ganze  Functionen  von  Jc^  höchstens  vom  Grade  m  sind, 
dass  ferner  P«  und  Q^  reciprok  in  Bezug  auf  k  sich  verhalten. 

Einige  weitere  Eigenschaften  folgen  durch  Substitution  halber 
Perioden  und  mögen  ganz  kurz  angegeben  werden.    Setzen  Avir  an  Stelle 

von  v:  V  -\-  -^  oder,  was  dasselbe  sagt,  an  Stelle  von  u:ic-{-iK',  so  gehen 

die  Functionen  AlaiiC)  in  bestimmter  Weise  in  einander  über.  Bei  den 
Functionen  Alaini^  dagegen  muss  unterschieden  werden,  ob  n  eine 
gerade  oder  ungerade  Zahl  ist. 

Es  folgen  dann  mit  leichter  Mühe  die  Beziehungen: 

I.  n  =  0  mod  2. 

D{x')  =  {kx^)^B{-j^)- 

Hieraus  ergeben  sich,  indem  man  x  unendlich  gross  werden  lässt, 
die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  in  A,  B,  C,  B  und  zAvar  resp. 
gleich:  ,  o       -    .  •>         - 

{-\y{ky;     {-\)~^nk~^,     k^,    k^. 

IL  n  =  1  mod  2. 

\l7'xV' 

^B{x^)^{kx')-^C{^)' 

Hieraus  ergelieu  sicli  für  die  höclisteu  Coefficienten  in  A,  B,  C,  B 
die  Wertlie: 

»  -  1  n'  —  1  n  —  1  rC  —  l  n=  —  1  n-  —  1 


12) 


n  —  l  ra"  — 1 

B{x')  =  (-  1)  '^{kx'')~^A\ 
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Im  Falle  eines  ungeraden  n  kann  man  die  vier  Polynome  A,  B,C,D 
vermöge  der  Anwendung  anderer  Substitutionen  halber  Perioden  auf 
eines  zuriickfüliren,  und  zwar  ergeben  sich  die  Resultate: 

ij(.=)=(-i)"-^(i;)"^c(|> 


13) 


n — 1/7  \  »'  —  1       /    2\ 

=  (- 1)^(1 /)^Z)(i), 
üzii         !?!=i     /  1   \ 


So  haben  wir  eine  Reihe  von  Eigenschaften  gefunden,  welche  für 
die  wirkliche  Berechnung  der  Functionen  A,  B,C,  D  von  Bedeutung 
sind.  Wir  können  aber  überdies  Regeln  entwickeln,  mit  deren  Hülfe 
die  Grössen  A,  B,  G,  D,  die  zu  höheren  Werthen  von  n  gehören,  aus 
solchen  berechnet  werden  können,  die  zu  niederen  gehören.  In  der  That, 
nehmen  wir  dazu  die  Formeln,  die  wir  für  Ala (2m n)  vorhin  gefunden, 
so  ergeben  dieselben  für  ein  gerades  m  die  folgenden  Relationen  — 
wenn  wir  uns  die  Grössen  A,  B,  C,  D  mit  entsprechendem  Index  ver- 
sehen denken:  — 

A2m=^u-k\x\y\z\Bi, 

B2m  =   2^m  •  Bm  •  Cm  •  -D/,,, 


14) 


x\f.z\Bl.Bl, 


15) 


16) 


n     r(2     -42 

'-^2  m  —  ^m  •  -"-m 

B,m=^Bl .  AI  -  h\ x\ ij\ z\  Bl .  Cl. 
Ist  dagegen  m  ungerade,  so  wird: 

A-2m  =  A„,  —  K  .X  .  E„,j 
-t>  2  m  =  ^  -Am  .  Bm  •  (^m  •  Bm  , 

C.2r>.=  if.Cl.A:i-x\B\Bl.Bl, 
D,,,  =  z\  Bl .  A%  -  k\  x\  f.  Bl .  Cl 
Aehnlich  folg;t  für  ein  crerades  m: 

A  _   42    ,  42  7-2    ^4   ,,2    ^2     D2 

B2m  +  1  =-Bm-rl  •  -^m  —  ^"-  "•  B^  .  ^1^-f  i, 
^J  m  +  1  =  C„i  -f  1  .  Aju  —  X  .  Z  .  X>'m-f  1  Bm  , 
B-im  +  l  =-Dm-rl  •  Am,—  K  .X  .y  .  £„,  .Oto-j-i, 


B^ 


für  ein  ungerades  m  dagegen  wird: 


17) 


.42«  + 1  =  ^^-t- 1 .  Äl  -  W. x\ y\  z^Bl^i .  Bl, 

B^rn  +  1=  y  '^  ■  -Dm  +  1  •  -^7«  —  -B;«  •  -4«+  l , 
y    C>2m  +  1  =  Cm  —  1  •  A-m  —  X   B^Bm 

z'l)2m  +  i-Dl^i.A:i-k'x'Bl 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  I.  11 
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Andere  Formen  des  Additionstheorems  würden  andere  Formeln 
geben,  die  aber  niebt  weiter  ausgeführt  zu  werden  brauchen. 

Ausser  dem  Additionstheorem  können  auch  noch  die  quadratischen 
Beziehungen,  die  zwischen  je  drei  Thetafunctionen  bestehen,  dazu  dienen, 
um  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  A,  B,  C,  D  herzustellen.  Wir 
o-reifen  die  folgenden  heraus. 

Es  sei  der  Index  ein  gerader,  so  wird: 

18)  A^=C^-\-  x\  t/.  z\  B^=D^+  k\  x\  y\  z\  B^, 
es  sei  zweitens  der  Index  ein  ungerader,  so  wird: 

19)  J.2  =  y-^c'^  4-  x^B'^  =  s\  D^  +  ¥.  x\  B\     ' 

Es  sind  dieses  die  wichtigsten  Beziehungen,  die  zwischen  den  ein- 
geführten Grössen  bestehen  und  mit  den  vorhandenen  Mitteln  abgeleitet 
werden  können.  Mit  ihrer  Hülfe  ist  es  leicht,  in  den  einfachsten 
Fällen  die  Functionen  wirklich  zu  berechnen.     Es  wird: 

B^=2, 

B^=l-2kH^+¥x\ 
A^^l-U^x^-\-  4P(1  +  h^)x''-  ^lc^x\ 
^3=3- 4(1  +  ¥)x^+Q^¥x^-  h^x^ 
C3=l-4ic2+  6Ä;2a;^-  Wx^+  ]c^x% 
2)3-l-4Fa;2  +  6h^x''  -  W^x^  +  ¥x% 

A^^  1  - 20]c^x'-]-  32(1  + 1^)1^''-  2(8  +  29P_^  UyiH^+  32(1  +  h^)¥x^'' 

-20l^x^^+¥x^% 
.F^-4-  8(1  +  ¥)x^  +  20Pa;^  -  8(1  -  h'')¥x^  -  2()¥x''  +  8(1  +  ¥)lc''x^'' 

-  WxP, 
Q-l-  8:r-  +  (8  +  6¥)x^  -  8(3  +  4Ä;2)/^V ^  2(27  +  2J^)k'x^ 

-  8(3  +  4/^2)A;4a;io+  (8  +  bk^)k''x'^  -  Sh^x''  +  k^x'% 
D4-I-  8/^2^2 _|_  4(5  +  2¥)¥x^-  8(4  +  3Ä;^)FicH  2(ß  +  21k^-\-  W')¥x'' 
-  8(4  +  W)¥x'^+  4(5  +  2kyc^x'^  -  8F.  x^'^  +  F.  x}\ 
Die  Formeln  für  die  elliptischen  Functionen  folgen  unmittelbar  durch 
Division  aus  den  aufgestellten,  so  dass  von  ihnen  abgesehen  werden  kann. 

§  -'>;). 
Entwickelung  der  Jacobi'schen  Methode  der  Multiplication. 

Jacobi  hat  eine  Ditterentialgleichunsj  auf<]festellt ,  mit  deren  Hülfe 
die  Functionen  A^  B,C,  D  berechnet  werden  können. 


lü  = 


§  55.  Entwickelung  der  Jacobi'sclien  Methode  der  Multiplication.         \(\?» 
Die  vier  Functionen: 

Al^{u),    ti\==y  hAl^{u),    tv.,  =  y^,Al^{ti),    tv.=  y  jjAl^iit) 

leisten,    wie    aus    dem    früheren    leicht   folgt,    einer    und  derselben  par- 
tiellen Differentialgleichung  Genüge: 

1)  ?^  +  2F« ^-^  +  2mV^  +  kVw  -  0. 
^  oir  eil  CK 

Hieraus  folo-t,  dass  wenn  wir  die  Bezeichnuns;  einführen: 
W^Al,{nu),    W,^ykAl,{m<),     W,-y~Al,(nu),     W,-^y^,Al,{mi), 

die   vier  Functionen  W,  W^,  W^,  W^  der  Differentialgleichung  Genüge 

leisten : 

ß^  W  cW  0  W 

2)  V^  +  2M2/.-2i(  V^  +  2n'W'VT-  +  n^^^u'  TF=  0. 

cir  du  Cli 

Da  nun  allgemein  ist: 

oHogiv       /dlogiv\^      1  d^iv 
dv?         \    du   J       IV  OUT' 
so   können   die   beiden  aufgestellten  Differentialgleichungen  geschrieben 
Averden : 

oHogw      ßlogKV     g^,^ a^L"  +  2M'»^-^  +  7.-«^  -  0, 
ou'  \    ou    /  du  OK 

Cir  \    cu     /  du  dk 

Wir  wollen  nun  setzen:  _„ 

•"^  '"-Al^uY 

so  nimmt  die  Differentialgleichung  für   V  die  Gestalt  an: 

dir        \   du    /  \    du  /     du  ck  ^  ■^    dir 

;teht: 

=  —  h^sn^u, 


oder  auch,  da  die  Beziehung  besteht: 

d^logw 


CU" 


0)  ^-^,  +  2n'(^-^-}-k'i)  ""^^  -}-  2n^kr'~  +nHn'  -mHnhiV==0. 
'    cu^  \    cu  I  cu  dk  ^  ' 

Nun  setzen  wir: 
7)  x.  =  -^  =  Vksnu 

und  sehen   V  als  Function  der  beiden  unabhängigen  Veränderlichen  x, 
und  k  an. 

11* 


164         §  ^ö-  Entwickelung  der  Jacobi'schen  Methode  der  Multiplication. 
Dil  die  Beziehungen  bestehen: 

dV_dVox,      d^V  _  dW^dx^Y     dV  d^x^ 
du       dXi  du        du'^       dx^^Kdu/       dx^  du^ 


~~  \dl)  '^  dx^  dl' 


dV      {dV 
dl 


so  nimmt  die  Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

\du/    dXi        Ldu^  \    Oll  /  du  dlJdx^ 

+  2n^lh'^~  -{-  nHn^  -  l)lhn^uV=  0. 
dl 

Für    die    Grrösse  a;,    ergiebt    sich    aus    dem    vorhin  Bemerkten    un- 
mittelbar die  Differentialgleichung: 


oder  auch 


du^  \    du    J  \    du  /      du  dl 

^  +  2  (^^  +  l^u)  ^-^  +  2M'^^4  =  0. 
du^  \    du  J  du  dl 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  die  Differentialgleichung  für 


V  schreiben: 

'dx^Ydn^ 

dx^' 


oder  auch: 


^  ^  8t<2  dx^   •  aÄ;         ^         ^  ' 


+  2«2Ä;'2|?-|-  w2(w^  _  1)  x,^  V=  0. 

Es  ist   dieses  die   gesuchte    Differentialgleichung.      Sie   kann    ver- 
einfacht werden,  indem  man  die  Hülfsgrösse  einführt: 

Die  Form  derselben  wird  dann: 

10)    (1  -  2ax,'+x,')P^^  +  2(n2  -  1)  {ax,  -  x,')  ~ -h  4:7i\l  -  a')  ^J- 
'^  dXi  /VI        '■ '' dXi  ca 

+  n\n^~\)x,^V=0. 

AVir   halben  .r,   als   unabhängige  Veränderliche  eingeführt.    Ebenso 
hätte  man  die  Grössen: 
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^,  cnu, 
w 


VI 


dn  u 


einführen  können.  Es  ergeben  sich  dann  analoge  Diflferentialgleichimgen, 
die  kaum  näher  aufgestellt  zu  werden  brauchen. 

Es  ist  die  soeben  entwickelte  Differentialgleichung  zuerst  von 
Jacob i  aufgestellt  worden.  Die  Anwendung  zur  Berechnung  der 
MultipHcationsformeln  ist  eine  einfache.  Beschränken  wir  uns  zunächst 
auf  die  Function  V,  so  ist  dieselbe  für  ein  beliebiges  n  gleichbedeutend 
mit  der  Function  A(x^),  oder  also: 

Setzen  wir: 
SO  folgt: 

Da  nun  sich  unmittelbar  die  Gleichung  ersieht: 

SO  folgt,  dass  2^"'(J^)  ^^^^^  ganze  rationale  Function  von  a  ist,  deren 
Grad  die  Zahl  m  nicht  übersteigt.  Setzen  Avir  diesen  Werth  von  V  in 
die  Differentialo-leichuno-  ein,  so  ergiebt  sich  durch  Gleichsetzen  der 
Coefiicienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x^  die  Relation: 

11)  (2w  +  l)(2m  +  2)i?«^i  +  Am(n'-  2m)ap„,-\- 4n\l  -  a^)^ 

+  {n^  -  2m  -f  1)  («2  _  2m  -f  2)^„._i  =  0. 

Es  ist  dieses  eine  Beziehuncj  zwischen  drei  auf  einander  folgenden 
Grössen  p. 

Aus  ihr  ergeben  sich  die  einfachsten  Werthe,  wenn  wir  hinzu- 
nehmen, dass  p,j  =  1   ist: 

n^{n^  —  1) 


V2 


3.4 

2n\n^ -  \){n^  -  4)« 


^'^^  3.5.6 
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So  wird  z.  B.  für  den  Fall  n  =  5: 

+  120aXi'^-105x^'^-lQ0aXi'^+{62+G4:a'')x,^''-A0aXi^''+bx,^^, 
für  w  =  G : 
V=.l-x,'^-  105a;,^(l-  ^Ti^s)  +  896ttXi^{l  -  x,^^)  -  12(37  +  2SSa^)x,\l  -  x,^") 
+  lb36(ßa  +  Aa^)x,^\l-x,^')+A(621  +  3360aH1024:a^)x,'\l-x,^'') 
+  SSi(33a  +  d2a')x,'\l-x^'^) +  126(16 -i-l2Sa^)x,'\i-x,^). 

Haben  wir  in  dieser  Weise  für  V  das  Problem  gelöst,  so  haben 
wir  es  im  Falle  eines  ungeraden  n  zu  gleicher  Zeit  für  die  übrigen 
Grössen  F, ,  V^,  V^  gelöst,  da  diese  nach  angegebenen  Regeln  aus  V 
entstehen.  Im  Falle  eines  geraden  n  ist  freilich  eine  solche  Reduction 
nicht  möglich.  In  demselben  muss  mit  den  Functionen  V^,  V^,  V^  ver- 
fahren werden  wie  mit  F. 

§56. 

Die    Multiplieation    der    Theta-    und    elliptischen   Functionen. 

Bestimmung  der  Coefficienten  mit  Hülfe  von  Theilwerthen. 

Wir  wollen  das  Multiplicationsproblem  jetzt  in  der  folgenden 
Weise  lösen. 

Nehmen  wir  au,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  so  fanden  wir  für 
d-y{nv)  die  Form:  ^,_j 

n^  —  1  ter 

wo   die  Function  F  eine   ganze   homogene   Function  — - —  ^'  Ordnung 
bedeutet. 

Wir  können  auch  schreiben: 


AlJnu)  j-,,     2  \ 

-rry-K-i  =  snu.Bisn^u), 


"0^ 

n^—1 
wo   B   eine   ganze   rationale  Function  von  sn^u  vom  Grade  — ^ —  be- 

deutet.     Eine    solche    ist   bis   auf  eine  Constante  bestimmt,    wenn  man 
ihre  Nullwerthe  kennt.    Diese  sind  zu  gleicher  Zeit  die  Nullwerthe  von: 

A\{nu). 

Nun  wird  aber  A\{nu)  dann  und  nur  dann  Null,  wenn: 

n%i  =  2m K  -\-  2mJ  K' 

ist,   wobei   m   und   tn^  ganze  Zahlen   bedeuten.     Geben  wir  m  und  Wj 

alle  Werthe  0,  ±  1,  ±  2, . . .  ±    — — ,  so  erhalten  wir  im  Ganzen  n^  von 

einander  verschiedene  Werthe.     Für  die  entsprechenden  Werthe: 
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2mK  +  2m,iK' 

u  = 

n 

werden   aber   die  Werthe   von   snu  alle  von  einander  verschieden  sein. 
Wir  erhalten  demo;emüss  auf  diese  Weise  alle  Wurzeln  der  Gleichuncj: 

snuB{sn^ii)  =  0. 
Wir   können   dieselben,    wenn  wir  von  m  =  0,  m^  =  0  absehen,  so 

n  —  1 

m  =  0,  m^  =  1,  2,  3, . . .  — - — ; 

und  die  entsprechenden  negativen.     Da  sn^n  für  +  u  denselben  Werth 
annimmt,  so  können  wir  unter  solchen  Umständen  schreiben: 

wenn  wir  unter  a  die  vorhin  hingeschriebenen  Werthe: 

2mK-\-2m^iK' 

n 
verstehen    und    das   Product   über   die    angegebenen  Combinationen    er 
strecken.      Die    Constante    ergiebt   sich   unmittelbar,    wenn    wir    u  ==  0 
setzen.     Wir  erhalten  schliesslich  die  Formel: 


.                            Äli(mi)                 Tl(^       ^^  "\ 
2)  .^)  .^^  =  nsnu  1  111 s-  )■ 


Al,{uy 

In  genau  so  einfacher  Weise  sind  die  übrigen  Theta-  resp.  ^Z-Func 
tionen  zu  behandeln.     Es  ergeben  sich  die  Formeln: 

^  AIq{uY       -t-i^  ^' 

,.  AL(nu)  TT/-.       dn^a      .,  \ 

.,  AlJnu)        j      TT/i       j^cn^a  \ 

Im  Falle  eines  geraden  n  modificiren  sich  die  Resultate. 
In  demselben  wird: 

Ali(nu)  7>/     2  \ 

, ,  ^  .  ,  =  snu .cnu.anu nisn^u), 

wobei  B{nn'n)  eine  ganze  rationale  Function  von  .s«^«  vom  Grade 
n^  —  4  ist.  Es  handelt  sich  wieder  darum,  die  sämmtlichen  NuUwerthe 
derselben  zu  bestimmen.    Offenbar  haben  dieselben  wiederum  die  Form: 
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2mK+2m.iK' 

u  = j 

n 

Avo  nun  aber  m  und  m^  die  folgenden  Wertlie  anzunehmen  haben: 
w=U,     m^^  ±1,±2,...  ±(^-l), 

m  =  +  l,  +  2,...+(|-l),     m,  =  0,±l,±2,...±(|-l), 


,n  =  -,     ^1  =  1,2,...^-!, 

m  =  -|,     m,=  -l,,-2,...-(|-l), 

m  =  -l,-2,...-(|-l);     %=-|- 

Wir  theilen  dieselben  wieder  in  zwei  Grui^pen.    In  die  eine  nehmen 
wir  die  Werthepaare: 

w«  =  0, -;     m,  =  l,2,...  --1, 


m  =  l,2,...|--l;     m,  =  0,±l,...±(|-l), 


n 

V 

dann  erhält  die  andere  die  entsprechenden  negativen  Werthe. 
Verstehen  wir  nun  unter  «j  die  Grösse: 

2mK-\-2mAK' 

cc  = i , 

n 

wobei  m  und  m^   beliebige  Paare  aus  der  ersten  Gruppe  bedeuten,   so 
folgt  die  Formel:  n 

„.  Al^{nu)  TTf^       sn'^u\ 

o)  .  / ;  .i  =  nsnu.cnn.((nul  1(1 —   <>     )• 

AIq^u)"'  J-  J-  \        sn^a^J 

Genau  so  einfach  ergeben  sich  die  Resultate: 

„s  Aloinn)  _  rj(\  _  snhi\ 

wobei  «2  die  Form  hat: 

_  2inK-\-  (2mi-\-l)iK' 
n 
und  2  m  und  2%  +  1  die  Werthe  amiehmen: 
2w:0,  w;     2mj  +  l:l,3,...  n-1; 
2m:2,4,...«-2-     2wi  +  1  :  ±  1,  ±  3,- •  •  ±(n  -  !)• 
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Drittens  wird: 

Al^jnu)  _  T-T/         snhi\ 

^  n 

und  2m  -f-  1   und  2ni^   die  folgenden  Werthe  annehmen: 
2m -\-l:l,  3,  ö,...  71  —  1]     2my:0,n, 
2m  +  l:l,  3,...n-l;     2m^:±  2,  ±  4,  . . .  ±  («  -  2). 
Endlich  viertens  wird: 


wobei  «^  ist: 


(2w  +  l)7i:+(2mi  +  l)i^' 


n 

und  2w  4-  1  und  2^^  +  1  die  folgenden  Werthe  annehmen: 

2m  +  l:l,3,...  w-1;     2^^  +  1 :  ±  1,  ±  3, . . .  ±  («  -  1). 
Aus   den  soeben  entwickelten  Formeln  können   eine  grosse  Reihe 
weiterer  wichtiger   Relationen   abgeleitet  werden.     Wir  deuten  die  Art 
derselben  nur  an.     Nehmen  wir  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  so 
folgt  aus  unseren  Formeln: 

/  /(l  —  Jc^snhi.sn^a)S'nnu  =  nsnuj^  J  ( 1 ^j- 

Durch  Substitution  halber  Perioden  folgt  hieraus: 

rr(i  _  «4»)  _l_  =  _"_  ]7(i  _     /      \. 

J- -^  \        sn^u/  snnu      snu-*-^\        k'^ sn^ u . sn' a/ 
Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Constantenrelation: 

10)  71^  =  k^^~^^]^sn'a. 


Setzen  wir  andererseits: 


X  =  snu 


so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

11)  /  /  (^  ~~  ^^sn^ocx'^)snnu  —  7ixj^  j[  ( 1 g-j  =  0. 

Bei  gegebenem  snnu  können  wir  diese  Gleichung  als  eine  alge- 
braische Gleichung  mit  der  Unbekannten  x  ansehen.  Die  Wurzeln 
derselben  sind  leicht  zu  bestimmen,  wenn  man  erwägt,  dass  S7inn 
ungeändert  bleibt,  wenn  an  Stelle  von  u  gesetzt  wird: 

AmK  +  AmAK^ 

u  -\ •  • 
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Dieselben  ergeben  sich  unter  der  Form: 


(         Am  K  -]-  4:mA K'\ 
=  sniu  H j) 


wobei  m  und  ni^^  alle  Werthe  von  0  bis  w  —  1  annehmen  können.    Wir 
können  daher  unsere  Gleichung  auch  schreiben: 

■'\  -1 

=  0. 


12)      /7[.-.„(„+i!iiÄ^iv^); 


Durch  Yergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x 
ergeben  sich  eine  Reihe  von  Relationen,  unter  denen  wir  die  einfachste 
und  wichtigste  herausgreifen: 

.„,                            "^    "^^         /    ^AmK±4m,iK'\ 
16)  nsnnu  =  >  >n   >>"iSn yu  H I- 

0  0 

Genau  so  einfach  ergeben  sich  die  beiden  Relationen: 

,,x        /     -.N^  STl^rr      /"     ,    AmK-\-  Am^iK'X 

14)  (—1)   '  ncnnu  =  ^^  cn\H  -\ 1? 

15)  (-  1)"^«^««,.  -^^dn  («  +  l^g  +  ^^-'g'). 

Von  der  Aufstelluno;  weiterer  Relationen  möge  abgesehen  werden. 

§57. 

Die  Multiplication  der  Theta-  und  elliptischen  Functionen. 

Vierte  Methode. 

Bei  den  bisherigen  Methoden  haben  wir  d'a{nv)  aufgefasst  als  Theta- 
funetion  von  der  Ordnung  n^  und  sie  nach  gegebenen  Regeln  durch 
die  ursprünglichen  Thetafunctionen  dargestellt.  Die  Coefficienten  sind 
dann  auf  doppeltem  Wege  hergestellt  worden.  Wir  können  aber  ganz 
allgemein  so  vorgehen,  dass  wir  auf  irgend  eine  Weise  eine  Theta- 
function  von  der  Ordnungszahl  n^  bilden,  die  dieselben  Nullwerthe  wie 
9a{nv)  besitzt.  Eine  solche  kann  sich  dann  von  d-a(nv)  nur  um  eine 
Constante  unterscheiden. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sei  und  bilden 
das  Product:  ^___      ,         ^,    i   ^  ^\ 

wobei  m  und  m^  die  Zahlwerthe  annehmen  ki'tnneu: 

n  —  1 

0,±1,...±-^-, 

so    ist   dasselbe    eine  Thetafunction    von  der  Ordnungszahl  ??-,  die  die- 
selbe Charakteristik  und    dieselben  Nulhverthe  besitzt  wie  %-^{nv). 
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Hieraus  folgt: 
1)  ^^{nv)  ^cll&,(v+      ^^    '  )■ 

Die  Coustante  ist  durch  Speeialisiruug  vou  v  leicht  zu  bestimmen. 
Der  Ausdruck  für  dieselbe  nimmt  zunächst  eine  etwas  complicirte 
(jestalt  an,  erwägen  wir  aber  die  Beziehung: 


1 


und   nehmen    die   Productentwickelung    der    Thetafunctioneu    hinzu,    so 
ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Rechnungen  der  Werth: 

I = (- 1)^  J7(i  -  ^^"■)'"""'- 

Damit  haben  wir  eine  dritte  Darstellung  von  d-^(nv)  gefunden, 
aus  welcher  unmittelbar  durch  Substitution  halber  Perioden  die  Formeln 
gefunden  werden  können: 

f  *.(„,.) =(-i)=i-'c/7*„(.+'-^^'), 


2) 


Aus  den  Formeln  für  die  Thetafunctioneu  ergeben  sich  unmittelbar 
die  entsprechenden  für  die  elliptischen  Functionen  und  zwar  erhalten  wir: 


3) 


n-i  n^- 1  _  2mK-}-  2m,iK' 


snnu  =  {—l)  ^  k   ^    I  j  sniu  + 

cnnu  -[^)    ^   i  l  cn[ti  + Jy 

/1V'7-7T.    /        27nK-\-2mAK'\ 
[dnnu^  (jj)    -   1 1  dn [ii  + )• 


)' 


Diese  letzten  drei  Formeln  können  dazu  dienen,  um  einige  der  im 
vorigen  Paragraphen  entwickelten  Formeln  auf  anderem  Wege  abzuleiten 
und  zwar  indem  man  die  Glieder  paarweise  in  bestimmter  Weise  zu- 
sammenfasst  —  indessen  kann  von  dieser  Ableitung  füglich  abgesehen 
werden. 

Diese  Formehi  können  dazu  dienen,  um  interessante  Constanten- 
relationen  abzuleiten.    Wir  erhalten  u.  a.  die  folgenden  eleganten  Formeln: 
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4) 


(- 

-1)  ^ 

n 

=1  [sn' 

2mK-\-  2^1 

n 

iK' 

(|:)^=JJ..'^2^tf3*-^', 


y      2 


^Ylchr 


2mK-\-2m^iK' 


Hierbei    ist    das    Product   auf  alle   Werthe  m  =  0,1,2,... 


w  —  1 


W  =  0,  +  1,  ±  2,...  ± 


n  —  1 


auszudelinen  mit  der  Beschr'dnkung,   dass 


für  m  =  0,  m'  nur  die  positiven  Werthe  1,  2,  3, 


n  —  1 


annehmen  darf. 


Für  gerade  Werthe  von  n  sind  ähnliche  Formeln  abzuleiten. 


§58. 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 

Methode  von  Kiepert. 

Kiepert  hat  eine  einfache  Darstellung  der  Multiplication  der 
elliptischen  Functionen  gegeben,  die  kurz  in  folgender  Weise  entw^ickelt 
werden  möge.     Setzt  man: 


1) 


m 


^,'(v) 


und  bildet  die  Determinante: 

hf{vr),f'{v,),...fi'^-%v,) 


2) 


wobei  Vj,  v^, 
das  Product: 


B 


Vn   vollkommen    beliebige   Argumente    bedeuten,    so   ist 


dYI^im 


eine  ganze  transcendente  Function  der  Grössen  v^,. . .  v„.  Man  über- 
zeugt sich  leicht,  dass  es  in  Bezug  auf  ein  jedes  Va  eine  Thetafunction 
von  der  Ordnungszahl  n  ist,  welche  für  die  Werthe 

verschwindet.     Hieraus  folgt  mit  leichter  Mühe  die  Formel: 

3)  I>J[n(Pa)  =  c .  ^,  (t;,  4-  •  •  •  Vn)  Yl^i  {^-  -  ^/^); 

in  welcher  c  eine  Constante  bedeutet. 
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Von  dieser  Formel,  die  nach  richtiger  Bestimmung  der  Constanten 
zuerst  von  Hermite  angegeben  worden  ist,  kann  man  gemäss  eines 
von  Frobenius  entwickelten  Grenzüberganges  zu  der  Kiepert'schen 
Multiplicationsformel  gelangen. 

Dazu  setzen  wir: 

Vi  =  V,     v^=  V  -{-lij     v.^=  V  -{■  2h, . . .  Vn=  V  +  {n  —  \)h. 
Bedient  man  sich  der  bekannten  Bezeichnung: 

so  wird  D  übergehen  in  den  Ausdruck: 

11  fiy)...  fi^-^\v)\ 


Hieraus  folgt: 

A 


0       ^f{v) 


^/■(n-2)(^) 


I 

■  0 


)(.) 


n[{a-ß)h-\     n(a-ß) 


0 


Jf{v) 


/'("-2)(t') 
h 


z/"-Y^"~^^(v) 


h^-' 


Setzen  wir  demnach  h  =  0,  so  wird: 


''    ^fW 


^(«-1)(V)...P''-3)(V) 


wobei  Cj  jedenfalls  eine  Constante  bedeutet.  Dieselbe  wird  am  ein- 
fachsten bestimmt,  indem  man  links  und  rechts  nach  Potenzen  von  ii 
entwickelt  und  die  Coefficienteu  von  ;(~"'"^^  vergleicht.  Die  Formel 
gestaltet  sich  besonders  einfach,  wenn  wir  die  Function  Ali(u)  und 
die  Function: 

1 


4) 


F(u)  = 


sn-u 


einführen.     Dann  erhalten  wir  die  Kiepert'sche  Formel 

F'{u)F"{u)...F^''-^>{u) 


ö) 


Äli(nu) 
Äljuf 


F^"-'^(ii).. 


Fi^"---')(u) 
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§  50.  Die  Transformation  «ten  Grades  der  ThetafuncHonen. 


Die  Transformation  n^^^  Grades  der  Thetafunctionen. 
Erste  Coefficientenbestimmung. 

Nachdem  wir  in  eleu  letzten  Paragraphen  eine  Reihe  von  Anwend- 
ungen der  Transformation  ersten  und  zAveiten  Grades  auf  verschiedeue 
Probleme  gebracht  haben,  wenden  Avir  uns  nLinmehr  zu  der  Theorie 
der  allgemeinen  Transformation  zurück.  Hierbei  können  wir,  ohne  der 
Allgemeinheit  der  Untersuchungen  Abbruch  zu  thuu,  annehmen,  dass 
der  Grad  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  wir  können  uns  ferner  auf  die 
repräseutirenden  Transformationen  von  der  Form  beschränken: 


1  0 


r   n 


n  0 
0  1 


1 

0 

V 

n 

1 

0 

m 

1 

die  wir  auch  in  der  einen  Form  zusammenfassen  können: 

^  0  ; 

Es  ist  zunächst  leicht  nachzuweisen,  dass  wir  berechtigt  sind,  hier- 
l)ei  anzunehmen,  dass  r  ein  Multiplum  von  K!  ist,  also  die  Form  16 1 
hat,  Avährend  |  ein  vollständiges  Restesystem  nach  dem  Modul  t^  durch- 
läuft, etwa  die  Werthe  0,  1,...^^  — 1. 

In  der  That,  wenden  Avir  auf  den  Repräsentanten: 


die  lineare  Transformation: 


an,  Avorin  m  eine  noch  näher  zu  bestimmende  ganze  Zahl  bedeutet, 
so  erhalten  wir  für  die  aus  diesen  l^eiden  zusammengesetzte  Trans- 
formation die  folgende: 

■;•  +  7nn  n  \ 
Nun  lässt  sich  die  Grösse  m  stets  so  bestimmen,  dass: 

r  4-  mn 

eine    durch   Itj    theilbare  Zahl   Avird,    und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so, 

dass  dieselbe  gleich  K!^  Avird,  wobei  ^  einen  der  Werthe  0,  \,...n  —  \ 

annimmt.    Hieraus  folgt  ohne  Weiteres  die  Richtigkeit  der  Behau])tung. 

Wir  betrachten  nun  die  Function: 

Avobei  k  die  Cliarakteristik  \jg,  K]  bedeutet  und  v\  t'  die  bekannten  Werthe 


')■' 
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besitzen,    wobei    aber    von    vornherein    nur    Repräsentanten    zu    Grunde 
gelegt  werden. 
Dann  ist: 

ferner  ist  die  transforniirte  Function  zugleicli  mit  der  ursprünglicben 
gerade  oder  ungerade.  Hieraus  folgt,  dass  die  transformirten  Functionen 
Thetafunctionen  ?<**'  Ordnung  mit  derselben  Charakteristik  wie  die 
ursprünglichen  sind.  Dieselben  können  nach  angegebenen  Regeln  durch 
die  ursprünglichen  ausgedrückt  werden.  Die  einzige  Schwierigkeit,  die 
hierbei  zu  übenvinden  ist,  besteht  in  der  Bestimmung  der  Constanten, 
welche  in  den  fertigen  Formeln  auftreten.  AYir  wollen  zunächst  auf 
dem  folgenden  Wege  vorgehen.  Jedenfalls  können  wir  den  Ansatz 
machen : 

2 

2 

^3  (v',  t')  =  Ci  ^;  (V)  +  C,  -^3^  -  2  (v)  &,\V)-^---  Cn^  ^3  (v)  &",  "  ^  (v), 

2 

(-  l)V.^j  (v',t')  =  c&liv)  +  c,^r'i^)  ^o'(^)  +  ---Cn±i  ^M  ^S-'  (v). 

2 

Setzen  wir:  a  2.  02 

0a=^a(O,r'),       /^•  =  |S'       C=p' 

«'  =  ^632^'  =  7ite.,H  =^t%u  =  Mu, 
so  können  wir  unsere  Gleichungen  folgendermassen  schreiben: 

t-1 

Wir  denken  uns  in  diesen  Gleichungen  die  elliptischen  Functionen 
sn{iijk),cn{ii,k^,dn{ii,Ti)  sowie  ihre  Producte  nach  Potenzen  von  u 
entwickelt.  Die  Coefficienten  sind  dann  ganze  rationale  Functionen 
von  k^  oder,  was  für  unseren  Zweck  ausreicht,  rationale  Functionen 
von  O-ß.. 
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Ebenso  denken  Avir  uns  die  Functionen: 

s n  (ti',  c),     cn{u',  c),     dn  (n',  c) 

nach  Potenzen  von  u'  entwickelt.    Die  Coeffieienten  sind  rationale  Func- 
tionen von  da-     L>a  nun  die  Beziehung  besteht: 


u  = 


^3 


SO  können  wir  die  Entwickelung  auch  nach  Potenzen  von  u  fort- 
schreitend auffassen  —  die  Coeffieienten  sind  dann  rationale  Functionen 
der  Grössen  O^^  und  0«.     Endlich  können  wir  setzen: 

Auch  hier  kann  die  Form  der  Coeffieienten  näher  präcisirt  werden. 
Es  ist:  .9^"  j,-2 

wobei  F  und  F^  ganze  transcendente  Functionen  von  u  resp.  u'  dar- 
stellen, deren  Coeffieienten  sich  ganz  und  rational  durch  Jc'^  resp.  c^ 
darstellen  lassen.     Hieraus  folgt: 


d-  (v'  t'")  "V,»^»       ^"\ 


wobei  G    eine   Potenzreihe   von   u   bedeutet,    deren    Coeffieienten    sich 
rational  aus  den  Grössen  &a  und  da  zusammensetzen  lassen. 

Wir  können  aber  auch  von  diesem  Resultate  absehen  und  die 
Grössen  d2,  d^y  d^,. . .  sämmtlich  als  Unbekannte  ansehen,  ohne  dass  die 
Schlüsse,  auf  welche  es  bei  unseren  Untersuchungen  ankommt,  an  All- 
gemeinheit verlieren. 

In  der  That,  denken  wir  uns  unsere  Entwickelungen  in  das 
Gleiehungssystem  eingesetzt  und  die  Coeffieienten  von  «",  m^,  . . .  tt^''+^ 
links  und  rechts  einander  gleich  gesetzt,  so  erhalten  wir  4r  lineare 
Gleichungen  mit  den 

n  +  1 


Unbekannten: 


+  r 


^2)  ^A}  •  •  •  ^^2r- 


Wächst    daher    r,    so    können    Avir    die    sämmtlichen    unbekannten 
Grössen   auf  mannigfache  Weise   als   rationale  Functionen   der  Grössen 
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&ce  iiiitl  öa   ausdrücken   und   erhalten   überdies  zwischen  diesen  Grössen 
unendlich  viele  Beziehungen,  mit  anderen  Worten,  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Alle  Constanten,  welche  bei  der  Transformation 
w*®°  Grades  auftreten,  lassen  sich  rational  durch  die  Grössen 
d-a  und  da  ausdrücken.  Zwischen  diesen  Grössen  selbst  be- 
stehen unendlich  viele  Beziehungen. 

Die  Zahl  der  Thetarelationen,  die  wir  auf  diesem  Wege  erhalten, 
lässt  sich  durch  die  folgenden  Bemerkungen  vermehren.  Erstens  kann 
die  lineare  Transformation  angewandt  werden.     In  der  That,  sind: 


t  0 

und 

t'  0 

U^ 

r «; 

zwei  beliebige  Repräsentanten,  so  lassen  sich  immer  zwei  lineare  Trans- 
formationen : 


«0  «1 


und 


K  K 


derart  bestimmen,  dass: 


%.  ^1 

t  0 

\  t'  0 

o'o  (^'i 

h  \ 

l  ti 

~ :  r  t[ 

KK 

ist.     Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  zeigt  eine  einfache  Rechnung. 

Unter  solchen  Umständen  können  die  Sätze  der  linearen  Trans- 
formation unmittelbar  auf  die  Gleichungen  angewandt  werden,  welche 
zwischen  den  ursprünglichen  und  den  transformirten  Thetafunctionen 
bestehen  und  zur  Vermehrung  derselben  dienen. 

Zweitens  zeigt  sich  die  folgende  Bemerkuncr  von  Bedeutung.    Wir 

O  O  o  O 

fanden,  dass  zu  jeder  Transformation: 


6o  h, 


eine  andere  von  der  Form  gehört: 


h,  -a. 


-&n 


Es  ist  dieses  die  zu  der  ursprünglichen  supplementäre  Transformation, 
Die  Aufeinanderfolge  beider  Substitutionen  führt  zur  Multiplication. 
Dieser  Umstand  macht  dieselbe  zur  Auffindung  von  Thetarelationen 
besonders  geeignet. 


Krause,  Dopiieltijeriodische  Functiouen.  L 


12 
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§60. 
Die  Transformation  dritten  Grades. 

Wir  wollen  einio-e  Anwendun<>;eu  der  allo-emeinen  Gesetze  bringen 
nnd  zunüchst  den  Fall 

)i  =  3 
näher  ins  Auge  fassen. 

Für  denselben  wird: 


1){ 


^'^'\bi(n',  c)  ^^(f^  =  c,&,hbi\i(,  k)  +  c,&,»Jdn(u,  k)cn'{u,  k), 


Setzen  wir  in  diesen  Gleichungen: 

u  =  m'  =  i), 
so  ergeben  sich  die  folgenden  Beziehungen: 
2)  cl,^c„ 

Differenziren  wir  einmal  und  setzen  dann: 

u  =  u'  =  0, 
so  ergiebt  sich: 

5)  {-iy^d,.t.e,.d,  =  c,^,.^,. 

Durch  zweimaliges  Differenziren  erhalten  wir: 

6)  ^,^=^2^2^ 

7)  t'(^o%'%  ■  %'  -  2(/2  WÖ2  =  3c, ^2^^/00+  <-2 ^2  •  VÖo(2  V+  V), 

In  dieser  Weise  können  wir  beliebig  Aveit  fortgehen,  indessen 
wollen  Avir  hierbei  stehen  bleiben. 

Durch  eine  einfache  Verknüpfung  der  aufgestellten  Gleichungen 
erhalten  wir  neben  der  Bestimmung  der  beiden  Constanteu  c^  und  C2 
eine  grosse  Anzahl  einfacher  Thetarelationen. 
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Zuuäcbst  ergiebt  sich  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  die  wichtige 
Relation: 

dami  aber  folgen  ähnlich  einfach  die  folefenden: 


10) 

11) 

12) 

13) 


^0^ 


"O  ^2 

^^Ö3*-^3^=2|^^(V0o^+VÖ2^), 


^'0,^+ V=2^o.0, 


^^Ö3^-  V=  2^2^3^-U-l)    '    td,'-+^': 


X 


Yen  diesen  Gleichungen  repräsentirt  eine  jede  ein  System  von  drei 
Gleichimgen,  von  denen  die  beiden  anderen  durch  lineare  Transformation 
aus  ihnen  entstanden  sind.  So  kann  z.  B.  das  System,  welches  zu 
der  zweiten  Gleichung  gehört,  geschrieben  werden: 


14) 


^.&. 


t\  03^  _  ^^4  _  2  _Y  (^^^2_  Q.  ^  ^^2  0^2)^ 


'0"2 


^l  0,^  -  #,^  =  2 -^  (V  Ö3' -  V0o^), 


^o'^. 


y2    fl  4  _   ^  4  ^  2       2      3  /^  2    fl  2  _    o.  2  O  2\ 
''  -^0  0  -^    O    ö      V^2      "^3  "3    ^2   > 


Aus  diesem  System  ergiebt  sich  ohne  Mühe  ein  weiteres: 

15)  ^^03^-  3V=   2(-  1)'"^^^3  03(^202-  ^O0o)- 

Aehnlich  einfach  wird: 

IG)        (V02^-  ^2^03^)(V03^-  V0O^)  =  2^0^2  00  02(^00^  +  V02^)- 

Durch  Multiplication  der  rechten  und  linken  Seiten  je  zweier  der 
drei  Gleichungen,  welche  durch  die  letzte  Gleichung  dargestellt  werden, 
erhalten  wir  ferner: 

17)  ^3^00^-^03'=  2^,0,  1/^0- ^3 -00  •03- 

Ergänzen  wir  die  linken  Seiten  der  durch  die  Relation: 

dargestellten  Gleichungen  zu  Quadraten,  so  erhalten  Avir  ein  Gleichungs- 
systeni,  welches  wir  in  der  Form  darstellen  können: 

18)  (^0,-^  ±  ^^^  2&A  [^^  (1  ±  (-  1)''^0  +  ^'  (1  +  (-  ^P'). 

12* 


10) 
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Diese  Relationen  nehmen  eine  besonders  einfache  Gestalt  an, 
wenn  Avir  einen  der  Repräsentanten  herausgreifen,  z.  B.  ^  =  3  setzen. 
Dann  folgt:  ^  3  | 

[3#/(0,3r)  -  ^%'V^A^,.&,iO,  3r)^r(ö737)'  1 

So    kömien    Avir    weitergehen,    indessen    mögen    die    aufgestellten 

Formeln  genügen.  M 

Bei  der  Anwendung  der  supplementären  Transformation  fassen  Avir  M 

uns  kürzer.     Dieselbe  ergiebt  die  Gleiehmigen:  ^ 

^' cn(3 ^.,  /.)  ^f^)  =  c; e.^cn^Oe',  c)  +  4 . 0, .  03^c«(h',  c)  fZ,^X< c), 


^3. 


(- 1)  ^  ?2A%„ (ßu,  k)  ^^}.  =  c;  e,hn\ti',  c)  +  462-  Ö3^s»2 0/,  c). 

Setzen   wir    in   diesen   Formeln   n  =  u'  =  0   und   nehmen   die   Ent- 
wickelung  an:  &  (3v  t) 

so  erhalten  Avir  die  Gleichungen: 

m  <  =  o[  =  ||, 

"-'0 

21)  cW'^,=  c[%^.\+c',ej)/%, 

22)  r7^V^3=c'iÖ3^^,+ 403  0,^^0- 
Differenziren  Avir  einmal  und  setzen  dann  u  =  0,  so  Avird: 

23)  (-l)^^1.^2-^3-^0=4-Ö2.Ö3. 

Weitere    Coefficientenvergleichungen    mögen    nicht    vomenommen 
Averden.     Aus   den  aufgestellten  Gleichungen  ergiebt  sich  die  Relation: 

«3       fl  3  (j^ 

24)  ^_^  =  (_l).Vi^,.93 

und     die    beiden    mit    ihr    durch    lineare    Transformation    zusammen- 
hängenden. 

Die  Verknüpfung  dieser  Gleichung  mit  einer  früheren  ergiel)t  dann: 


->        (?-i')(¥-^')-v« 
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Hiermit    Avolleii   wir   mit    den   Thetarelatiouen   abbreclieu   uud   nur 
noch  die  folgende  Bemerkung  machen.     Die  Relation: 

ist  homogen  in  Bezug  auf  0^^  und  0„.     Führen  wir  die  beiden  Moduln 
ein,  so  ergiebt  sich  nach  Fortschaffen  der  Wurzeln  die  Gleichuno-: 

20)    (/.-s  _  c'-y  =  128Fc2(l  -  }^)  (1  -  e)  (2  -  e -  A^  +  2/.2c'0, 

die  sich  schon  in  den  Fundamenten  findet. 

§  <)1. 
Die  Transformation  fünften  Grades. 

Für   den   Fall   n  =  5   nehmen   die   Transformationsgleiehungen   die 
folgende  Form  an: 

-f  C3  0-2 ■O-g^ cn{u,  k)  dn'^(u,  Jx), 
+  -Cg •^•g %^z^dn  {u ,  li)  cn*(u,  h), 

Setzt  man  in   diesen  Gleichungen  u  =  n'  ==0,  so  erhalten  wir  die 
drei  Gleichungen: 

2)  f?o=c,, 

3)  ^0'-  Ö2 .  f?o  =  Ci^a'-  öo  +  c^-^a'^a'Öo  +  c,%%%, 

Differenziren    wir     einmal     und    setzen    nach    der    Differentiation 
t<  =  m'  =  0,  so  ero-iebt  sich  die  Gleichung: 

5)  ^ög.  63^0=  '^2  ^3^3; 

differenziren    wir   zweimal,    so    ergiebt   sich    nach    dem    Nullsetzen    der 
Argumente: 

6)  V^2=VC2, 

7)  r'&,%  .  e,'d, -  2d,d;'^,%  =  öc,&,'^s%  +  c,^2'^,%(2&,'  +  3  V) 

+  C3^2^3^öo(4V  +  V), 

8)  f&,'e,'e,d,-2d,&,'»,%=  5r, VVÖ0+  C2VVÖo(3V  +  2V) 


2-3  "^^(h',c)|4/^^  =  c,&,'sn'(n,J/)-{-c,^,'&,^sn%n,Jc)  +  c,.%^,Un(t(,k). 


^""^  0„0.  ^   0.0,         «  « 
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Bei  diesen  Gleichungen  wollen  wir  stehen  bleiben.  Sie  geben 
erstens  eine  Bestimmung  der  Transformationsconstanteu  und  zweitens 
eine  Anzahl  von  Thetarelationen. 

Die  Coustanten  sind  unmittelbar  bestimmt,  so  dass  wir  uns  auf 
die  Aufstelluno;  von  Thetarelationen  beschränken  können. 

Die  vier  ersten  Grleichungen  ergeben  durch  Elimination  von  c^,  Cg,  c^ 
die  Gleichung: 

9)  ^0^3  02-  ^0 '^2^3  +  ^2-^3  00=   ^^0  02  03, 

die  wir  auch  in  die  Form  bringen  können: 

^0-^3     ,      '^2'^3  _    '^0'^2 
f,e,    -^    0,03  0002 

oder 

9b)  ^0  _|_  Ö2  _  03  _  ^   MA. 

^0  ^2  ^3  '9'o^2'^3 

Unter  Hinzunahme  der  anderen  Gleichungen  erhalten  wir  die 
Relation : 

10)    e-^e3^-3v=2^  +  2|J-2«*,»e.(|  +  |> 

sowie  zwei  ähnliche,  die  aus  ihr  durch  lineare  Transformation  abgeleitet 
werden  können. 

Ferner  ergiebt  sich: 

11)     t%^  +  ^3^  =  203^03  (1^0  +   ^)  -  2  ^^  (V^O^  +  ^2^02^ 

nebst  zwei  ähnlichen  Gleichimgen. 

Die  vorletzten  Gleichungen  lassen  sich  durch  einfache  Operationen 
in  die  Form  bringen: 

Hieraus  folgen  immittelbar  durch  Division  je  zweier  Gleichungen 
die  Formeln: 

^303(^0^3  -  ^Z%y  =  ^2Ö2(^oöo  +  ^2^0)^ 

13)  ^303(^2^3  -  ^3^2)'  -  ^0^0(^0 Ö3  +  ^2Öo)^ 

l  ^A(^2%  -  ^Af  =  ^0^o(^0^^  -  ^3Öo)^- 

Ferner  erhält  man  aus  einem  der  früheren  Gleichungssysteme,  indem 
man  die  linken  Seiten  zu  Quadraten  ergänzt: 

14)       (V  -  te.'Y  =  2  ^  (^3^03^  -  ^/0,^  - .%'-  e,% 

und  ebenso  zwei  ähnliche  Gleichungen. 


15) 
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Ferner  kann  auch  hier  die  supplementäre  Transformation  zur  Ab- 
leitung neuer  Formeln  dienen.  Wir  begnügen  uns  damit,  das  ent- 
sprechende Gleichungssystem  aufzustellen  und  die  einfachsten  Relationen 
aus  demselben  abzuleiten. 

Das  Gleichungssystem  lautet: 

'  0,/  cn  (nu)  li'^yl  =  c\  e,'c7i\u',  c)  +  c[0,'f)^^ cn\u',  c)dn\u',  c) 

+  4 ^2  •  ^3^ c n  {u',  c)dn'^  {ii',  c) , 

-f  Cg  d^B^^dniii',  c)cn\n',  c), 
Durch  Nullsetzen  der  Argumente  erhalten  wir: 

k;)  <-c[, 

17)  e.'^.d;,  =--  c[e,'^,  +  c^.e.^'d-, + c',es%^o, 

18)  0o'^3<  =  c'A'^% + c',e,%'&,  -f  ^Osö/^o- 

Durch  Differentiation  ersjiebt  sich  die  Gleichuno-: 

19j  ^1^2^3^0=Ö2Ö3<v 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  erhalten  wir  die  Relation: 

20)  e,e,^,  -  6,0,  ^3  +  03  03-^0  =  ^i.\.%'^3- 

Hiermit  wollen  wir  abbrechen. 

§  62}') 

Die  Transformation  der  Thetafunctionen.     Zweite  und  dritte 

Methode  mit  Hülfe  von  Theilwerthen. 

Wir  wollen  jetzt  in  etwas  anderer  Weise  verfahren.  Jedenfalls 
können  wir  setzen: 


71-1 

2 


1 

Nun  wird  ■^i{v',t')  gleich  Null  für  alle  Werthe: 


V£ 

n 


wenn  £  =  1    ist    für  t  =  n    und    s  =  t  —  l(j^    ist    für  ^«=1    und  v  eine 


beliebige  y'anze  Zahl  bedeutet. 
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Hieraus  folgt,  dass  für  alle  diese  Werthe  auch,  die  rechte  Seite 
verschwinden  muss  und  damit  erhalten  wir  ohne  alle  Mühe  die  Gleichung 
—  wobei  n  ungerade  vorausgesetzt  ist: 

1)      C.  »,  (»',  r')  -  *,  (v)fj  [*,  =  (.)  .  ».^  (^)  -  »/(»)#,^  (^)]- 

n-1 

Durch  Substitution  halber  Perioden  erhalten  wir  aus  dieser  Formel 
unmittelbar  die  entsprechende  für  die  anderen  Thetafunctionen.     In  der 

That,  vermehren  wir  v  um  ^m  +  -^m^r,   so   wird  v'  vermehrt  um: 

Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  und  wir  erhalten 
die  Formeln: 

In  diesen  Formeln  bedeutet  C  eine  und  dieselbe  Constante.  Es  ist 
dieses  die  zweite  Darstellung  der  transformirten  Thetafunctionen.  Wir 
können  aus  ihr  unmittelbar  eine  dritte  ableiten. 

In  der  That,  es  ist  allgemein:' 

V^i(^  +  w)^,(v  -  m;)  =  '^i'(^)V(^)-  V(^)^i'H- 
Setzen  wir  daher: 


V6 

W  = ; 

n 


so  können  wir  die  folgende  Formel  hinschreiben: 

3)  C,.^,(v',r')  =  ^MYI^.  {v  +  ^)  ^,  (v  -  ^), 

wo    (7j    in    leichtangebbarer  Weise   mit   C  zusammenhängt.     Aus   der- 
selben folgen  dann  die  Darstellungen: 

(-  1)'"^  C, .  Uv',  r')  =  ^o(-)iT^o  {v  +  '^)  ^0  {^-"^y 
(-  Ip  C, .  %{v\  r')  =  ^MJJ^.  (^  +  -^  ^2  (-  -  '^)' 

(-  \)-^C,.^,{v\r')  =  ^MTI^:  {v  +  '^)  ^3  {v  -  "fj- 

Es    ist    dieses    die    dritte    Darstellung    der    transformirten   Theta- 
functionen.   Auch  in  ihr  tritt  eine  unbekannte  Constante  C,  auf,  welche 


4) 
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mit  C  in  bekannter  Weise  zusammenliängt.  Wir  Avollen  versuchen, 
den  Werth  derselben  zu  bestimmen.  Wir  müssen  dazu  einen  Hülf's- 
satz  entwickeln. 

Bekanntlich  ist: 

Durch  Multipliziren   der  rechten  und  linken  Seiten  erhalten  wir: 
2^o(0,  2x)^^{2v,  2r)^3(f,  2t)  ^^(^^  2r)  =  ^,.^,{y)^,{v)^,{v). 
Ferner  besteht  die  Gleichung: 

2 ^3(0,  2r)  ^2(0,  2r)  V(0,  2x)  =  ^,\  %,\  V; 

mithin  ergiebt  sieh  durch  Division: 

^,(P,  2^)»2(^'>  2t) »,(2^,  2t)      ^M^M^M 
%{Q,  2r)  ^,(0,  2r)  ^,(0,  2t)  ^3 .  ^, .  ^, 

Wenn  nun  n  eine  ungerade  Zahl  bedeutet,  so  ist: 


n^^iO-n^^i"^)' 


wobei   in   beiden  Fällen  das  Product  nach  v  zu  nehmen  ist  von  v  =  1 
bis  V  =  n  —  1. 

Hieraus  folo-t  dann  unmittelbar,  dass  der  Ausdruck: 


n*s(^)^.ö^(^) 


ungeändert  bleibt,  wenn  t  durch  2t  ersetzt  wird  —  wobei  das  Product 
genau  so  zu  nehmen  ist,  wie  vorhin.  Die  hierbei  vorkommenden 
Werthe  von  v  lassen  sich  in  Paare  anordnen: 

2v,     n  —  2v, 

wobei  V  jetzt  die  Werthe  annimmt: 

n  —  1 
1    9        11 z. 

Da  nun  die  Beziehungen  stattfinden: 

so  stimmt  der  zuletzt  betrachtete  Ausdruck  l)is  auf  das  Vorzeichen 
überein  mit  dem  Quadrat  von: 


I7^3(^)<^)<^) 

n  —  1       n  —  1       n — 1 
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wobei    das   Product   nach   v   zu   nelimen   ist  von   1   bis  — - — .     Daraus 

folgt  leicht,  dass  auch  dieser  Quotient  ungeiindert  bleiljt,  wenn  t  durch 
2t,  4 Tj  8t  etc.   ersetzt    wird.     In   P'olge    dessen   kann   man   den   Werth 
dieses  Ausdrucks   dadurch   bestimmen,   dass   man   x   über   alle   Grenzen 
wachsen  lässt,  so  zwar,  dass  g'  =  0  wird. 
Für  g  =  ()  ist  aber: 

Daraus  loly;t  als  Werth  unseres  Ausdruckes: 

TT— f-  2V7C 

yi    1 

wobei  das  Product  nach  v  von  1  bis  — - —  auszudehnen  ist.     Der  Werth 
dieses  Prodnctes  ist  aber  bekannt,  und  zwar  gleich: 

(-1)— 


n  —  1 

2~^ 


oder  auch  Q-leieh: 


\n/    "lzI 


wenn    die    in    der   Theorie    der   quadratischen    Reste   gebräuchliche   Be- 
zeichnung gebraucht  wird.     Wir  erhalten  somit  die  Formel: 

Nach  dieser  Hülfsbetrachtung  kehren  wir  zu  der  Betrachtuno;  und 
zur  Bestimmung  von  C^  zurück  und  zwar  soll  dieselbe  für  den  Re- 
präsentanten : 

n  0 

0  1 

vorgenommen  werden.     In   diesem  Falle  ist  s  =  \   zu  setzen  und  unser 
Gleichungssystem  erhält  die  Form: 

n —  1  ,  .  . 

(-  l)^C,^,(nv,  nr)  =  &,(v)YJ&Jv  -f  ""-)  i^Jv  -  -), 
6)    {  „^  X        n         X        ^/ 

(-  1)  ^  CMnv,  nr)  =  ^mU^,(v  +  ^)  ^,(v  -  ^), 
(-  iy^C,^,,{nv,  nr)  =  .\iv)ll&,{v  +  ^)  &,{v  -  ^^ 
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Hieraus  ergiebt  sich  unter  Hinzuiialime  der  Formel: 

d-[  =  ttO-q  .  0-2 .  % 
die  Beziehung: 

n-l  n_l 

'2  '2 

1,  n —  1  1,  n —  1 


oder  auch: 


oder  also: 


n  —  1  n — 1 


Das  Vorzeichen  bestimmt  sich  dadurch  —  wie  aus  einer  der 
früheren  Gleichungen,  etwa  aus  der  Gleichung  für  d-^(nv,  nr)  folgt, 
indem  man  ^  =  0  setzt  und  hinzunimmt,  dass  dami 

n  — 1 

6\=(-l)  ^ 
wird.     Nehmen  wir  nunmehr  unsere  .Hülfsformel  hinzu,  so  folgt: 

oX'  JT^i  {-i)  -  Vn  »3".  »;^.  9,T- 

Damit  sind  wir  in  diesem  Falle  zum  Ziele  gelangt.  Für  die 
übrigen  Repräsentanten  kann  in  analoger  Weise  verfahren  werden.  Wir 
können  um  so  eher  davon  absehen,  das  näher  auszuführen,  als  durch 
geeignete  lineare  Transformationen  aus  dem  einen  Repräsentanten  die 
andern  abgeleitet  werden  können. 

§  63. 

Die  Transformatioii  der  elliptischen  Functionen.     Bestimmung 

der  Coeffieienten  mit  Hülfe  von  Theilwerthen. 

Indem  wir  die  transformirten  Thetafunctionen  durch  einander 
dividiren,  erhalten  wir  die  transformirten  elliptischen  Functionen,  und 
zwar  werden  sich  ebenso  viele  verschiedene  Formen  ergeben  wie  bei 
den  Thetafunctionen.  Es  würde  sich  demgemäss  zunächst  eine  Dar- 
stelluno-  darbieten,  bei  welcher  die  Coeffieienten  sich  rational  durch 
die  ursprünglichen  und  die  transformirten  Thetafunctionen  für  die  Null- 
werthe   der  Argumente    darstellen   lassen.     Da    die  hierbei  auftretenden 
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Gesetze    ziemlich    complicirter   Natur    sind,    so    wollen   Avir    von    dieser 
Methode  zunächst  absehen  und  sofort  die  zweite  Methode  nehmen,  bei 
welcher  von  den  Theilwerthen  Gebrauch  gemacht  wird. 
Dividiren  wir  die  hierbei  gefundenen  Ausdrücke  für 

&,{v',t')     und     &,{v',r') 

durcheinander  und  setzen  v  =  v'  =  0,  so  erhalten  wir  das  Resultat: 


1)  vc-^vkYj 


V 


>i- 1  iV  2 
3 


«—1  £¥ 


Ö' 


oder  wenn  wir  die  elliptischen  Functionen  einführen  und  das  Argument, 
welches  dem  Argument  s  der  Thetafunctionen  entspricht,  durch  co  be- 
zeichnen: 

'2  \  n  / 

Genau  so  einfach  ergiebt  sich: 

oder  auch: 

4)  v^-im' 


Vermöge  dieser  Formeln  sind  die  transformirten  Grössen  Yc  und  yd 
zu  bestimmen,  wenn  die  entsprechenden  ursprünglichen  Grössen  und 
die  elliptischen  Functionen  für  die  Theilwerthe  von  Perioden  bekannt 
sind.  Nunmehr  können  die  fertigen  Transformationsformeln  hergestellt 
werden.  Durch  Division  von  ^i{v',x')  durch  '9-(j(ü',  t')  erhalten  wir 
das  Resultat: 

<-i    _                    n_                      sn^(u,k)  —  sn^i — ,h) 
(-1)  2  Vcsn{u\c)^l^sn{v,li)Yl 'fvJ  V 

oder  mit  Benutzung  der  vorhin  gefundenen  Formeln  und  bei  einfacher 
Schreibweise: 
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's«(h',c)  =  (-1^  P,.P,, 


')  { 


{"^M"^) 


cn- 


,(VGi\ 


Pg  =  snuTJ 1 1 -\  :  J  J  (l  —  Jc^.sn^u.sn^^y 

\        sn^  —  I 


Difierenziren    wir   links   und  rechts  nacli  u  und  setzen  u  =-  u'  =  (), 
so  ergiebt  sich: 


6) 


i»i-'|.=(-i)^J7 


oVOJ  „VCJ 

n  n 


cn' 


so  dass  auch  der  Multiplicator  eine  bekannte  Grösse  ist.  Mit  seiner 
Hülfe  nimmt  die  Formel  für  die  transformirte  Sinusamplitude  die 
Form  an: 

7)    sn{Mu,  c)  =  Msn{u)]~[l\  -  J^^'i\ :  Jj(l  -  kHn'u.sn''^y 


sn" 


Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  transformirte  Sinusamplitude  ist  eine  ra- 
tionale Function  der  ursprünglichen,  und  zwar  ist  der  Zähler 
eine  ungerade  Function  vom  Grade  n,  der  Nenner  eine  ge- 
rade Function  vom  Grade  n  —  1, 

Analog  lassen  sich  die  beiden  anderen  Functionen  berechnen. 

Zunächst  Avird: 


■^) 


V 


[,cn(ii',c)==  Qj   P,.P„ 


sn'c 


1  72        2  2*"^ 

n 


wül)ei  der  Abkürzung  lialber  gesetzt  ist: 

cnu 


0) 


snc 


dnii 


\f)()                   §  63    Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen. 
Wir  können  die  Formel  auch  folgendermassen  sclireiben 
10)       cn{Mu,  c)  =  cnul  I  li 1  •  -^  ~'  Psn'^u  sn'^- 


\  SWC I 

\  n  ] 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  transformirte  Cosinusamplitude  liisst  sich 
als  Product  der  ursprünglichen  (Josinusamplitude  und  einer 
rationalen  Function  der  ursprünglichen  Sinusamplitude  dar- 
stellen. Zähler  und  Nenner  sind  gerade  Functionen  vom 
Grade  w  —  1. 

Drittens  wird: 


11) 


n 


Pg  =  dnu  j  j  ( 1  —  h^sn^u.sn^c  —  j :  ( 1  —  h^sn^usn^  — )) 

oder  also  nach  einer  früheren  Formel: 

12)   dn(u\  c)  =  dnu  j  1  [^  —  ^^-  sn^ti .  sn^c  — j  :(l  —  h^.  sn^u .  sn^  i — ]• 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  transformirte  Deltaamplitude  lässt  sich 
als  Product  der  ursprünglichen  Deltaamplitude  und  einer 
rationalen  Function  der  ursprünglichen  Sinusamplitude  dar- 
stellen. Zähler  Avie  Nenner  sind  gerade  Functionen  vom 
Grade  n  —  1. 

Die    soeben   gegebene    Darstellung    der    transformirten   elliptischen 

Functionen    kann  zur  Entwickelung  einiger  wichtiger  Formeln  benutzt 

werden. 

Setzen  wir:  ., 

K  =  snu, 

so  kann  die  Formel,  die  wir  für  sn(^u',  c)  gefunden  haben,  in  die  Form 
gebracht  werden: 

^JT(^'  -  sn'  ~)-'^sn  {u',  c)Jjb ^^\  =  0 . 

\  /r^sn^  —  I 

\  '^  / 

Diese  Gleicliung  kann  als  eine  algebraische  Gleichung  mit  der  Un- 
bekannten X  vom  Grade  n  angesehen  werden.  Ihre  Wurzeln  haben 
die  Form: 
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/         4u(a\ 

so  class  wir  die  linke  Seite  auch  schreiben  körnien: 


[J^x-sn[u  +  '^ 


u:i',  1^...  n  _  1 


Dann   ergiebt  sich  aber  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von 
^,»1—1  jjg  Beziehung: 


13) 


Mc         ,  ^7      /         4uco\ 

-j-sn  (u  ,  c)  =  '^  sn  [h  -\ — —  j- 


Ganz  analos  ergeben  sieh  die  Beziehungen: 


14) 


--^3Ic 


4  U  09 


15)  (-  l)^3f(^wO<',  c)  =  V(7h(h  +  i^); 


wol)ei   u   die  Werthe  annimmt: 

Wir  können  die  Formeln  auch  schreiben: 


0,  l,...w-l. 


16), 


Mc       .  ,    .               .  "^     /     ,   *i"w\           /        4uco\ 
-j-  sn{u ,c)  =  snn  -j-^sniu  -\ — -      I  +s/H  h — j, 

^-r^Mc       /  ,    V               ,  'ST'     /     ,   4uco\          /        4acj\ 
(-1)  ^   —r^cn{Tn,c)-=cnu-\-^cn\u-\ — '-—j-\-cyiUi — h 

(-  1)^'  Mein  (u\  c)  =  dn  u  +^dn  (h  -f  ^)  +  dn  (u  -  i^), 


wobei  nun  aber  ^i  die  Werthe  annimmt: 

0  1      '^^. 

Wir  können  diese  Fonneln  auch  als  eine  weitere  Darstellung  der 
transformirten  elliptischen  Functionen  ansehen. 

Die  Vergleichung  weiterer  Coefficienten  giebt  Anlass  zu  weiteren 
Beziehungen,   indessen   möge   von  ihrer  Aufstellung  abgesehen  werden. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist,  wie  nochmals  hervorgehoben  werden 
möge,  n  als  imgerade  Zahl  angenommen. 

§  04.-^) 
Definition  und  Haupteigenschaften  der  Modulfunctionen. 

Wir  haben  im  Vorangegangenen  eine  Reihe  eindeutiger  Functionen 
von  r  kennen  gelernt,  wie  die  Thetafunctiouen  für  die  NuUwerthe  der 
.^^ruumente,    rationale   Verbindungen    derselben  etc.     Unter   ihnen   sind 


192  §  6^-  Definition  und  Haupteigenschaften  der  Modulfunctionen. 

solche,  wie  die  Quotienten  zweier  Thetafimetioneu,  welche  für  gewisse 
lineare  Transformationen  ungeändert  bleiben.  Diese  geben  Anlass  zu 
der  folojenden  Definition: 

Eine  Modulfunction  ist  eine  solche  eindeutige  Function 
von  X,  welche  ungeändert  bleibt,  wenn  x  entweder  der  Ge- 
sammtheit  oder  auch  nur  einem  Theil  der  linearen  Trans- 
formationen o 

S  = 

y  d 

unterworfen  wird,  so  dass,  wenn  t/;(t)  eine  solche  Function 
ist,  die  Relation  stattfindet: 

Bleibt  ^(t)  durch  zwei  Substitutionen  S  und  Äj  ungeändert,  so 
bleibt  es  auch  durch  das  Product  derselben  ungeändert.  AVir  wollen 
nun  sagen,  alle  Substitutionen,  welche  t^(r)  ungeändert  lassen,  bilden 
zusammen  eine  Gruppe.  Wir  schliessen  uns  damit  dem  Sprach- 
gebrauche an.  Ganz  allgemein  sagt  man  nämlich,  eine  Anzahl  von 
Transformationen  bildet  eine  Gruppe,  wenn  das  Product  je  zweier  der- 
selben wieder  unter  ihnen  enthalten  ist 

Weiui  nun  eine  solche  Gruppe  G  alle  Transformationen  und  nur 
diejenigen  enthält,  durch  welche  i^(t)  ungeändert  bleibt  in  dem  Sinne, 
dass  die  Gleichung: 

i'{x)  =  i'ix') 

eine  Gleichung: 

_y-^öx' 

""       a  +  ßt' 
nach  sich  zieht,  so  dass  die  Transformation 

aß 

y  8 
in  G  enthalten  ist,  so  sagen  wir:  -tli^i)  gehöre  zur  Gruppe  G. 

Es  ist  nicht  schwer,  einzelne  solcher  Modulfunctionen  aufzustellen 
und  die  zugehörige  Gruppe  zu  bestimmen.  Nehmen  wir  zuerst  die 
Grösse  Z«;^,  so  bleibt  dieselbe  für  alle  diejenigen  linearen  Transformationen 
und  nur  für  diejenigen  ungeändert,  bei  welchen  die  Congruenzen  statt- 
finden: ^^^^    ß^^^    ^_Q^    d  =  lmod2. 

Dieselben  bilden  ofi:enbar  die  Gruppe,  zu  welcher  k^  gehört.  Alle 
Transformationen  können  aus  zwei  zusammengesetzt  werden,  die  durch 
die  Gleichungen  charakterisirt  sind: 
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Nehmen  wir  zweitens  die  Function: 

so  bleibt  diese  erstens  für  alle  vorhin  definirten  Transformationen  un- 
geändert,  zweitens  aber  auch  für  die  Transformationen  des  zweiten 
Falles,  für  welche: 

a  =  0,     ß  =  l,     7~1,     d  =  Omod2 

ist.  Offenbar  bilden  auch  diese  eine  Gruppe,  und  zwar  köimen  wir  die 
Transformationen  derselben  zusammensetzen  aus  denjenigen,  die  den 
Gleichungen  entsprechen: 

r 

Der  Beweis  folgt  leicht.  Erstens  können  wir  alle  Transformationen 
des  ersten  und  zweiten  Falles  auf  diesem  Wege  erhalten,  ferner  keine 
andern.  Wir  können  also  sagen  Ä;^(l  —  Jc^)  gehört  zu  der  Gruppe  von 
Transformationen,  die  sich  aus  den  zu  den  Gleichungen: 

t'  =  r  +  2,     t'  =  -  - 
t 

gehörenden  zusammensetzen. 

Drittens  ist  es  nicht  schwer,  eine  Function  herzustellen,  welche  für: 

t'  =  T  +  1     und     r'  =  —  — 

T 

d.  h.  für  alle  linearen  Transformationen  ungeändert  l)lei))t. 

In  der  That,  jede  ganze  symmetrische  Function  der  Grössen: 

„Q.  8     Q  8    A  8 

Avird  durch  die  Transformation: 

t'  =  T  4- 1 
nicht  geändert,  während  sie  für  die  Transformation: 

X 

in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einem  leicht  angebbaren  Factor  über- 
geht, der  von  der  Ordnungszahl  der  Function  abhängt.  Der  Quotient 
je  zweier  zu  derselben  Orchiungszahl  gehörenden  Functionen  hat  dami 
die  verlangte  Eigenschaft.  Die  einfachsten  symmetrischen  Ausdrücke 
nun,  aus  denen  sich  alle  übrigen  ganz  und  rational  herleiten  lassen, 
sind  die  folgenden: 

Krause,  Doppeltperiodiacho  Functionen.  I.  1" 
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Bilden  wir  den  Quotienten: 

so    Ilaben    wir    eine    Function    der    genannten    Art   gefunden.     Wir  be- 
zeicliuen   sie   mit  j(t)  und  nennen  sie  die  Invariante. 

Auf  ähnlichem  Wege  können  wir  weiter  fortgehen  und  noch  eine 
unendliche  Fülle  weiterer  Functionen  bilden,  sehen  aber  zunächst 
davon  ab. 

Wir  haben  bisher  nur  die  Bedingung  festgesetzt,  dass  die  zu  be- 
trachtenden  Functionen  eindeutig  von  t  abhängen,  wir  wollen  jetzt 
die  weitere  Bedinguiig  hinzufügen  und  in  Zukunft  stets  bei- 
behalten, dass  sie  mit  k-  in  einem  algebraischen  Zusammen- 
hang stehen. 

Für  diese  Modulfunctionen  nun  gilt  der  folgende  fundamentale 
Lehrsatz:  Wenn  ^(t)  zur  Gruppe  G  gehört  und  x(j)  durch 
die  Transformationen   von  G   ungeändert  bleibt,   so  ist  ;t(T) 
rational  durch  ^-(r)  ausdrückbar. 

Zunächst  ist  x(r)  eine  algebraische  Function  von  ?/'(t),  und  T/'(r) 
kami  als  algebraische  Function  von  k'^  jeden  Werth  annehmen.  Zu 
jedem  Werth  von  ^(t)  gehört  aber  nach  Voraussetzung  nur  ein  Werth 
von  x(j)  ^^11*^1  daher  ist  x(t)  als  einwerthige  algebraische  Function 
von  ^(t)  rational. 

Specialisiren  wir,  so  können  wir  z.  B.  die  folgenden  Sätze  aus- 
sprechen: 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Vertausch- 

'""«""'■  t'-r  +  2,    T'_-i 

T 

ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  k^.k'^. 

Ebenso  folgt: 

Jede    Modulfunction,     welche     durch    die     beiden    Trans- 
formationen: ,  ^         ,  T 
t'  =  T  +  2,     r'  = 


H-2t 

ungeändert  bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  k^. 

Jede  Modulfunction,  welche  durch  die  beiden  Vertausch- 

r 
ungeändert  ])leibt,  ist  eine  rationale  Function  von  j(t). 

Derartige  Sätze  können  in  grosser  Fülle  aufgestellt  werden  und 
es  wird  gerade  Aufgabe  der  nächsten  Paragraphen  sein,  mit  Hülfe  der 
Transformationstheorie  neue  Modulfunctionen  aufzustellen. 
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§  65.29) 

Einführung  der  Hermite'sclien  cp-,  ip-  und  ;^- Functionen. 

Verwandlungstafeln  derselben. 

Um  die  in  der  Transform ationstheorie  aufgestellten  Gleichuncren 
zu  entwickeln,  ist  es  noth wendig,  einige  Functionen  zu  untersuchen, 
deren  wichtigste  Eigenschaften  zuerst  von  Hermite  aufgestellt  worden 
sind.     Nach  Definition  ist: 

Führen  wir  die  Productdarstellungen  der  Thetafunctionen  ein,  so 
können  wir  schreiben: 

^'-"^^  ^"(i  +  ö)ri  +  2^)(i4-2^)T::^ 

VT'  ==  /(l-g)(l-g^)(l-g^)--.Y 

Diese  Form  legt  den  Gedanken  nahe,  an  Stelle  von  Yk  und  Yk' 
die  Functionen  zu  betrachten: 


(l  +  j)(l  +  2=)...' 

1  rttf 

wobei  q^=e^  gesetzt  ist  und  für  l/2  der  positive  Werth  zu  nehmen 
ist.  Die  soeben  definirten  Functionen  sind  dann  eindeutige  Functionen 
von  r.  Um  unsere  früheren  Sätze  auf  dieselben  anwenden  zu  können, 
d.  h.  mit  ihrer  Hülfe  Modulfunctionen  und  algebraische  Gleichungen  zu 
finden,  müssen  wir  die  lineare  Transformation  der  beiden  Functionen 
ausfühi'licher  betrachten.  Hierbei  ist  die  einzige  auftauchende  Öchwierig- 
keit  eine  Vorzeichenbestimmung,  da  ja  che  lineare  Transformation  der 
beiden  Functionen:  ^^^^y^     ^^^^^^     ^^^y 

im  Früheren  durchgeführt  worden  ist.  Wir  wollen  aber  von  den  früheren 
Resultaten  ganz  absehen  und  die  lineare  Transformation  nach  dem  Vor- 
gange von  Schläfli  ganz  unabhängig  folgendermassen  entwickeln. 

Wir   beschränken   uns   zunächst   auf  den   ersten  Fall  der  linearen 
Transformation : 

Oo  =  &i  =  1  mod  2,     &Q  =  ttj  =  0  mocl  2 

und  nehmen  überdies  an,  dass: 

a^ZE  1  mod  4: 
ist. 

13* 
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Dann  folgt  ähnlich  wie  früher,  dass  eine  solche  Transformation 

h  \  I 
in  die  Form  gebracht  werden  kami: 


gCMXClVXXU 

1»  V^J.  ^J.\^JJ. 

lU-lA  . 

«0   «1       _ 

0  1 

0  1 

0  1 

0    1 

&0    ^1 

1  a. 

1  /3i    ■■■ 

1    «n 

1    ^„ 

wobei  a^,...an,  ßi,...ßn  gerade  Zahlen  bedenten,  die  positiv  oder  ne- 
gativ sein  können,  von  denen  ferner  entweder  Cj  oder  /3„  oder  beide 
der  Null  gleich  sein  köimen.  Ein  inneres  Element  gleich  Null  an- 
zunehmen liest  keine  Veranlassimg  vor,  da: 


0  1 

0  1 

0  1 

0     1 

1  a 

I  0 

1  ß 

~l  1   a-f/3 

ist.    Um  einen  möglichst  einfachen  Fall  vor  uns  zu  haben,  wollen  Avir 
annehmen,  dass  n  gleich  2  sei,  also  die  Gleichung  betrachten: 


I 


«0   «1 

0  1  j 

0  1 

0  1 

0  1 

Kh 

1   cc,i 

1  ßi 

1    «2 

1    ß2 

3) 


Dann  folgt: 

«0  =  1  -f  |3j  «2  "^  1  +  /3x  «2  ^(^^  16; 

a,  =  ß,  +  ß,+  ß,ß,a,  -ß,  +  ß,  mod  8, 

60  =  «1  +  «2  +  ^1  ^2  ßl  —  '^1  ~^  ^2~^  ßl  ^2  ("l  +  ^2  ~"  ^2)  *^öf^  16> 

61  =   1  -f  «i/?!  -f  «i/32  +  «2/^2  +  ^ißl<^2ßr 

Genau  so  würde  im  allgemeinen  Falle  folgen: 
a^  =  &1  =  1  ?wo(^  4, 
ao=  1  -flf  moc?16, 
&o=4  +  iV»worfl6, 


a.=B  mod  8, 


wenn  wir  setzen: 

^  =  «1  +  «2  4- 


•ß„,     i?  =  /3,-f^2  +  - 

«2  +   «3  H ^", 


ßn, 


^2  =  «3  +  • 
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Es  sind   dann  A  und  B   durch   2,   M  durch  4,   N  durch  S  theil- 
bar.     Da  unter  solchen  Umständen: 

2ÄM=Omodl6 

ist,  so  folgt: 

aQhQ  =  Ä-i- N +  Ä3Imodl{] 

=  A~  (ß,Ä,'+  ß^A,'-h---  ßn-iAl-i)modl(}. 
Nun  ist  aber: 

A^(Ai-2)  =  Omod8, 
also: 

ß^A^^=2A^ß^  modlG  etc., 
also: 

A  -  flo&o  =  ^(A  ßi  +  ^o/32  +  . . .)  =  2(ao  -  1)  mofZ  16. 

Ferner  ist  nach  Annahme: 

ffgiz  1  7nod4:, 
also : 

2  =  Off,  +  1  mod4, 

2(aQ  —  1)  =  (ffo  -  1)  («0  +  Ij  ^'^öfZ  IG 
oder  also: 

4)  ^  =  ao&o+a,2-l. 

Dieser  Ausdruck  ändert  sich  nicht,  wenn  a^,  &q,  a^,  6^  in  —  o^^,  —  \, 
—  dl  —  hl  verwandelt  werden. 
Genau  so  wird: 

5)  i?  =  a^a^  +  «„^  —  1  mod  16. 
Hiermit  ist  die  Hauptschwierigkeit  überwunden. 

In  der  That,  in  den  einfachsten  Fällen  sind  wir  ohne  Weiteres  im 
Stande,  die  lineare  Transformation  auszuführen. 
Nach  Definition  ist: 

^M  =  (i-g)(i-g^)(i-g^)--. 

Hieraus  folgt: 

n  > 

6)  g)(r  +  2)  =  e'^g)(r). 

Ferner  folgt  nach  Früherem,  dass  jedenfalls  sein  muss: 

7)  ^(_i)  =  +  ^,(r),     ^/,(_l)  =  +  c^(r), 

so  dass  also  nur  die  Zeichenschwierigkeit  zu  heben  übricr  l)leibt. 
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1 


Setzen  wir  r  =  i,  also  t 


(p{{)=']/2e    « 


,  so  wird: 


ferner: 


(1  +  e— )(l  +  e-3'^)... 


^(0  = 


(l-e-^)(l-  e-^^)... 


einen   positiven  Werth   annehmen.     Hieraus   folgt,    dass   wir   zu    setzen 
haben : 


8) 


I 


Aus  diesen  und  den  früheren  Gleichungen  folgern  wir: 


9) 


ma 


q)(T  —  a)  =  e      *  ^(j^), 


Aus  diesen  Substitutionen,  bei  welchen  a  und  ß  gerade  Zahlen  sind, 
können  wir  aber  die  allgemeinen  Transformationen  des  ersten  Falles 
zusammensetzen,  denn  es  ist: 


0  1 

0  1  ! 

1  0 

1   ß 

1   a 

1  ^|~ 

a   1 

0  1 

Hieraus  folgt,  dass,  wenn  a^-^  1  mod4,  &i  =  1  mod2,  &o^  a^  =  0  mo(]2 
ist,  dann  allgemein  die  Relation  stattfindet: 


Nun  ist  aber  bekanntlich: 


also  erhalten  wir  das  Resultat: 
10) 


— T «  TT 


-(If^Ö  =©""""'>«■ 


Da  die  Ausdrücke  sich  nicht  ändern,  wemi  die  vier  Trausformations- 
zahlen  mit  entgegengesetzten  Zeichen  versehen  werden,  so  fällt  die  Be- 
dingung: 

fort  und  es  bleibt  nur  die  Bedingung 


«j,  =  1  mod  4 


cTrt  =  1  mod  2. 
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Damit  ist  der  erste  Fall  vollkommen  erledigt.  Es  braucht  kaum 
hervorgehoben  zu  werden,  dass  die  anderen  entweder  analog  oder  aber 
durch  Anwendung  specieller  Transformationen  aus  dem  soeben  be- 
handelten abgeleitet  werden  können.  Wir  begnügen  uns  damit,  die 
Resultate  anzugeben. 

I.  «0  =  1 ,     «1  =  0,     &o  —  0,     ^1  =  1  w^or?  2. 

"0 
II.  Of^^O,     «1  =  1;     &0 -  1  j     &1  =  0  mod 2. 

III.  «0=1,     «X  =  1 ,     h=^}     ^1  =  1  'fnocl 2. 


2\   -5-00*0    1 


IV.   «0  —  1  >      '^1  =  1?      ^0=1;      6i  =  0  W20^  2. 

,  ,.  ^ao*ol^(T) 

V.  «0=1,     «1  =  0,     Z>o— ^7     hi~l  mod2. 


VI.  «0^0,     «0^1,     ^0  —  1 7     &i  =  1  w^o^  2. 


In  allen  diesen  Formeln  ist  gesetzt: 

^,^&o— «oT 


«iT—  hl 

Genau  so  einfach  ist  die  i/>(r)- Function  zu  behandeln.  Die  ent- 
sprechenden Formeln  können  aus  den  obigen  unmittelbar  mit  Hülfe 
der  Beziehung: 

f{-  t)  -  *"« 

hergeleitet  werden.     Sie  lauten: 
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II.  *(r')  =  (J)r'f""''V(r), 

IV.  ^(0  =  (^)«^°'''4t' 


V.  m  =  (|) 


2\     -I^a,6.       1 


^    e 


^(r) 


VI.  ^(r')  =  e 


i  7t  /    \ 


Es  sind  diese  Tabellen  zuerst  von  Herrn ite  aufgestellt  worden. 
Ausser  diesen  beiden  Functionen  9p  (t)  und  t^(t)  betrachtet  Her  mite 
aber  noch  eine  dritte  Function,  welche  sich  nach  mehrfacher  Richtung 
hin  von  Bedeutung  gezeigt  hat  und  auf  welche  daher  kurz  eingegangen 
werden  möge. 

Es  ist:  j 

9p(r)  =  VWKX  +  1')  (1  +  2O  •  •  •]'  (1  -q){r-q')... 
H^)  --=  (1  +  Q')  (1  +  2*)  •  •  •  [(1  -  q)  (1  -  3^)  •  •  -J^ 
Setzen  wir  daher: 

11)  Z  W  =  f  2  Al  -  S)  (1  +  5^)  (1  -  c/)  (1  +  2^)  •  •  • , 
so  folgt: 

12)  x{^y=<Pir).H^). 

Um  die  Theorie  der  soeben  definirten  Function  ;^(t)  handelt  es 
sich,  insbesondere  darum,  ihre  lineare  Transformation  zu  entwickeln. 
Die  einzige  Schwierigkeit,  die  hierbei  auftritt,  liegt  in  der  Bestimmung 
der  dritten  Wurzel.  Wir  wollen  dieselbe,  dem  Vorgange  von  Schläfli 
folgend,  folgendermassen  heben. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  ersten  Fall  der  linearen  Transformation. 

Für  diesen  Fall  wird  sein: 


1^)  ^«'=©© 


2  \ ^(ao6o  — «1*1) 


x(ry 


Daneben  folgen  unmittelbar  die  Formeln: 


14) 


j^{r  +  2)==e^^x{r),     x{-^)-x(r). 
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Wir   wollen   mm   den  Factor  von  xi'^)'^   i^i   einer  eigenthümlichen 
Weise  umformen.     Wir  können  denselben  schreiben: 

ffi/ 

/*  =  —  a^h^  +  «0^  —  1  +  ai&i  +  \^  —  1. 
Es  ist  nun:  a,\  =  \  + a,\-\  modA, 

also : 


ÜQ  ^  &1  mod  4 
Im  zweiten  Falle  ist: 


"^^  «0-^1^0     ocler     =Amod%. 


aQ\=  5  mod'^, 

daher  aj&o=4wöc?8,   folglich  -^   und   -^  ungerade.     Da  ferner  -^^-- — - 

ungerade  ist,  so  folgt: 

«Q  -f  fej  —  «1  ^  0,     «0  +  &i  —  &o  =  0  mod 4. 
Unter  solchen  Umständen  folgt  in  beiden  Fällen: 
(6i  -  CTo)  («0  4-  &i  -  &o)  =  ö,     (&i  -  «o)  («0  +  &i  -  «i)  =  0  wzofHG, 

ferner :  a^ &i  +  S^^  _  i  =  «^  a^^  _|_  «^2  _  j^  ^^^/  ;^ß ^ 

-  &oao  +  <  -  1  +  %^i  +  h'  -  1  =  -  &1&0  +  ^1'  -  1  +  «i^^i  +  ^1'  -  1 . 

=  -  \aQ  +  «0^  —  1  +  «i«o  +  ö'o^  -  1; 
Nun  ist  aber:  =  ^1  («1  -  ^0)  =  ^o(«i  "  ^o)  ^«^  16- 

bi{a,bQ  +  1)  -  «0 -  (^/ ~"  1)^0  =  *J  *^^^^^ '"^j 
«0(^1  ^0  +  1)  ~  ^1  =  (^0^  —  1)  &i  =  0  mod  8, 
so  dass  wir  unsern  Ausdruck  f  auch  schreiben  können: 

15)      f={K-  a,) K&i &o  -  «0)  ^  (^0  -  «^))  K«i^o  -  ^1)  »wö(/ 10. 
Diese  Form  von  f  besitzt  gewisse  Vorzüge. 
Setzen  wir  an  Stelle  von  t':t^-\-2,  so  wird: 

andererseits    ist    diese    Substitution    gleichbedeutend    damit,     dass    an 
Stelle  von  ^       7, 

gesetzt  wird  resp.:  ^^  _  ^a^^     \-2b,. 

Es  geht  dann  f  über  in: 

(60  -  2\  -  aj  («i&o^  -  «0  +  2«,). 

Dieser  Ausdruck  ist  aber: 

=  2  -h  (K—  %)  («i^o^i  ~  ^'0)  ^nodA8. 
Der  Beweis  kann  in  die  beiden  entsprechenden  nach  dem  Modul  IC) 
und  nach  dem  Modul  3  getheilt  werden.    Der  erste  Theil  ist  von  selbst 


2(»2 
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uach  dem  Früheren  erledigt^  das  einzige  neiie  liegt  in  dem  Hinzu- 
treten des  Moduls  3.  Hier  zeigt  eine  leichte  Betrachtung,  die  kaum 
näher  durchgeführt  zu  werden  braucht,  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 
Hieraus  folgt,  dass,  wenn  für  ein  Zahlensystem  a^,  h^,  «j,  h^  die 
Formel  richtig  ist: 

sie  dami  auch  richtig  bleibt,  wenn  links  und  rechts  an  Stelle  von 
sesetzt  wird: 


'0?      ^0 


«„ 


2a„    \-2h,. 


Da  das  Analoge  für  die  zweite  Fundamentaltransformation  auch 
der  Fall  ist,  da  ferner  die  soeben  hingeschriebene  Formel  in  den  ein- 
fachsten Fällen,  wie  sofort  sich  ergiebt,  richtig  ist,  so  folgt,  dass  sie 
allgemeine  Geltung  im  ersten  Falle  der  linearen  Transformation  besitzt. 
Der  Exponent  kaim  in  mehrfache  Formen  gekleidet  werden.  Hermite 
giebt  demselben  eine  etwas  andere  Form.     Er  setzt: 


16) 


Z(0 


2.  3  (■  Ä , 


2(Ä 


(et,  Aj -|- 6, 6„ -}-  «itto  —  aj*6o6,) 


Q  =  e 

Auch  hier  braucht  die  Uebereinstimmung  nur  nach  dem  Modul  3 
bewiesen  zu  werden,  da  die  Schwierigkeiten  in  Bezug  auf  den  Modul  IG 
sämmtlich  gehoben  sind,  nach  dem-  Modul  3  ist  aber  die  Betrachtung 
eine  so  einfache,  dass  wir  von  derselben  absehen  können. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  andern  Fälle  zu  erledigen.  Wir  geben 
die  Tabelle  in  der  Her  mite 'sehen  Form,  weim  auch  bei  anderer  Be- 
zeichnungsweise. /    o  \        3i« 

T       r  i\  (    ^  \   — ^(«o'>o-«iii)    .  . 


"•^«=^(ä) 


Zin 


(au  6g  —  Ol  6, ) 


aiK' 


X(r), 


2\      ^"^ 

^0 


© 


2\-^i<'o'>.  +  a,,)Xi^) 


§  G6.   Die  Modulargleicbungen.  203 

Indem  wir  die  Theorie  der  linearen  Transformation  der  drei  Fimc- 
tioneu  (p(t),  t(y),  xi'^)  entwickelt,  haben,  haben  wir  zu  gleicher  Zeit 
das  analoge  Problem  für  drei  Functionen  gelöst,  die  wir  früher  definirt 
haben.  In  der  That,  in  Paragraph  22  sind  drei  Functionen /"(t), /"  (t), /"^  (t) 
eingeführt  worden  durch  che  Gleichungen: 


17) 


Vergleicht  man   diese  Darstellungen   mit   den  Entwickelungen  der 
Herrn ite'schen  Functionen,  so  folgt: 


1«)      W-^'      l«)r,W-r2^.      20)fM-r2-^y 

Es  stehen  also  die  früher  definirten  Functionen  /"«(t)  mit  den 
Her m ite'schen  Functionen  im  imiigsten  Zusammenhang,  so  zwar,  dass 
die  lineare  Transformation  der  letzteren  die  fertigen  Formeln  für  die 
ersteren  nach  sich  zieht.  Etwas  Aehuliches  gilt  für  die  am  selben  Orte 
eingeführte  Function  ^(t). 

Es  ist: 
21)  ^z- ri{r)f{ry,  etc. 

und  damit  die  Theorie  der  tj(t)- Function  auf  die  der  ■9' -Functionen 
für  die  Xullwerthe  der  Argumente  und  der  /"(t)- Functionen  zurück- 
geführt. 

§  66.3Ö) 
Die  Modulargleichungen. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Transformation  w*^''  Grades  über  und  zwar 
nehmen  wir  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sei.  Dann  wissen  wir, 
dass  eine  jede  solche  allgemeine  Transformation  ersetzt  werden  kann 
durch  lineare  Transformationen  und  durch  specielle  Transformationen 
n*^°  Grades,  bei  welchen  der  transformirte  Modul  r'  die  Form  hat: 

h 
und  I  überdies  durch  16  theilbar  angenommen  werden  kann     Setzen  wir 
diese  Werthe  in  die  95(1) -Function  ein,  so  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 


ftr-t] 
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Dieses   sind   erstens   eindeutige   Functionen   von  r,   zweitens   aber 
auch  algebraiselie  Functionen  von  h^. 

Es  folgt  das  unmittelbar  aus  der  früher  entwickelten  Formel: 


cn^  — 

an''  — 
n 

und  aus  den  Multiplicationsformeln. 

Um   nun   vermöge   dieser   Functionen   zu   Modulfunctionen   zu   ge- 
langen, denken  wir  uns  an  Stelle  von  r  gesetzt: 

«1  T  —  6 
wo  unter 

«0  a^ 

die  allgemeinste  lineare  Transformation  verstanden  werden  soll.     Diese 
beiden  Transformationen  können  durch  das  Product  dargestellt  werden: 

t  0 


«0   «1 


Mx 


Der  Hauptsatz  nun,  auf  welchen  sich  unsere  späteren  Betrachtungen 
stützen,  lautet,   dass   wir   dieses  Product   in  die  Form  bringen  können: 

u  0 


X  u 


a^  a. 


ßo  ß. 


uu,  =  n 


wobei  die  zweite  Transformation  wieder  eine  lineare  bedeutet, 
und  X  durch  16  theilbar  ist. 

Bei  der  fundamentalen  Wichtigkeit  des  Satzes  wollen  wir  eine  ge- 
naue Begründung  desselben  bringen,  wobei  wir  bemerken,  dass  analoge 
Sätze  in  Zukunft  nur  kurz  begründet  werden  sollen.  Es  möge  in  Bezug 
hierauf  auf  die  entsprechende  Darstellung  in  dem  Königsberger 'sehen 
Lehrbuch  über  elliptische  Fimctioneu  verwiesen  werden. 

Um  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nachzuweisen,  müssen  die 
Gleichungen  untersucht  werden: 


1) 


«0 

= 

a,t  + 

a,^ 

u 

«1 

= 

u 

§  66.  Die  Modulargleichungen.  205 

Da  Uq  und  a^  jedenfalls  relative  Primzahlen  sein  müssen,  so  ist 
ti  als  grösster  gemeinsamer  Theiler  der  Zahlen: 

a^t  -{■  a^^     und     a^ti 

bestimmt,  ferner  ti^  aus  der  Beziehung: 

2)  uu^  =  71. 

Ferner  folgt: 

3) 

4) 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  vierte  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir: 

oder  auch: 

5)  b^u  =  a^x  +  tß^. 

Wir  können  diese  Gleichung  als  eine  dioijhantische  mit  den  beiden 
Unl)ekannten  /3^  und  x  ansehen.  Dieselbe  ist  offenbar  lösbar.  Nennen 
wir  ein  System  von  Auflösungen  von  x,  ß^  :X,  Bi,  so  haben  alle  Auf- 
lösungen die  Form: 

ßi=  J^i  —  r  j,     x  =  X-\-r  ^, 

wenn  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet  und  d  der  grösste  gemein- 
same Theiler  von  t  und  a^  ist,  der,  wie  kaum  bemerkt  zu  werden 
braucht,  auch  ein  Theiler  von  u  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  zu  zeigen,  dass  r  so  bestimmt  werden  kann, 
dass  der  Gleichung: 

^oßi-  «i/5o  =  l 
genügt  wird  oder,  was  dasselbe  sagt,  der  Gleichung: 

Es  ist  dieses  eine  auflösbare  diophantische  Gleichung  in  r  und  ß^. 
In  der  That,   dividirt   man    die  Gleichung   durch   «j  und   erwägt,  dass: 

ist,  so  köuueii  wir  sie  schreiben: 

wobei  der  Factor  von  r  sicherlich  eine  fjanze  Zahl  ist. 
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Nim  ist  aber: 

also  folgt  die  Gleichung: 

^i/5o  + s ^  = ' 

worin  die  rechte  Seite  eine  ganze  Zahl  darstellt.  Da  nun  d  ein  Theiler 
von  (fj  sowohl  als  auch  von  n  ist,  so  kann  die  Gleichung  geschrieben 
werden: 

6)  kß.  +  ''-^^r^l('^^\ 

Nun    sind  —  und  ^   relativ    jirim   zu    einander,    da   ö   der   grösste 
gemeinsame  Theiler  von  u  und  a^  ist,  es  ist  also: 

~8 

eine  ganze  Zahl.     Da  endlich  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von 

a^  t^     und     öq  t  -\-  a^  ^ 
u  war,  so  wird  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von: 


^  und  daher  der  von 

0 


^t      und     ^0^""''^^ 


ti     und     -^ — ^— !-5 


ein  Theiler  von  -^7  so  dass,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  für  /3(,  und  r 

durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  dieser  beiden  Zahlen  dividirt, 
sich  auf  der  rechten  Seite  wieder  eine  ganze  Zahl  ergiebt  und  daher 
die  unbestimmte  Gleichung  wirklich  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst 
werden  kann. 

Dass  X  durch  IH  theilbar  angenommen  werden  kaim,  braucht 
nicht  näher  auseinandergesetzt  zu  werden.  Wir  haben  die  Betrachtung 
allgemeiner  durchgeführt,  als  wir  sie  thatsächlich  brauchen,  denn  wir 
wollen  bei  der  Theorie  der  TransformatiousQ-leichuufjen  uns  im  Wesent- 
liclien  auf  ungerade  Primzahlen  beschränken,  da  nach  dem  Früheren 
der  Fall  eines  allgemeinen  ungeraden  n  sich  auf  diesen  speciellen 
zurückführen  lässt. 
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Wir   nehmeu    also  jetzt    aii,    dass    n    eine    ungerade    Primzahl    sei 
und  setzen:  n      7,        o      7        i 

darni  folgt ^  dass  (p{nr)  übergeht  in: 

2ijln 

ferner  cpy )  in  e       ^    gp  ( 1?  wobei  zwischen^  und  a;  eine 

leicht  angebbare  Beziehung  besteht. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Summe: 

für  die  Transformation: 

2  1 

uiigeändert  bleibt,  wobei  die  Summe  über  |  =  0^  1^ . . .  »  —  1  zu  er- 
strecken ist. 

Genau  dasselbe  gilt  aber,  wenn  wir  setzen: 

«0=1.     «i=-2,     \-0,     h,  =  \, 

d.  h.  die  zweite  Fundamentalsubstitution  anwenden.  Die  Richtigkeit 
der  Behauptung  folgt  durch  Specialisirung  der  allgemeinen  vorhin  an- 
gegebenen Sätze.  Hieraus  folgt,  dass  die  Summe  ä^  für  alle  linearen 
Transformationen  des  ersten  Falles  ungeändert  bleibt,  sich  also  rational 
durch  Iv^  darstellen  lassen  muss. 

Dasselbe  eilt  offenbar  für  alle  Summen: 


s,. 


[(-!). (-)]'+i:^(^^)' 


Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den  fundamentalen 
Lehrsatz:  Die  w  +  1   Grössen: 

(--J(pinx)-.cp{ty    und     cpy—^y.(f(ry 

sind  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  rational  durch  li^  darstellen  lassen. 
Wir  können  auch  so  sagen: 

Die  n  +  1  Grössen  (—j  g)(«T)  und  (p( j  sind  Wurzeln 

einer    algebraischen    Gleichung    vom    Grade    «  +  1,     deren 
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Coefficienten    sich    rational    durch    ^  (t)    darstellen   lassen. 

Diese  Gleicliungen  nennen  wir  Modulargleichungen. 

Die  numerischen  Coefficienten,  welche  in  diesen  Gleichungen  auf- 
treten, müssen  ganze  Zahlen  sein,  da  die  Coefficienten  in  den  Ent- 
wickelungen  von: 

j_ 
nach  Potenzen  von  q'^    rationale  Zahlen  sind. 

Im  Allgemeinen  Averdeu  wir  im  Folgenden  die  Modulargleichungen 

in  der  zweiten  Form  untersuchen. 

§  ß7. 

Zweite  Darstellung  der  Wurzeln  der  Modulargleicliungen. 

Haupteigensehaften  derselben. 

Wir  haben  die  Wurzeln  der  soeben  definirten  Modulargleichungen 
mit  Hülfe  der  Hermite'schen  qo- Function  dargestellt.  Es  kann  noch 
eine  andere  Darstellung  gegeben  werden. 

Wir  hatten  seiner  Zeit  gefunden: 

,/  /,/7N    /  «^  2«  w  — 1  cj\2 

yc  =  (Vliri  snc  —  snc snc — ^^ )  • 

^     ■'  \        n  n  2      n  J 

Es  möge  bemerkt  werden,  dass  auch  die  allgemeinere  Form  ge- 
wählt werden  kann: 

ma  2mco  w  — Imrax^ 


Vc=m^{ 


snc snc snc — ^^ )  ? 

n  n  2       n  / 

wenn  m   irgend   eine   zu  n  relativ  juüme  Zahl  bedeutet.     Daraus  folgt, 
dass  die  Wurzeln  der  Modulargleichung  sich  von  den  Grössen: 

,.  nico  2mc3  ti  —  lmco 

wirYsnc snc snc — ;, 

n  n  2        n 

nur    um    das   Vorzeichen    imterscheiden    köimeu.      Dieses   Zeichen   soll 
jetzt  bestimmt  werden.     Wir  setzen  dazu: 

1)  u  =  «3p(r), 

während  m  =  2  gesetzt  wird,  und  definiren  v  durch: 

^.  2 CO  r.   2 w  n  —  \2o 

2)  V  =  u".snc snc2 snc — ^ 

^  n  n  2       n 

Für  den  Rer)räsentanten: 

n  0 


können  wir  setzen: 
erhalten  also: 


0  1 
co  =  2K, 
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4iC  HK  2Cn-l)K 

V  =  u"  snc snc —  •  •  •  snc—^ — > 

n  n  n 

währeud  andrerseits  ist: 

Diese  beiden  Ausdi-üeke  können  sicli  nur  um  das  Vorzeichen  von 
einander  unterscheiden.  Dabei  wird  man  nur  nötbig  haben,  sie  für 
ein  specielles  t  mit  einander  zu  vergleichen.  Wir  wollen  mm  diejenigen 
Werthe    von   t   ins   Auge   fassen,    für  welche   q   sich   der  XuU   nähert, 

K  der  Grrenze  — ,  K'  der  Grenze   oo,  Ic^  der  Grenze  Null.     Da: 


2Ku        2     \         T-r     l+2r/2''cos2e<  +  5*" 

=    Q  *    QQQ  11    I      I = 

71        yu^  iil  +  222«-icos2H4-5^''-2 


ist,  so  folo't,  dass  snc sich  der  Grenze: 

2     -^ 

— =  q  *  cos  u 
Yk 

nähert.     Hieraus  folgt,  dass  wir  zu  setzen  haben  an  Stelle  von: 

4:K        SK  2(n-l)K 

sn  c  —  sn  c  —  •  •  ■  snc  — ^^ — 

71  n  n 

die  Grösse: 


H  —  1  1    /    n — 1 

"2^  y  ^       2n         Alt  (n  -  l);r 


n  n  n 

oder  also,  da: 

2?!;         47r            (n  —  1)%  1 

cos cos cos =  + 


n  n  n 


—      n  —  l 


2   2 

ist,    wobei    das  Vorzeichen    gleich    dem  Werthe    des   Legendre 'sehen 
Symbols: 

(MS: 

Mithin  haben  wir  für  v  in  erster  Annäherung  zu  setzen: 

(1)2^. 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  I.  14 
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Daraus  folgt,  dass: 


(-)9(^-) 


sich  der  positiven  Einheit   nähert,    oder  also,    dass  wir  setzen  können: 

ON  /2\        ,        .  A,z-  4:K 

3)        V  =[-]  q){nr)  =yk"s'nc si 

Genau  so  folgt,  dass  wir  setzen  können: 


2\     ,     s      ,^/T-        4üC  8ä  2(n-l)K 

n  n 


,,      /r-16|\      4/^        4Ä  ,       _,.         8ä,       _,.  2(n-l)K,      _,, 

4)  (p    -]     Vh^snc (T-16|)snc (x -IQi)-- ■  snc^ ^(t-16^). 

^      \     n     J  n    ^  ^  n    ^  ^  n  ^ 

So    haben   wir   eine   zweite  Darstellung  der  Wurzeln  der  Modular-        . 
gleichung  erhalten,  welche  für  die  Folge  von  Bedeutung  ist  und  welche 
der    ganzen   Theorie   hätte    zu  Grunde    gelegt   werden    können.     Dieser 
doppelte    Ausgangspunkt    ist    für    die    Transformationstheorie    charak- 
teristisch und  wird  sieh  auch  in  der  Folge  zeigen. 

Wir  wollen  nun  setzen: 

r-16h  /2 


5)  v^=cp(^^ ],     v^={-)cp{nr), 


dann  können  wir  auch  so  uns  ausdrücken: 

Die  (w  +  1)  Grössen  v^,  v^ . . .  v^  —  i,  v^  sind  Wurzeln  einer 
algebraischen  Gleichung  vom  Grade  «  +  1,  deren  Coefficienten 
sich  rational  durch  u  darstellen  lassen. 

Die  Haupteigenschaften  dieser  Gleichungen  sind  leicht  zu  ent- 
wickeln, und  zwar  ist  es  vor  Allem  die  Anwendung  der  linearen  Trans- 
formation, welche  zum  Ziele  führt.  Da  wir  die  Art  dieser  Betracht- 
ungen an  einem  Beispiele  ausführlich  dargelegt  haben  und  neue 
Momente  nicht  auftreten,  so  begnügen  wir  uns  damit,  die  Sätze  im 
Wesentlichen  ohne  weitere  Begründung  aufzustellen. 

I.  Die.  Modulargleichungen  bleiben  ungeändert,  wenn  an 
Stelle  von  u  und  v  resp.  gesetzt  wird: 

2i/th  2iTinh 

ue  ^  und  ve  ^  . 
IL  Die  definirten  Gleichungen  sind  irreductibel,  d.  h.  eine 
jede  Gleichung,  deren  Coefficienten  sich  rational  aus  ti 
zusammensetzen  lassen  und  die  eine  Wurzel  v  mit  ihnen 
gemeinsam  hat,  hat  alle  Wurzeln  v  mit  ihr  gemeinsam. 
III,  Die  Modulargleichungen  bleiben  ungeändert,  wenn  v 
mit  11,  (  ']u  mit  v  vertauscht  wird. 


■'(„) 


I 
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Legt  man  ferner  au  Stelle  von  x  die  Grösse ,   also  au  SteUe 

1  +  T 

vou  u  die  Grösse—  zu  Grunde,  endlich  an  Stelle  von  t  die  Grösse > 

^<  .  X 

von  u  die  Grösse  ii^=-ip{t)  zu  Grunde,  so  folgt: 

lY.  Die   definirten   Gleichungen  bleiben  ungeändert,   wenn 

—  statt  u,  —  statt  V  gesetzt  wird,  sie  bleiben  ferner 
ti  V  °  ' 

ungeändert,  wenn  u^  statt  u,  v^  statt  v  gesetzt  wird, 
Avobei  die  Bedeutung  von  v^  kaum  näher  auseinander- 
gesetzt zu  werden  braucht. 

Wir  können  nun  die  Modulargleichung  schreiben: 

wobei  die  Grössen  C  ganze  Functionen  von  ii  bedeuten.  Aus  der  Dar- 
stellung der  Wurzeln  durch  die  Hermite'sche  qo- Function  folgt  aber, 
dass  Cq  eine  Constante  sein  muss,  da  die  Wurzeln  für  keinen  der  in 
Betracht  kommenden  Werthe  von  r  oder  h^  unendlich  werden  können. 
Wir  wollen  und  können  dann  die  Constante  Cn  der  Einheit  gleich 
setzen.     Die  Form  der  übrigen  Coefficienten  muss  die  folgende  sein: 


C„+i  =  «'"«  +  l(«o«  +  l  +  «i„^i«^H ), 

wobei  die  Zahlen  m^,m^,...  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  als  S 
sind.  Ihre  Werthe  können  leicht  berechnet  werden.  Erwägen  wir 
nämlich,  dass  die  Grössen: 

V 

Wurzeln  einer  Gleichung  sind,  deren  Coefficienten  sich  rational  aus  u^ 
zusammensetzen  lassen,  so  folgt: 

tni  =  nmodS, 

nig-  2nmod8 


w„+i  =  (n  -f  l)n  =  n  -(-  1  modS. 

Da  die  Gleichuno-  ungeändert  bleibt,  wenn  v  mit  u,  (  — )  u  mit  v 

vertauscht  wird,  so  folgt,  dass  die  höchste  vorkommende  Potenz  von  u 
die  n  -f-  1*^  sein  muss;  da  ferner  die  Gleichung  ungeändert  bleibt,  wenn 

14* 
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—  statt  u,  —  statt  V   gesetzt   wird,   so  inuss   das   letzte  Glied  Cn+i  den 

U  V 

Werth  haben:  ,t)x 

C.+,  =  (-)«-■. 

Ausser  ?;"  +  ^  kann  daher  kein  von  u  freies  Glied  vorkommen,  so 
dass  alle  Wurzeln  gleich  Null  werden,  wenn  wir  ii  =  0  setzen. 

Wir  wollen  noch  kurz  die  Werthe  der  Wurzeln  bestimmen,  wenn 
II  =  1  wird. 

Die  Wurzeln  der  Modulargleichung  haben  die  Form: 

2 CO  c^   2(0  n  —  12m 

V  =  ii"snc snc  2 snc — ^ 

n  n  2       n 

Nun  ist: 


sn  (K  —  ti)  =  itn  (  — -. — >  li'j, 


sncn 

i 

wenn  unter  dem  Symbol  ttiii  der  Quotient  der  Sinus-  und  der  Cosinus- 
amplitude verstanden  wird.  Wir  wollen  zusehen,  welche  Werthe  nehmen 
die  Wurzeln   der   Modulargleichung   an,    wenn   u  =  1   wird.      Es  Avird 

.TT 

dann  Jc^=l,  Ä' =  0,    K  wächst  über  alle  Grenzen,   K'  wird  gleich  -^: 

die  Sinusamplitude,  die  zu  dem  Modul  Null  gehört,  geht  in  den  Sinus 
über,  die  Tangensamplitude  in  die  Tangente.     Hieraus  folgt  dann,  dass 

/  ,    mK-{-  m.iK'   -,\ 
sn  c  I  4r  — — — —^ ;  k  1 

für  Z;  =  1  gleich  +  1  wird,  je  nachdem 

.  .  n  —  Amr  >  0 

ist.  ^ 

Erwägen  wir  nun,  dass  a  für  die  Wurzeln  der  Modulargleichimg 

entweder  den  Werth: 

2  K 

oder  aber  die  Werthe: 

2K{t-lQl) 

besitzt,  so  folgt  leicht: 

Für  w  =  1  werden  sämmtliche  Wurzeln  der  Modulargleichung 
gleich  1,  wenn  w  =  8,a  +  1  ist;  es  reducirt  die  Modulargleichung  sich 
also  auf: 

(v  -  l)"+i  =  0. 

Ist  dagegen  w  =  8fi  +  3,  so  ist  für  u  =  1  ein  Werth  von  v  gleich  1, 
die  übrigeji  gleich  —  1 ,  die  Modulargleichung  reducirt  sich  also  auf: 

(i;-l)(v  +  l)«=0. 


§  68.  Regeln  für  die  wirkliche  Aufstellung  von  Modulargleichungen.      213 

§68. 

Regeln  für  die  wirklielie  Aufstellung  von  Modulargleichungen. 

Anwendung  auf  die  einfachsten  Fälle. 

Bei  der  wirklichen  Aufstellung  vou  Modulargleicliuugeu  kann  nach 
mauuigfacheu  Methoden  vorgegangen  werden.  Diejenige  Methode,  die 
sich  zunächst  darbietet,  ist  die  folgende. 

Es  ist: 

lu=V2q\(l  +  q')  (1  +  q')  (1  +  /')  . .  .f  (1  -  g)  (1  -  5^)  (1  -  g^)  . . . 

I    =V2q\l-q+2q^-3q^+Aq^-6q^+9q'-12q'+16q^-'2'2q'>+29q'''. . .). 

Hieraus  können  dami  die  Potenzen  von  u  unmittelbar  nach  Potenzen 
X 
von  q^  entwickelt  werden. 

Ferner  wird: 

2)  v^  =  [-)V2q'^(l  -  r  +  2q^^  -  3$^"  +  4.q^\  . .). 

Setzt  man  diese  Entwickelungen  in  die  Modulargleichung  ein,  so 
werden,  wie  aus  der  früher  aufgestellten  Form  immittelbar  folgt,  die 
Irrationalitäten  in  Bezug  auf  q  fortfallen.  Ordnet  man  die  linke  Seite 
nach  Potenzen  von  q,  so  muss  sich  eine  identische  Grleichung  ergeben. 
Setzt  man  die  einzebien  Coefficienten  der  Null  gleich,  so  ergeben  sich 
lineare  Gleichungen,  aus  denen  die  noch  unbekannten  numerischen 
Constanten  in  der  Modulargleichung  zu  bestimmen  sind. 

Will  man  z.  B.  die  Modulargleichung  für  die  Transformation  dritten 
Grades  aufstellen,  so  hat  man  die  Gleichung  anzusetzen: 
V*  +  üf^V^l^^  +  ^ßüM  —  w^  =  0. 

Setzt  mau  nun  die  obigen  Reihenentwickelungen  für  u  und  v  und 
deren  Potenzen  in  diese  Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich: 
4^(1  -  4f/  -  ^q\  . .)  -  8aofi(l  -  3r/  -  9f/. . .)  (1  -  ?>q  -  9f/. . .) 

-26„(l-r/+2r/+...)(l-g+2gl..)-4(l-42-4gl..)  =  0, 

und  hieraus  folgen  für   die   beiden  numerischen   Constanten  a^  und  h^ 
die  Gleichungen: 

26,= -4,     4-8öo+2/>o+l6  =  0, 
oder  also: 

öo  =  ^;     ^0  =  -  2. 
Die  Modularffleichuntj,  welche   zur  Transformation  dritten  Grades 
gehört,  ist  daher  die  folgende: 

3)  v^  -  M*  -  2uv  (1  -  v^v^)  =  0. 


6) 
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Grenau  so  findet  man  die  Modulargleiehmigen  für  die  Trans- 
formationen fünften,  siebenten  und  elften  Grades. 

4)  v^-u^-  4:uv  (1  -  mS-^)  +  5  uH-^  (v^  -  ti')  =  0. 

oder  auch:  ..         „.  ..         ..        .,  .^ 

(1  —  n^)  (1  —  v^)  =  (l  —  iivf. 

yi2_  uH^\22    -  322t*)  +  44ttS^"+  22uv^(l  +  4w^)  +  [6buH^ 
+  132i(^i^H  44M2t;"(l  -  «*)  -  132 M^ü^-  165m«v^-  22M='t;3(4  +  M») 
-  44^t6^;2  -  nt'(32  -  22 w*)  -  m^^  =  o. 

Die  Rechnungen,  die  sich  bei  dieser  Methode  schon  in  den  ein- 
fachsten Fällen  ergeben,  müssen  als  recht  umfangreiche  bezeichnet 
werden.  Eine  Erleichterung  giebt  hierbei  der  früher  gefundene  Satz, 
dass  für  m  =  1  die  Wurzeln  der  Modulargleichung  entweder  +  1  oder 
—  1  werden.  Nehmen  wir  z.  B.  die  Modulargleichung,  die  zu  der 
Transformation  dritten  Grades  gehört,  so  hat  dieselbe  die  Form: 

v^  4"  «0^^^*^  +  h^vu  —  u^  =  0. 
Setzen  wir  m  =  1,  so  nimmt  sie  die  Form  an: 

v^  +  a^v^  +  \v  -  l={v  -l)(v-\-  If  =  0. 

Hieraus  folgt  immittelbar  a^  =2,  &q  =  —  2.  Aehnlich  verhält  es 
sich  in  den  anderen  Fällen. 

Eine  andere  Methode  ist  die  folgende.  Nennen  wir  die  Potenz- 
summen der  Wurzeln  81,82,-..,  so  bestehen  zwischen  ihnen  und  den 
Coefficienten  die  Beziehungen: 

Ä:  +  0,  =  0, 

8^  +  8,0,  + 20^=0. 


Die  Grössen  5'  können  in  der  Form  von  unendlichen  Reihen  dar- 
gestellt werden.  Um  das  Verfahren  auseinanderzusetzen,  wollen  wir 
uns  auf  die  Berechnung  von  8^  beschränken. 

Setzen  wir: 

f(q)  =  l-q  +  2(f  -2q^+4.q^-  Qxf  +  Og"^  -  12q\  . . 

so  wird:  -^^ 

Vr  =  V2{a'-q^)^f{a''q'^,        r  =  0,  1, . . .  n  -  1, 

wobei  gesetzt  ist: 

16?rt 

a  =  e      "    . 
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Daraus  folgt,  dass  wir  die  Gleicliimg  erhalten: 

'^        ^  0  0 

Der  Factor  von  A,n  ist  also: 

Da    a"=l  ist,   so  verschwindet  diese  Summe,  wenn  8?w  +  1  kein 
Multiplum  von  n  ist.     Wenn  aber 

8  m  +  1  =  In 


i 
ist,  so  reducirt  sich  die  Summe  auf  nq^.     Es  ergiebt  sich  somit: 

Vo+v,  +  ..-  ^•„_l  +  t;^  =  Äj  =  (  -J  y2q'^  (1  +  A,q"  +  Ä,q^-  +  •  ■  •) 

i 

+  ny2q^  {Äm-\-Am  +  nq  +A,n+2nf/  -\ ), 

wobei  dann  m  und  l  die  kleinsten  positiven  ganzen  Zahlen  sind,  zwischen 
denen  die  vorhin  hingeschriebene  Gleichuns;  besteht,  und  zwar  wird  in 
den  eiufachsten  Fällen  sein: 

für  «  =  3,5,  7,  IJ,  13,  17,  19,... 

„    m=l, 3,  0,4,8,2,7,... 

„      t  =  o,  o,  7,  o,  5,  1,  o, . . . 
Vermöo-e  der  Betrachtung-en,  die  über  die  Coefficienten  der  Modular- 

gleichung  angestellt  worden  sind,  folgt  leicht,  dass  die  Reihe: 

■  i 

q^(A,n-\-A„i+nq+^n+2nq^-i ) 

nur  bis  zu  dem  Term  fortzusetzen  ist: 

A      ,        n     8 

in  welchem  Z+8s  der  Zahl  n  am  nächsten  kommt;  es  folgt  ferner, 
dass  von  f{(-f)  nur  der  eine  Term: 

mit  in  Rechnung  zu  ziehen  ist. 

Unter    solchen    Umständen    können    wir    uns    darauf   beschränken, 

für   die   Grösse   6\    in   den   einfachsten  Fällen   die  folgenden  Ausdrücke 

hinzuschreiben:  ,  A 

«  =  3,     -S,  =1/2  (-1  +  3^,)^% 

w  =  5,     Ä,=l/2(-l  +  5^)/, 

9i  =  7,     Ä,=l/2(-l+74.>t 

»2=  11,  S,  =  |/'2[(-1  +  11^i,)(/  +  11^jA 
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Andererseits  siud  diese  ersten  Potenzsummen  aber  gleich  —  Cj ,  also 
für  n  =    3:  —  a^ii/^, 


„  n  =  o 
„  n=  1 
„    «  =  11 


—  a^u 


,7 


Setzen  wir  für  die  Potenzen  von  u  ihre  Darstellungen  durch  die 
Grössen  q  ein  und  vergleichen,  so  erhalten  wir  für  die  Coeffieienten  C^ 
die  früher  bezeichneten  Werthe. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  übrio-en  Coeffieienten  zu  bezeichnen. 


§  69. 
Die  Multiplicatorgleicilungen. 
Setzen  wir  das  Argument  der  transformirten  Functionen  gleich 

Mu, 
so   ist  M  der  Multiplicator  der  Transformation,  und   zwar  ist  hierbei: 

1)  Ji  =  ^K4-a,T:'). 

Diese  Darstellung  giebt  den  Werth  von  M  für  die  lineare  Trans- 
formation unmittelbar,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen  klar  ist. 
Wir  wollen  die  hierauf  bezüglichen  Resultate  noch  einmal  kurz  zu- 
sammenstellen. 

I.  «0  =  1,     «1  =  0,     h^—O,     &i  =  1  mod 2. 

in , 

M  ==  e     ^ 
II.  «0  —  ^?     ^1  =  1?     ^0  —  1  j     &i  =  0  mod  2. 

in.  ÜQ—l,     «1  =  1,     \=0,     bi  =  l  mod2. 

n/r  "^^«obo  +  a^  —  l)  1 

M  =  e^  y 

IV.  ÜQ-l,     a^  =  \,     \^\,     1)^  =  0  mod 2. 

-r^— «o— «0*0)  1 
Je 


1 
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V.  «0=1,     «1  =  0,     &o  ^  1;     ^1^1  '>^^od  2, 
IM      e  ^ 

VI.   «0^0,      «1  =  1,      &o  =  ^  ;      ^1  =  1  *^ö(?  2, 

-^(ao6i  — ao«,— «o  — *o  +  2)  1 

M  =  e     ^  -jj- 

Im  allgemeinen  Falle  —  wobei  n  wieder  als  ungerade  Primzahl 
angenommen  wird  —  gestalten  die  Verhältnisse  sich  coniplieirter.  Wir 
hatten  seiner  Zeit  das  Resultat  gefunden,  dass  die  Functionen 

sn{Mu) 
sich  als  rationale  Functionen  von  snu  ausdrücken  lassen.     Die  Coeffi- 
cienten  setzen  sich  rational  aus  den  Constanten 

zusammen.  Differenziren  wir  nach  u  und  setzen  u  gleich  Null,  so 
folgt  der 

Lehrsatz:    Für    die    Transformation    w*''*'    Grades    ist    die 
Grösse   M  eine  rationale  Function  der  Grössen 

—     und     -7^-  • 

^3  % 

Es  empfiehlt  .sich  nun,  für  die  folgenden  Betrachtungen  an  Stelle 
der  Grösse  M  die  Grössen:  ^_^ 

2)  ^  =  (-l)~ili 

einzuführen.  Jedenfalls  folgt,  dass  dieselben  algebraische  Functionen 
von  Ix^  sind.  Wir  wollen  nun  die  Grössen  bilden,  die  zu  den  Trans- 
formationen: 


n  0 

und 

1     0 

0  1 

16|  n 

gehören  und  sie  bezeichnen  durch: 

Dann  ist  klar,  dass  die  Potenzsummen: 

algebraische  Functionen  von  Ti^  und  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 
Wenn  nun  (a^,  ß^)  eine  beliebige  Transformation  des  ersten  Grades 
ist,  für  welche  die  Diagonalglieder  alle  ungerade,  die  übrigen  gerade 
sind,  ferner  (uq,  fj)  einen  beliebigen  Repräsentanten  bedeutet,  so  findet, 
wie  bewiesen,  eine  Gleichung  statt: 
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in  welcher  die  erste  Determmante  reelits  eineu  Repräsentanten,  die 
zweite  eine  lineare  Transformation  derselben  Art,  wie  die  ursprüngliclie, 
darstellt.  Wir  wollen  die  beiden  zu  den  Repräsentanten  links  und 
rechts  gehörenden  Grössen  u  durch  fir  und  ^r,  bezeichnen.  Dann  folgt 
leicht,  dass  der  Ausdruck  für  ft^  in  den  Ausdruck  für  ^r,  übergeht, 
wenn  in  ihm  die  Grösse  t  durch  die  Grösse  x'  ersetzt  wird,  welche 
durch  die  ursprüngliche  lineare  Transformation  aus  r  entstanden  ist. 
Mithin  sind  die  Potenzsummen: 

algebraische  Functionen  von  k^,  welche  für  eine  jede  lineare  Trans- 
formation des  ersten  Falles  ungeändert  bleiben.  Es  sind  dieselben  also 
rationale  Functionen  von  k^.     Wir  finden  also  den 

Lehrsatz:  Die  Grössen  fi  sind  Wurzeln  einer  algebra- 
ischen Gleichung  vom  Grade  n-{-l,  deren  Coeffienten  ratio- 
nale Functionen  von  P  sind. 

Dass  auch  in  diesen  Gleichungen  die  numerischen  Constanten  ganze 
Zahlen  sein  müssen,  braucht  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden. 

Die  Eigenschaften  der  soeben  definirten  Gleichungen,  die  wir 
Multiplicatorgleichungen  nennen,  sind  ähnlich  einfacher  Natur 
wie  die  der  Modulargleichungen.  Auch  hier  ist  die  lineare  Trans- 
formation  von  massgebender  Bedeutuno-  auch  hier  begnügen  wir  uns 
im  Wesentlichen  damit,  die  Eigenschaften  aufzustellen,  ohne  sie  in  aus- 
führlicher Weise  zu  begründen. 

W^ir  hatten  seiner  Zeit  gefunden: 

vco  vco 

n-i        sn'' an''  — 

n  n 


3)  ^  =  (-  1)  ^  J7 


n 


wobei   das  Product  nach  v  in  bekannter  Weise  zu  nehmen  ist.     Diese 
Formel  kann  dazu  dienen,  um  einen  einfachen  Ausdruck  für  das  Product 
aller  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  zu  ergeben. 
Dieses  Product  können  wir  schreiben: 


17"  =[7  IT 


sn' dn^  — 

n  n 

„VW 

n 


wobei  nunmehr  das  Product  auf  der  rechten  Seite  einerseits  nach  v  zu 
nehmen  ist,  andererseits  aber  über  alle  n  -{•  l  a  zu  erstrecken  ist,  die 
zu  den  einzelnen  Repräsentanten  gehören. 
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Andererseits  war  o-efuudeu: 


yc  =  (^/^•rJJ 


„va3 
n 

n 


Da   das  Product   aller  Wurzeln   der  Modiilargleichuug  bekannt  ist^ 
so  folgt: 

,2 


nn 


cn 


7      2^" 

n 


=  fc 


Es  bleibt  daher  nur  nocli  übrig,  den  Ausdruck  zu  bestimmen: 


un 


,  vco 

sn^ 

n 


Dieser  Ausdruck  ist  aber  bei  Gelegenheit  der  Multiplieation  der 
elliptischen  Functionen  untersucht  worden,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
das  Product  in  einer  formal  verschiedeneu  inhaltlich  aber  gleichen  Ameise 
zu  nehmen  war.     Wir  hatten  gefunden: 


n  — 1 


uu 


„  1/  CO  (—  1)  2    w 

sn^ =  ^ ^, 

n  "'— ^ 


h    2 
Mithin  finden  wir:       -_— .  ^_^ 

4)  ll^  =  {-l)^'n, 

oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Das  Product  aller  Wurzeln  der  Multiplicator- 
gleichung  ist  gleich: 

n  —  l 

(-  1)  2  n. 
Ebenso  einfach  folgt  der 

Lehrsatz:  Setzen  wir  in  der  Multiplicatorgleichung  den 
Coefficienten  von  ju."  +  ^  gleich  1,  so  sind  die  übrigen  Coeffi- 
cienten  sämmtlich  ganze  Functionen  von  h^. 

In    der    That,    jedenfalls    können    wir    die    Multiplicatorgleichung 
schreiben:  ^_^ 

/;(;b^)i^«+i  + A(P).a"  +  .../;(Ä:^)."  +  (-  \f^nf,(l')  =  0, 

wo  unter  den  Functionen  f  sämmtlich  ganze  Functionen  von  /r^  zu  ver- 
stehen sind.  Wäre  nun  /o(Ä;^)  von  einer  Constanten  verschieden,  so 
würden  sich  Werthe  h^  ergeben,  für  welche  der  Multiplicator  Null  oder 
unendlich  wäre.     Das  aber  geht  nicht. 
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In  der  That,  wir  hatten  den  Wertli: 

<  — 1  A    o 

C-(--l)~'-Ä- 

I/o 

Dieser  Ausdruck  kann  aber  für  die  in  Frage  kommenden  Werthe 
von  r.  weder  verscliwinden^  nocli  unendlich,  gross  werden,  wie  aus  den 
Untersuchungen  hervorgeht,  vermöge  derer  die  Werthe  von  t  bestimmt 
werden  können,  die  zu  Werthen  Ic^  gehören. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben: 

X  n — 1 

Die  lineare  Transformation  lehrt  nun  die  Richtigkeit  der  folgen- 
den Sätze: 

I.  Die  Multiplicatorgleichung  ist  eine  irreductibele  Gleich- 
ung, d.h.  eine  jede  algebraische  Gleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  rational  aus  Ic'^  zusammensetzen  lassen  und 
die  eine  Lösung  mit  der  Multiplicatorgleichung  gemein- 
sam hat,  hat  alle  mit  derselben  gemeinsam. 
IL  Die    Multiplicatorgleichung    bleibt    ungeändert,     wenn 

n  — 1 

1—k^   an    Stelle   von   h'^   und   (—1)   ^  ^   an  Stelle   von  ^u-, 

ferner  wenn  ^^  statt  h^  und  --  statt  a  besetzt  wird. 

Die  beiden  letzten  Eigenschaften  lassen  einige  interessante  Folger- 
ungen zu. 

In  der  That,  aus  der  vorletzten  Eigenschaft  folgt,  dass,  wenn 

11  =  1  mod  4 
ist,  die  Multiplicatorgleichung  geschrieben  werden  kann: 

5)        ^"+1  +  cp,{¥\l  -  W])^--^. . .  tp,{]i\\  -  Ä;'^])  jrt  -f  n  =  0, 
wobei  die  Grössen  qp  ganze  Functionen  des  Arguments  /i;'''(l  —  ä;^)  sind. 
Ist  dagegen: 


"O^CJ^ 


w  =  3  moäAi, 
so  lautet  die  Multiplicatorgleichung: 

+  •  ■  ■  q)n{k\\  -  Ä'])  (/i^"  -  li')  [i  -  n  =  0; 

die    Functionen  (p   mit    ungeradem   Index   sind   noch   mit   dem    Factor 
1^^  —  Ti^  multiplicirt. 

Die  letzte  Eigenschaft  endlich  kaim  dazu  dienen,  um  eine  obere 
Grenze  für  den  Grad  der  einzelnen  Coeffieienten  festzusetzen.  In  der 
That,  nehmen  wir  an,  dass  g  =  0  wird,   so  folgt  aus  den  Definitionen 
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der  Grössen  h,  c,  ^  durch  die  Thetareihen  unmittelbar,  dass  l'  =  0,  c  =  0 
wird,  so  zwar,  dass 

lim  —  =  lim  —^ 


h       ,.     öt    8£^ 


t 


e 
ist,  während  die  Grössen  |u.  die  Werthe  annehmen: 

71—1 

."o  =  ^1  =  •  •  •  i^n-\  =  1 ,     ft«  ==  (—  1)   2  n. 

Sehen  wir  die  transformirte  Gleichung;  als  alg-ebraische  Gleichung- 
mit  der  Unbekannten  7^ 

c 
an,  so  erhalten  wir  alle  ihre  Wurzeln,  wenn  wir  uns  für  ^  die  einzehien 
Wurzeln   der  Multiplicatorgleichung   und  für  c  die   entsprechenden  der 
Modulargleichung  gesetzt  denken.     Nun  ist: 

wenn  Avir  amiehmen,  dass  die  ursprüngliche  Multiplicatorgleichung  lautet: 

fi"+i  +  /l  Qi')  a"  +  ■■■  UU^  fi  +  (-  \f^n  =  0. 
Dann  aber  folgt,  dass  der  Grad  von 

höchstens  der  — - —  ^  sein  kann,  wenn  wir  erwägen,  dass  in  der  Summe 

auf  der  linken  Seite  nur  ein  Glied  vorkommt,  welches  unendlich  gross 
wird  und  zwar  dasjenige,  welches  zu  ^  =  w  gehört,  dass  ferner  jenes 
Glied  unendlich  wird  wie 

n  — 1 

Dasselbe  folgt  für  die  anderen  Coefficienten,  so  dass  wir  den 
Lehrsatz  erhalten: 

Lehrsatz:     Der    Grad    der     einzelnen    Coefficienten    der 
Multiplicatorgleichung,     dieselben     aufgefasst     als    ganze 

Functionen  von  ä;^,  ist  höchstens  gleich — 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  in  welche  Werthe  die  Wurzeln  der 
Multiplicatorgleichung  übergehen,  wenn  statt  des  Moduls  A;-  einer  der 
transformirten  Moduln  c^  gesetzt  wird.  Es  sei  die  Transformation,  zu 
welcher  c^  gehört,  dargestellt  durch  das  Symbol: 

t     0 

16Ni 
dann  giebt  es  immer  eine  zweite  Transformation: 
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^1    0  I 
16a;  t  \ 
welche  als  transforinirten  Modul  wieder  h^  ergiebt.     Nun  ist: 

der  zu  der  Transformation 

I     t    0 

I  161  «1 
gehörende  Multiplicator,  ferner: 

(-1)  .^    M==t^ 

der  zu  der  Transformation 

tj    u 

16a;  # 

gehörende  Multiplicator.     Unter  solchen  Umständen  folgt: 

n  —  l 

(-l)^aJi  =  «, 
oder  also  Avir  erhalten  den  Werth: 


C 


7)  Jf  = 

und  damit  den 

Lehrsatz:    Setzt   man   in    der   Multiplicatorgleichung   an 

n  — 1 

(_  1)    2    ^ 

Stelle  von  Jc^ic^  und  an  Stelle  von  a: j  so  bleibt  die 

Gleichung  richtig,  und  zwar  hat  die  transformirte  Gleichung 
eine  und  nur  eine  Lösung  mit  der  ursprünglichen  gemeinsam. 

Es  ist  dieses  Resultat  schon  darum  von  Interesse,  weil  durch  Auf- 
suchen des  grössten  gemeinsamen  Theilers  sich  für  31  ein  rationaler 
Ausdruck  durch  k^  und  c^  ergeben  muss  und  andrerseits  die  Elimination 
von  M  eine  Gleichung  ergiebt,  welche  durch  die  Wurzeln  der  Modular- 
gleichung  befriedigt  wird  und  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  k^ 
ausdrücken  lassen.  Freilich  gilt  das  ausgesprochene  Resultat  in  Bezug 
auf  31  nur  im  allgemeinen  Falle,  es  modificirt  sich,  wenn  zwei  Wurzeln 
der  Modulargleichung  einander  gleich  werden,  wie  später  noch  hervor- 
gehoben werden  wird.  In  besonders  ausführlicher  Weise  ist  auf  diesen 
Punkt  St.  Smith  eingeo-angen. 

Mit  Hülfe  der  ^-Reihen  lassen  sich  nun  die  Multiplicatorgleichuugen 
in  den  einfachsten  Fällen  leicht  herstellen.  Im  Falle  ??  =3  hat  sie  die  Form: 
31*  +  «0(1  -  27c2)  3£^  +  a,  3P  +  a.,(l  -  ¥)  i)I  -  3  =  0. 
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Für   die   noch  unbestimmten  Constanten  erhalten  wir  die  Werthe: 

so  dass  die  Multiplicatorgleiehung  die  Form  annimmt: 
8)  Jlf^-6M2+8(l-2F)J/-3  =  0. 

Analog  wird  für  7i  =  5: 
9)  3P-  ]03P  +  35  Ji* -  60 M ^  -f  55 M^  +  (2b6k' [ l  -  J:']  -  26)  Ji t-  5 - 0. 

§  70.^0 
Differentialbeziehung  zwischen  dem  Multiplieator,  dem  trans- 
formirten  und  dem  ursprünglichen  Modul.  Ableitung  einer 
Differentialgleichung,  welcher  Zähler  und  Nenner  der  Trans- 
formationsgleichungen Genüge  leisten.  Neue  Bestimmung  der 
Transformationscoefficienten. 

Zwischen  dem  Multiplieator,  dem  ursprünglichen  und  dem  trans- 
formirteu  Modul  besteht  eine  Beziehung,  welche  sich  von  grosser  Be- 
deutung gezeigt  hat. 

Wir  haben  seiner  Zeit  gefunden: 

71  dk 

1)  dr=--^ 


2  M1-¥)K-' 

9-\  rlr'  ---  ^^^ 

^)  "^  O     ,./i   _  ^2\r.2 


so  dass  sich  ergieljt: 

3) 


2  c(l-c-2)C^ 
f/r'       M\-W)K' de 


dx       c{l-c')C^dk 
Da  nun  die  Beziehung  stattfindet: 

so   ergiebt   sich   zwischen   dem   ursprünglichen   und  dem  transformirten 
Thetamodul  die  Gleichung: 

(a^x  —  hi)dx  +  rij^x'dx  =       a^^dx 


oder 

also: 

dx' 
dx 

«0+  «1^' 

a^x  —  &i 

K  +  «1 

n 

-J 

wenn  wir 

(he  Relation  berücksichtigen: 

Xun 

ist: 

«0^-  ^0«l  = 

=  n. 
a,x'y. 
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Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben: 

dt  ~~    nC^ 
oder  also  wir  erhalten  die  überaus  wichtige  Relation: 

4)  M^=üML7J2';|. 

^  c{l—  r)  dfc 

Wir  hatten  früher  das  Resultat  gefunden,  dass  M  sich  rational 
durch  Jc^  und  c^  darstellen  lässt,  hier  haben  wir  die  Möglichkeit,  M^ 
unmittelbar  mit  Hülfe  der  Modulargleichung  in  der  genannten  Weise 
darzustellen. 

Wir  wollen  hieran  die  Entwickelung  einer  weiteren  Diflferential- 
beziehung  von  Interesse  anknüpfen.  Bei  Gelegenheit  der  Multiplications- 
theorie  ist  gezeigt  worden,  dass  eine  Differentialgleichung  aufgestellt 
werden  kann,  welcher  Zähler  und  Nenner  der  Functionen  snnii,  cnnu, 
dnnu  Genüge  leisten.  In  der  Transformationstheorie  kann  etwas  Aehn- 
liches  gezeigt  werden.  Da  die  Betrachtungen  denen  bei  Gelegenheit 
der  Multijjlication  ganz  analog  sind,  so  begnügen  wir  uns  im  Wesent- 
lichen damit,  die  Resultate  anzugeben,  und  zwar  wollen  wir  uns  auf 
einen  Repräsentanten  beschränken,  welcher  dem  Ausdruck: 

n  0 

entspricht.  ^  1 

Wir  setzen: 

^)  ^^0= ^^773 '  ^)    ^i~-       - 


SO  leisten  diese  Functionen  der  Diiferentialoieicliuno;  Genüge: 


1   6  a-  M 
"=2  V^  +  ¥J' 

Setzen  wir  nun: 
so  hat  y  die  Form: 

X  ==yks7ii(. 
y  =  Vc  sn  (w',  c), 

'-fi- 

Dabei  können  wir  setzen: 
8)  Vq  =  «0  +  ^i^''  +  «2^^*  H ^^«-1  ^"~S 


2 


9) 


Fj  =  (-  1)    ^   (On-l  X  +  ttn-^a  x^-\ «lic^-^  +  aQX"\. 

V        2  2  / 
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Mit  Hülfe   der  Differentialgleichung   ergiebt  sich  demnach  die  Re- 

cursionsformel: 

nl  —  u^  dum 


10) 


(2m  +  l)(2m  +  2)o,.+  i+2m(«-2m)UH-4)«'«+l       s      ^ 

\        uV  2     ir     du 

+  (w  -2m  +  1)  {n  -2ni+  2) a,„-i  =  0. 


Diese  Beziehung   kann  nun  dazu  dienen,    die  Coefficienten  in  den 

Transformationsgleichungen  wirklich  zu  berechnen. 

In  der  That,  der  erste  und  letzte  Coefficient  sind  unmittelbar  be- 
kannt.    Es  ist: 


.  YlYT^-M 


«»=^=K^I/(-i) 


da 


2  »  —  1 


Da  überdies  die  Relation  besteht: 

,,„         M  1  —  M*  dv 

V  1  —  v^  du 
so  folgt: 

^  ^'^  "ä;'2  w^  "  n  V  du' 

es   lässt    sich    also    a^^^  rational    durch   u   und  v  unter  Hinzunahme  der 
Modulargleichung  ausdrücken. 
Ferner  wird: 

(-1)  -    -IT-  -an-x-^y 
also: 


12)  a^_i  =  a^M  T/|  =  ^^^  «o^/- 


Es  ist  demnach  (in—x  unmittelbar  bekannt,  sobald  a^  gegeben  ist, 
so  zwar,  dass  der  Quotient: 

sich  rational  durch  u  und  t;  ausdrücken  lässt. 

Wir  können  die  Recursionsformel  auch  so  schreiben: 

i2m  +  \)(2m-\-2f-^!^  +  l^^^dlog('^A\{n-2 

dm  O      U  ^(^n  0,jn 

-[■2m(n-2m)(u^+    .]  +  -^  — s r^^  =  0. 

^  ^\         nV      8     u^         du 

Krause,  Doppeltperiodiscbe  Functionen.  I.  15 
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Diese  Form  zeigt  dann  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Lelii-satzes: 

Lehrsatz:     Die    Quotienten    der    Transformationscoeffi- 

cienten  lassen  sieh  rational  durch  u  und  v  darstellen. 

Als  Beispiel  woUen  wir  die  Transformation  dritten  Grades  wählen, 

so  dass  also  w  =  o  zu  setzen  ist. 

Die  Modulargleichung  lautet: 

ü*  +  2v^u^  —  2vu  —  «(*  =  U  =  f{n,  v). 

Aus  ihr  folgt: 

(1  -  M»)  (1  -  v^)  =  (1  -  uH')\ 

Nun  ist:  i        j?  i  r 

^       1  u  dv  1  fi 

/;  =  Zu^v^-uv  ^  2v\ 
Zwischen  den  beiden  Grössen  f^  und  f.^  besteht  dabei  die  Beziehung: 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  auch  schreiben: 


,_{2u^+vf(\-v^) 


Aehnlich  einfach  wird  der  einzige  zu  bestimmende  Quotient  von 
Transformationscoefficienten : 

lo)  -^  = 5 —  ir. 

Damit  sind  wir  für  die  Transformation  dritten  Grades  vollkommen 
am  Ziel. 

§  71.32) 
Die  Entwickelung  der  Wurzeln  der  Modulargleichungen. 

Nachdem  Avir  die  Existenz  und  die  Haupteigenschaften  der  Modular- 
gleichungen entwickelt  haben,  wollen  wir  jetzt  in  aller  Kürze  das 
Problem  behandeln,  ihre  Wurzeln  um  die  einzelnen  Punkte  der  Ebene 
herum  in  Potenzreihen  zu  entwickeln. 

Wir  wollen  zuerst  den  Punkt  u  =  0  betrachten. 

Wir  hatten  seiner  Zeit  die  Formel  gefunden: 

u  =  1/2  \^q{\  -  r/  +  2g2 -  3g''  +  4.q\  . .). 
Hieraus  folgt  für  die  Wurzel: 

^  =  (I)  ^(.'^^)  =  (^)  f  r(l  -  3"  +  2g2"-  323^  . .). 
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Nun  ergiebt  sieh  dnrcli  Umkehrung  der  ersten  Potenzreihe,  dass 
Yq  sich  nach  Potenzen  von  u  entwickehi  lässt,  so  dass  wir  für  die 
genannte  Wurzel  v  die  Entwickelung  erhalten: 

1)  V  =^oW"  +  A^*"^^+^2^*"^^'^■•• 
Nehmen  wir  z.  B.  n  =  3,  so  wii-d: 

j_i       A  -       3        .__24                    246                   2S32 
^o"~      2'        1 ""       2°'        2—       29 '     ^~~2^^'     ^ 2^'' 

Ebenso  einfach  ergiebt  sieh: 

(p(^~)  =y'2  j/ g"  (1  -  r  +  22V 

oder  also: 

/    \  —  —  — 

2)  9)(^^j  =^on"  +  5iM''+j52«" +••• 

Die  einfachsten  Werthe  der  Grössen  B  werden: 

n  — 1  n  —  9  n  —  n  n  —  25 

n  —  33 

^,=  4.2"^,... 
Die  noch  fehlenden  Wurzeln  ergeben  sieh  dann  in  der  Form: 


3)  ^^T  +  16^j  _  B^cew'  +  L>''M«  +  • 


16rtj 


Zu  demsel])en  ßesultate  wären  Avir  gekommen,  wenn  wir  als  Aus- 
gangspunkt die  Formel  gewählt  hätten: 


cn 
n 


-  «JT-^ 


.05 

an 
n 

In  ähnlicher  Weise  ist  die  Entwickelung  um  die  Punkte  u^  =  1  zu 
finden.     Wir  beschränken  uns  auf  den  Punkt  ?<  =  1.     Wir  hatten: 


ferner  Avar  die  Beziehung  gefunden  worden: 
5)  cp(-^j  =  -iij(r). 


W 
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Unter  solchen  Umständen  können  wir  setzen: 
6)    u  =  9^(r)  =  |iz_|Kl^)^-  ^l-2p  +  2f  -  4i.^+  6^ 

ni 

23  =  e     *  . 
Hieraus  folgt: 

=>  12 

7)  (p(nT)  =  i-^  A,(u  -  \y-\-  A^(ii  -  \y+ ■  ■  ■ 

In  den  einfachsten  Fällen  wird: 


n  —  X                           n  —  2                               n  —  Z                               ra  — 4 

A^==<2  ^  ,    ^2=2    " ,    ^3=2.2",   ^,=  3.2", 

«  —  5 

.45=4.2   " 

also  folgt: 

-©= 


1-2^)"+  2p2"... 
oder  Avir  erhalten  die  Entwickelung: 

8)  cp  (-)  =  1  +  5i  (m  -  1)"  +  »sCw  ~  O-'+i  +  B^{u -  l)''+2+  •  •  • 

Die  Entwickelung  der  noch  fehlenden  Wurzeln  ist  dann  unmittel- 
bar vermittelst  der  Relation  herzustellen: 

9)  cp[-^ —   )  =  ^V 

Hiermit   ist   die  Entwickelung   um  den  Punkt  u  ^\  für  eine  jede 

Wurzel  gegeben  und  es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass 

die  noch  fehlenden  Punkte  u^  =\  genau  so  untersucht  werden  können. 

Indem  wir  aber  die  Punkte  u  =  0,   u^=\  in  Betracht  gezogen  haben, 

sind   zu   gleicher  Zeit  die  Hauptschwierigkeiten  überwunden, .  die   sich 

bei  dem  Problem  der  Wurzelentwickelung  ergeben.     In  der  That,  wir 

hatten  die  Formel :  i  /         t  9\    , 

nli{l-h^)  de 

c(l-c')dk 

de  dv 

Diese  Beziehung  lehrt,  dass    ^  oder  auch  —  ;  wenn  wir  von  den 

dk  dn 

I 'linkten  ?(  =  0  und  if^=\  absehen,  im  Endlichen  weder  Null  noch 
unendlich  werden  kann.  Wenn  daher  Ha  irgend  eine  endliche  Stelle 
in  der  Ebene  ist,  wemi  ferner  v^j  irgend  eine  zu  Ha  gehörende  Wurzel 
der  Modulargleichung  bedeutet,  so  folgt: 

V  —  Vii=  «j {u  ~  Ua)  -\-  a^{u  —  UaY H 
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Von  besonderer  Bedeutung  wird  dieses  Resultat  für  den  Fall,  dass 
zu  einem  Werthe  Ua  mehrere  einander  gleiche  Werthe  von  v  gehören, 
ein  Fall,  der  im  Folgenden  genauer  untersucht  werden  soll.  Dabei 
zeigt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  auf  welches  hier  schon  hin- 
gewiesen werden  möge,  dass  die  Coefficienten  «j,  die  zu  den  gleichen 
Wurzeln  gehören,  von  einander  verschieden  sein  müssen.  Das  Resultat 
wird  später  als  richtig  nachgewiesen  werden.  Auch  mit  dieser  Eigen- 
schaft hat  sich  in  ausführlicher  Weise  St.  Smith  beschäftigt. 

Bei  diesen  Betrachtunj^en  ist  n  wiederum  als  Primzahl  angenommen. 
Von  dem  Unendlichkeitspunkt  sehen  wir  ab. 

Die  Discriminante  der  Modulargleichungen.     Nothwendige  und 
hinreichende  Bedingungen  für  die  Wurzeln  derselben. 

Ausser  den  angegebenen  Eigenschaften  der  Modulargleichungen 
sind  nun  noch  eine  ganze  Reihe  weiterer  aufgestellt  worden  und  zwar 
sowohl  geometrischer  wie  auch  analytischer  Natur.  In  Bezug  auf  die 
ersteren  möge  vor  Allem  auf  die  genannten  Ai'beiten  von  Smith  hin- 
gewiesen werden,  in  Bezug  auf  die  letzteren  wollen  wir  die  Eigen- 
schaften der  Discriminante  näher  untersuchen  und  zwar  auf  Grand  der 
Her  mite 'sehen  Arbeit  über  diesen  Gegenstand.  Auch  hier  wollen  wir 
uns  im  Wesentlichen  auf  den  Fall  beschränken,  dass  n  eine  imgerade 
Primzahl  ist.  Aus  den  Reihenentwickelungen  des  vorigen  Paragi-aphen 
und  aus  dem  Satze,  dass  die  Modulargieichung  ungeändert  bleibt,  wenn 


an  Stelle  von  u:ue  ^  ,  an  Stelle  von  v.ve    ^     gesetzt  wird,  folgt,  dass 
wir  die  Discriminante  ansetzen  können: 

1)        YliVr  -  V,y  =  Z>  =  M"-l(l  -    «')''^^(«o  +  «1«'  +  •  •  •  «rW^O- 

Die   Modulargieichung   bleibt   ferner   ungeändert,   wenn   an    Stelle 

von  u   und  v  resp.  gesetzt   wird  —  und      .     Nehmen   wir   hinzu,    dass 

das  Product  aller  Wurzeln  gleich  +  11"+^  ist,  so  folgt,   dass  die  ganze 
Function: 

eine  reciproke  Function  ist;  es  folgt  ferner,  dass  ihr  Grad  ist: 
Sv  =  20r-l)  -  x(n  +  s). 

n-  -  1 

Hierbei  ist  a  gleich  (—  1)    ^     gesetzt  worden. 
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Mit  Hülfe  weniger  Schlüsse  lässt  sich  ferner  zeigen,  dass  die  Dis- 
criminante ein  volles  Quadrat  ist.  In  der  That,  untersuchen  wir  den 
Ausdruck: 

n  +  1  ' 

SO  zeigt  es  sich,  dass  derselbe  eine  Modulfunction  ist,  Avelche  für  die 
Fundamental -Transformationen  des  ersten  Falles  der  linearen  Trans- 
formation ungeändert  bleibt.  Unter  solchen  Umständen  muss  derselbe 
sich  rational  durch  u^  darstellen  lassen.     Wir  erhalten  also  den 

Lehrsatz:  Die  Discriminante  der  Modulargleichung  lässt 
sich  in  die  Form  bringen: 

D  =  ^/"+i  (1  -  ti^y+'Q)^  -\-  \u^  +  •  •  •  b^^l^^'y, 

wobei  a  den  Werth  hat: 

n^  —  1       n  -\-  e 

^  =  --S 2~ 

und  hQ-\-hiU^-\ &^m^''  eine  reciproke  Function  bedeutet. 

Wir  wollen  nun  versuchen,  die  Wurzeln  der  Gleichung: 
2)  D  =  0 

zu  bestimmen  und  hierbei  zunächst  wenigstens  annehmen,  dass  n  eine 
beliebige  ungerade  Zahl  ohne  quadratischen  Theiler  ist.  Es  geschieht 
das,  weil  die  Untersuchung  für  das  allgemeine  Problem  sich  nur  wenig 
von  den  Untersuchungen  für  das  specielle  unterscheidet. 

Zwei  Wurzeln  der  entsprechenden  Modulargleichung  können  ge- 
sehrieben  werden.  /dr-16SA 

öd^  =  mii  =  71. 
Nun  haben  wir  bewiesen,  dass  die  hinreichenden  und  nothwendigen 
Bedingungen    dafür,    dass   zwei  qo- Functionen   von  verschiedenen  Argu- 
menten : 

qD(rJ     und     cp{T^), 

abgesehen  von  achten  Einheitswurzeln,  einander  gleich  werden,  lautet: 

^     _^0-  «0^2 


wobei  die  Zahlen  a^,  b^,  a^,  i^  zum  ersten  Fall  der  linearen  Trans- 
formation gehören  und  je  nach  der  Wahl  der  achten  Einheitswurzel 
verschiedene  Bedingungen  erfüllen.    Diese  Bedingungen,  die  aus  früheren 


§  72.  Die  Discriminante  der  Modulargleichungen.  231 

Untersuchungen  hervorgehen,  werden  später  für  den  Fall  zweier  dieser 

achten   Einheitswurzeln,    nämlich  +  1,    ausführlich    aufgestellt    werden. 

Setzen  wir  nun:  ,,        ^„^  ^  ,^ 

OT  —  Ibgi  ?<T  —  lb52 

so   folgt   als   uothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,   dass  die 
Gleichung  besteht: 

^uz  —  16|.>\ 


{M'^)={M 


«1 

die  Existenz  der  Gleichung: 

,  ux  — 16^2 

dt -an,  _  ^o~^o      u, 

d,                 ur  —  16  L       , 
«1 --K 

wobei  üq,  Jjq,  a^,  h^  später  noch  aufzustellenden  Bedingungen  genügen 
müssen. 

Wie  wir  sehen,  erhalten  wir  auf  diese  Weise  eine  quadratische 
Gleichung  in  t: 

3)  Px''+2Qr  -i-R^O, 

deren  eine  Lösung;  mindestens  die  Eigenschaft  hat,  dass  für  die  ihr 
entsprechende  ^(t)- Function  zwei  Wurzeln  der  Modulargleichung  ein- 
ander gleich  werden. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  nothweudigen  und  hin- 
reichenden  Bedingungen  zu  finden,  denen  die  Grössen  P,  Q,  R  genügen 
müssen,  damit  für  die  einer  oder  beiden  Lösungen  r  entsprechenden 
Fimctionen  qD(t)  zwei  Wurzeln  der  Modulargleichung,  die  zu  einer 
rationalen  Transformation  w*^"  Grades  gehört,  einander  gleich  werden, 
wobei,  wie  bemerkt,  n  wenigstens  zunächst  als  unpaare  Zahl  ohne 
quadratischen  Theiler  angenommen  wird. 

Wir  können  die  quadi'atische  Gleichimg  mit  der  Unbekannten  r 
auch  schreiben: 

4)  a,T'+(a,-ß,)r-ß,=^0, 


wenn : 


und  daher 
ist. 


«0=  "K^i-lö^i«i); 
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Die  Discriminante  dieser  Gleichung  liat  die  Form: 

!zJ  =  (a  -\-  n)  {a  —n), 
2 
Nun    muss    wegen    der    Convergenz    der    -9- -Functionen    der   reelle 

Theil   von   -r  positiv   sein.     Daraus  folgt  unmittelbar,   dass  z/  negativ 

sein  muss,  ferner,   dass  nur  diejenige  der  beiden  Wurzeln  r  gebraucht 
werden  kann,  für  welche  der  Coefficient  von  i  positiv  ist. 

Wir    wollen    zunächst    das    Verhalten    von    a    in    Bezug    auf    den 
Modul  16  untersuchen  oder  näher  präcisirt  zusehen,  welche  Werthe  r  in 

a  =  rnmodlQ 
annehmen   kann.     Dazu   ist   es  nöthig,    die   schon   vorhin  angedeuteten 
Bedingungen    aufzustellen,    denen    die    Grössen   a^,  6^,  a^,  h^    genügen. 
Dieselben  lauten: 


^- (!)(!)  = 


+  1. 


1)  «0  =  8.4  +  1,     6i  =  8^  +  1,     a,  =  0  mod2,     \~0  mod  1(3, 

A  +  B  =  OmodA. 

2)  «0=8^  +  7,     Z>i=8B  +  7,     a^^Omod2,     bo^OmodlCj, 

Ä -\-  B  =  2  mod  4:. 

3)  «0  =  8^+3,     &i=8J5  4-3,     a^EiOmodA,    \=%mod\Q, 

Ä  +  B=l  mod4. 

4)  ao=.S^-f3,     &i  =  8B+3,     a^^  2  mod 4,     \=Smodl6, 

A-\-  B  =  Smod4. 

5)  «0=8^+5,     hi=  SB  +D,     a^  =  Omod4:,     h^-SmodW, 

Ä  +  B=l  modA. 
G)    ao=8.4+5,     h^=SB^b,     ay  =  2modA,     \-Smod\Q, 

A-{-  B  =  3modA. 


-(!)(!)=-'■ 


1)  «0=8^  +  1,     b^^SB  +  1,     a^  =  OmodA,     \=SmodlQ, 

A  +  B  =  Omod4. 

2)  ao  =  8.1  +  1,     h.^SB  -\-l,     a,  =  2  mod 4,     \:2S  mod  16, 

A  +  B  =  2mod4. 
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3)  a^  =  8.4  +  7,     h,=  SB  i-1,     a,^0  mocM,     1)^=8  mod  16, 

A  +  B  =  2modA. 

4)  «0=8^  +  7,     &i  =  8  2^  +  7,     «1  =  2  mod 4.,     \  =  8  mod  IG, 

5)  «0=8^+3,     &i  =  8 5  +  3,     «1  =  0  wof^ 2,     6^, ^  0  wio</ 10, 

yl  +  5=  ImodA. 

6)  «0  =8^+5,     &i  =  8  L^  +  5,     «1  =  0  mod  2,     ?^o  =  0  wiOf^  16, 

A-{-  B^l  mod  4. 

Man  findet  diese  Bedinguno-en  unmittelbar  aus  der  Tabelle  für  die 
lineare  Transformation  der  gp  (t)  -  Function.     Es  ist  nun: 

2rt  =  «0+  /^i=  ^'K^^i  -  16^1  «i)  +  ^(^i^'i  + l^^io^i); 

^•^-  2a  ^  na^ d^  +  Ki h ö  mod 32. 

ÜQ  und  6i  haben  die  Formen  S  A  -\-  s,  SB  -{-  s,  so  dass  wir  erhalten: 

««0^1+  H^Z^jö  =  8(;^(3\yl  +  u^öB)  +  s(m(3\  +  n^d)modi^2. 
Wir  untersuchen  zunächst: 

«d^  4-  ^^'i  =  2rn  mod 52. 
Es  ergeben  sich  hierbei  folgende  Fälle: 

^■(l)(l)-- 

1)        1(   =   82)0  +  l,        "1  =  Sp,  +  Zi,        d   =  8i?2  +  Z;        <^i  =  8^93  +   ?,  , 

r  =  +  1. 

2)     II  =  8i9o  +  l,    «1  =  8iJi  4-^1,     Ö  =  8p2  -l,     ^1  =  8^)3  -  ^1, 

r  =  -  1. 


n-(|)(| 


-1. 


1)  u  =  8^)0  +  l,     «1  =  8_2;i  +  ?!,     ö^  =  8iJ2  +  ^1,     (^1  =  8_2?3  +  /, 

r  =  +  9,     je  nachdem     l  +  l^'E.O  mod 4. 

2)  «  =  Spq  +  Z,     Wj  =  8i)i  +  Zi,     ^  =  8^52  -  /i,     ^1  =  8^3  -  l, 

r  =  +  9,    je  nachdem     Z  +  Z^  =  0  mo(Z4. 

3)  tf  =  8po+l,     n,=  Sp,  +  1,     (5  =  8i)2  +  /i ,     d\  =  8^3  +  /, , 

r  =  +  9,    je  nachdem     l  +  l^^O  mod  4. 

4)  «=8jPo+?,     «i=8p,-Z,     d  =  Sp,+  l„     d,=  8p^-l„ 

r  =  +  9,     je  nachdem     1  +  1^  =  0  mod 4. 
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Weitere  Fälle  sind  nicht  möglich.  Die  Richtigkeit  der  Behauptung 
folgt  aus  einer  näher  eingehenden  Rechnung.  Wir  zeigen  die  Art 
derselben  an  dem  Falle  11,  2.    Für  diesen  ist  die  Congruenz  aufzulösen: 

oder: 

8[(P2  -Po)  -  r{p,  -Ih)]  {l  -  h)  -  (/  +  kr-2{r  -  l)U,  =  0  mod^2. 

Sei  ^^^^-  l-\^OmocU, 

mithin:  ,   ,    ,       „        ,. 

Z  +  7i  =  2  mod  4 , 

so  folgt  daraus  unmittelbar  als  einzige  Lösung: 

r  =  -  9. 

Wir  können  die  soeben  gefundenen  Resultate  übersichtlicher  dar- 
stellen.    Sei: 


so  ist,  wenn: 


8i)o+/,     ö  =  8p,+  /,, 
2\  /2' 


wenn 


^•(l)(!)  =  +  ^- 

»•  =  +  1,     je  nachdem     1  +  1^=0  mod 4, 

"■(l)(!)— . 

r  =  +  9,    je  nachdem     l  ±l^  =  0  mod 4. 
Untersuchen  wir  jetzt  die  Congruenz: 
2rt  =  2rn  mod  32, 

so  ergiebt  sich  vermöge  Rechnungen  genau  derselben  Art  für  die  vor- 
hin aufgestellten  Fälle  resp.: 


1)  a  =  +  n  mod  16,  2)  a  =  +  n  mod  16, 
3)  a  =  +  9n  mod  16,  4)  a  =  +  n  mod  16, 
5)  a  =  +  9n  mod  16,       6)  a  =  +  n  mod  16. 

n. 

1)  a  =  +  9w  mod  16,      2)  a  =  +  n  mod  16, 
3)  a  e:  +  9  w  mod  16,       4)  a  =  +  w  mof?  16, 
5)  a  =  +    w  wo(Z  16,       6)  a  =  ^ii  mod  16. 
Dabei  ist  in  allen  zwölf  Fällen  das  obere  oder  das  untere  Zeichen 
zu  nehmen,  je  nachdem 

;±  1^  =  0  modA 
ist. 


§  72.  Die  Discriminante  der  Modulargleicliungen.  235 

Wie  wir  sehen,  zeigt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dass 

a  =  +  n  mod  8 
sein  muss.     Je  nachdem  nun: 

a  =  +  9h  wzofZlG 

oder: 

a  =  +     n  nioali) 

ist,  nimmt  die  Determinante  eine  der  beiden  Formen  an : 
z/  =  16(3n-  Sv)(n-  2v), 


^'^  '  z/'=-32i/(w  -  8i/). 

Also  finden  wir:  Damit  eine  Lösung  von 

PT2+2$r  +  i?  =  0 

unseren  früher  aufgestellten  Bedingungen  genüge,  ist  eine  nothwendio-e 
Bedincjung,  dass  die  Determinante  der  Gleichung  sich  in  eine  der 
beiden  Formen  bringen  lässt: 

^  =  Q^  -  PR  =  16(3w  -  8v)  (n  -  2v) 
oder: 

z;'=  r/-  PE  =  -  32v(n  -  8v) 

und  negativ  ist. 

Es  fragt  sich  jetzt,  Avelchen  weiteren  Bedingungen  die  Coefficienten 
genügen  müssen. 

Es  ergab  sich  für  r  die  Gleichung: 

oder  auch:  Pz'+2Qr  +  R~0, 

wobei  die  Coefficienten  vorhin  angegebene  Werthe  besitzen.    Sei  zunächst: 

z/  =  16(3w--  Sv){n  -  2v), 

so  zeicrt  die  früher  aufgestellte  Tabelle,  dass  in  allen  diesen  Fällen: 

«1  =  0  mod  4,     &o  —  8  niod  16 
ist,  mithin  auch: 

P-E()modA,     R  =  S  modle. 

Es  bleibt   übrig,    Q  zu  betrachten,   und  zwar  unter.suchen  wir  es 
nach  dem  Modul  8.     Es  ist: 

2Q  =  na^d^  —  i(^\d  modl6  =  naQ-T  —  dh^—modlG  =  -j— (««^«o—  d^bi)  niodli). 

Die  Rechnung  zeigt  nun,  dass: 

u^Qq  —  d-h^ 
in  allen  möglichen  vorkommenden  Fällen  congruent  ist: 

iraQ  —  d^b^  =  8  mod  16. 
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Wir  zeigen  die  Art  derselben  an  einem  Beispiele  und  wählen  dazu 

(I)©-. 

«0=8^  +  1;     &i=Si^  +  l;     a,  =  0w?0fZ4;     \^8  7nodlCj. 
Für  diesen  Fall  wird: 
u^a^  -  Ö%  =  8(/M  +  l^^B)  +  1^-  l^^  =1^-  l,^  mod  IG  =  8  mod  1(3. 
Hieraus  folgt  nun,  dass  sein  muss: 

2Q-^modlQ. 
Aehnliclie  Resultate  ergeben  sich  für: 

z/'=-32v(w-8i'). 
Man    hat   hierfür    zwei  Fälle    zu    unterscheiden,    wie    aus  den  auf- 
gestellten Tabellen  unmittelbar  ersichtlich  ist: 

a)P=2mo(Z4,     Q-Amod'^,     E=8wo^l6, 
b)  P=0mod2,     Q  =  OmodS,     R  =  Omodl(j. 
Fassen   wir   die  letzten  Betrachtungen  zusammen,   so  ercriebt  sich: 
Die   nothwendigen  Bedingungen,    damit    zu   einer   Lösung 

^  ^^^^''  JPx^-\-2Qx-\-R  =  0 

eine  Function  9?  (t)  gehöre,  die  Wurzel  der  Gleichung: 

ist,  sind:  JJ  =  v) 

1.  Die   Determinante    der   Gleichuntj    muss    sich   in   eine  der 
beiden  Formen: 

z/  =  16(3w- 8v)(w-2v), 
z/'=  _32a;(w-  8x/) 
bringen  lassen  und  negativ  sein. 

2-  Falls:  ,    ,^ 

z/=  16 (3 w-  8a^)(«-  2v) 

ist,  muss  sein: 

p  ,1  F^Omod4,     Q  =  4:modS,     R  =  8  mod  IG-, 

.   ,  .  zl'=  ~~32v(n-  Sv) 

ist,  muss  sein:  ^  ^ 

,  P~2mod4,     Q  =  4:modS,     R  =  Smod\6 

oder:  '      '^  ' 

P^Omod2,     Q  =  OmodS,     R-Omodl6. 

Wir  zeigen,  dass  diese  aufgestellten  Bedingungen  auch  die  hin- 
reichenden sind. 

Dazu  muss  bewiesen  werden,  dass,  falls  sie  gelten,  0^,^,0,^,  \, 
*/,  «1,  d,  d\,  ^1,  ^2  so  bestimmt  werden  können,  dass  allen  Bedingungen 
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Genüge  geleistet  wird.  Bei  diesem  Beweise  wollen  wir  nun  die  alte 
Annahme  machen,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  ferner  wollen 
wir  annehmen,  dass  P  durch  n  nicht  theilbar  sei,  indem  wir  bemerken, 
dass  der  entgegengesetzte  Fall  in  analoger  Weise  zu  erledigen  ist. 

Wir  fanden  zunächst: 

F  =  a^ö  u. 

Hieraus  folgt  d  =  u  =  1,  0^==  n,  v^  =  n,  so  dass  wir  durch  so- 
fortige Specialisirung  der  früheren  Gleichungen  die  folgenden  erhalten: 

2Q  =  a^n  —  \(\'i,^a^  —  (b^n  +  16  ^2  «i); 

betzen  wir:  "  " 

Cf-PR=z], 

so  ergeben  sich  für  «^  und  h^  die  Gleichungen: 

n'a,'-  2na,{Q  +  IG^iP)  =  .J  +  «^  -  ((?  +  mj% 
n'h,'-h2nh,(Q  +  1(3^,  P)  ^  j  ^  n' -  (Q -^  Iß^^Py, 

mithin,  da:  o  n 

nh,=  -~{Q-\-lH,P)±a. 

Um  a^^  und  6j  als  ganze  Zahlen  zu  bestimmen,  muss  den  Con- 
gruenzen  Genüge  geleistet  werden: 

Q  +  hSl^P±a  =  ()modn, 
Q  +  ir;^2'P+  a  =  Ot)wdn. 
Wir  erhalten  aus  diesem  Gleichungssystem  nur  ein  Werthepaar  |j ,  Ig? 
da  die  Reihenfolge  gleichgültig  ist,  imd  daraus  folgt  unmittelbar,  dass 
wir  ims  auf  ein  Zeichen  von  a  beschränken  können. 

Zu  dem  gefundenen  Werthepaare  Ij ,  ^^  gehört  dann  ein  bestimmtes 
Werthepaar  «oj  ^i5  ^1  ^^^'  schon  bestimmt.  Dass  h^  als  ganze  Zahl  be- 
rechnet werden  kann,  folgt  aus  der  Gleichung: 

1  -  «o&i 

nachdem  wir  uns  in  dieselbe  die  erhaltenen  Werthe  von  a^  und  h^  ein- 
gesetzt denken.  Somit  sind  alle  Grössen  bestimmt,  und  zwar  zeigt  es 
sich,  dass  zu  der  vorgelegten  Gleichung  jedenfalls  nur  ein  Paar  gleicher 
Wurzeln  gehören  kann. 
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Es  ist  nun  nicht  schwer  nachzuweisen,  dass  die  Grössen  a^,,  h^,  a, ,  \ 
auch  den  übrigen  aufgestellten  Bedingungen  genügen.  Wir  beschränken 
uns  darauf,  den  Beweis  in  einem  Falle  zu  liefern. 

Es  sei:  ^  _  ^^^^^  _  ^^^  ^^^  _  ^^^^ 

also: 

P  =  ()  mod  4,  Q  =  4  mod>>,     R~  S  mod  16; 

ferner  nehmen  wir: 


9w  mod  16. 


Es  war  gefunden  worden: 


n  b^-=^  —  Q  —  16 12  P  +  «• 
Hieraus  folgt: 

n{aQ  —  7)  =  4  modS,     w (ö^  —  7)  =  4  morf 8. 

Mithin  erhalten  wir: 

«0=8^1  +  3,     &,  =  85  +  3. 
Ferner  folgt: 

11(0^  +  6 J  =  —  18  w  mod  32, 
oder  also: 

J.  +  B  =  1  mod  4. 
Da  P  =  a^,  so  ist: 

»1  =  0  mofZ  4, 

während  h^  aus  der  Gleichung: 

i?  =  IG^Iila^i  +  16|in&i  —  16|2'?»o~  **^^o 
sich  in  der  Form  ergiebt: 

60  =  8  mofZ  16. 

Das  sind  aber  gerade  die  gewünschten  Resultate. 
Wir  sehen  also,  dass  die  nothw endigen  Bedingungen  auch  die  hin- 
reichenden sind.    Wir  wollen  nun  alle  die  zuletzt  gewonnenen  Resultate 
in  einer  etwas  modificirten  Weise  zusammenfassen  in  den  folgenden: 
Lehrsatz:  Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Beding- 
ungen, damit  zu  einer  Wurzel  von: 

Pr2+2gr +  i?  =  0 
eine  Function  ^(t)  gehöre,  die  Lösung  der  Gleichung: 

ist,  lauten: 
1.  Die   Determinante    der    quadratischen   Gleichung    muss 
sich  in  eine  der  beiden  Formen: 

^  =  (3m-  8v)(w-  2v) 
oder: 

z/'=  —  8v(n  —  Hv) 

bringen  lassen  und  negativ  sein. 
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-•  ^^^^^  zi  =  (an  -  81.)  (»  -  2v) 

ist,  muss  sein: 

P-  1  mof/ 1,     (2  =  1  inoiVI,     R  =  2  mocM, 
falls 

^'  =  _  8i/(w-  8i/), 
muss  sein: 

P  =  1  mofZ  2,     Q  =  2  modA,     R  =  4  mod  8 
oder: 

P  EE  0  «20fZ  1 ,     <?  =  0  modA,     R  =  0  mod 8. 

Zu  gleicher  Zeit  folgt,  dass  einem  jeden  Werthe  r 
immer  ein  und  nur  ein  Paar  gleicher  Wurzeln  der  Modular- 
gleichung  entspricht. 

Mit  Hülfe  dieser  Resultate  ist  es  möglich,  sämmtliche  Grleichungen: 
Pr^+2Qt-\-R  =  0 

aufzustellen,    deren    Lösungen    die    Argumente    der   von    einander    ver- 
schiedenen Lösungen  u  =  q^iz)  der  Discriminantengleichung: 

7)  =  0 

2s  ITT 

sind.    Die  Lösungen  u  =  0,  u  =  e  ^     sind  nicht  in  Betracht  zu  ziehen, 
wir  können  ferner,  da: 

war,  uns  darauf  beschränken,  sämmtliche  Gleichungen: 

Pr^-{-2Qr-{-  R  =  () 

aufzustellen,    deren   Lösungen   von   einander  verschiedene  Werthe  von 
9)(t)*'  ergeben. 

Zunächst  lassen  sich  aus  Bedingung  1)  für  jedes  «  unmittelbar 
alle  nur  möglichen  Determinanten  ableiten.  Dieses  sei  geschehen,  dann 
greifen  wir  eine  beliebige  derselben,  die  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen, 
heraus.  Sämmtliche  quadratische  Formen,  die  zu  der  Determinante  ^ 
gehören,  zerfallen  in  eine  gewisse  Anzahl  von  Classen,  deren  jede  wir 
uns  durch  eine  reducirte  Form  repräsentirt  denken  können.  Diese 
reducirten  Formen  sind  nach  bekannten  Methoden  aufzustellen  und 
mögen  wirklich  aufgestellt  sein.  Greifen  wir  eine  beliebige  derselben 
heraus,  so  fragt  es  sich,  giebt  es  sichere  Kriterien  zu  unterscheiden, 
ob  in  der  zugehörigen  Classe  Formen  enthalten  sind,  deren  Coefficienten 
auch  der  zweiten  Bedinoruncr  genügen.  Wir  müssen  dazu  die  einzelnen 
Fälle  der  möglichen  Determinanten  unterscheiden.     Sei: 

L  -  ^  =  (ßv-Sn)(n-2v) 
und  zwar:  ^  ^  ^ 

1)  —  A^\  modA. 
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Alsdann  sind  für  die  Coefficienten  der  zu  der  Determinante  /l  ge- 
hörenden quadratischen  Formen  überhaupt  folgende  Fälle  möglich: 

a)  P  =  1  mod  2,     Q  =  0  mod  2,     B  =  \  mod  2. 

Wenden  wir  dann  auf  die  Form  (P,  Q,  R)  eine  lineare  Trans- 
formation des  vierten  Falles  an^  so  geht  dieselbe  über  in  die  Form 
(P',  Q',  TV),  wobei: 

P'=  Pb^'-\-2Qb^a,-t  Ba,^, 

Q'  =  FW  +  Q{h^a,  +  «o^i)  +  Ba^a^, 

B'==P\'-\-2Qb,a,-{-Ba,\ 

und  ("'o?  ^0?  ^i;  ^1  i^i^^  linearen  Transformationszahlen  bedeuten,  die  der 
Bedingung  genügen: 

0^=1,     «1  =  1,     &o  ~  1  ?     &i  =  0  mod 2. 
Wie  wir  sehen,  ist  jetzt: 

P'  EE 1  mod  2,     Q'^1  mod  2,     B'=2  mod  4, 

d.  h.  wir  sind  durch  eine  lineare  Transformation  auf  eine  Form  ge- 
kommen, deren  Coefficienten  der  Bedingung  2)  genügen,  d.  h.  in  Classen 
dieser  Art  existiren  stets  Formen  der  verlangten  Ai't. 

b)  P  =  0  mod  2,     Q=lmod2,     B  =  l  mod  2. 

In  diesem  Falle  wenden  wir  auf  die  Form  (P,  Q,  B)  eine  lineare 
Transformation  des  zweiten  Falles  an,  um  wieder  zu  einer  Form  (P',  Q',B') 
zu  gelangen,  deren  Coefficienten  allen  früher  aufgestellten  Bedingungen 

genügen. 

c)  P  =  1  mod 2,     Q=  1  mod 2,     B=  2  mod 4. 

Diese  Coefficienten  haben  schon  die  gewünschte  Form.  Da  weitere 
Fälle  nicht  möglich  sind,  so  finden  wir:  In  sämmtlichen  Classen,  die 
zu  einer  Determinante  der  Form: 

z/  =  3  modA 

gehören,  giebt  es  Formen,  deren  Coefficienten  der  Bedingung  2)  und 
damit  allen  aufgestellten  Bedingungen  genügen. 

In  ähnlicher  Weise  sind  alle  übrigen  Determinanten  zu  untersuchen. 
Die  Resultate  werden  später  angegeben  werden.  Dieselben  liefern  ein- 
fache Kriterien,  welche  der  reducirten  Formen  bei  einer  jeden  der 
möglichen  Determinanten  beizubehalten,  welche  zu  verwerfen  sind. 

Seien  alle  beizubehaltenden  reducirten  Formen  sämmtlicher  über- 
haupt möglicher  Determinanten  hingeschrieben,  so  fragt  sich  schliesslich 
noch,  wieviel  Formen  in  der  zu  einer  jeden  derselben  gehörenden  Classe 
sich  befinden,  die  den  angegebenen  Bedingungen  genügen  und  überdies 
von  einander  verschiedene  Werthe  von  qp(T)*  ergeben. 
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Die  Coefficieiiten  der  reducirteu  Formen  können  entweder  den  auf- 
g-estellten  Bedingnngen  genügen  oder  nicht.  Im  ersteren  Fülle  bebalten 
wir  sie  als  Repräsentanten  bei,  im  letzteren  wählen  wir  dazu  diejenige 
Form,  die  aus  der  reducirten  durch  eine  möglichst  einfache  lineare 
Transformation  entstanden  ist  und  den  genannten  Bedingun<ren  a"enü<>-t. 
Diese  Transformationen  zerfallen  in  sechs  Fälle.  Zunächst  ist  klar, 
dass  diejenigen  Formen,  welche  durch  eine  Transformation  des  ersten 
Falles  aus  den  obigen  Repräsentanten  abgeleitet  sind,  stets  dieselben 
Werthe  von  ^^(t)''^  ergeben,  da  die  ihnen  entsprechenden  95(1) -Func- 
tionen  sich  von  einander  nur  um  achte  Einheitswurzeln  unterscheiden. 

Die  anderen  fünf  Fälle  müssen  bei  den  einzelnen  Arten  von  Deter- 
minanten gesondert  betrachtet  werden. 

Hierbei  ist  eine  Bemerkung  wesentlich.  Wenn  man  von  einer  allen 
Bedingungen  genügenden  Form: 

Pt^-{-2Qt  -{-  R  =  0 
ausgehend,    eine   lineare  Transformation    des   2., . . .  6.  Falles   auAvendet, 
so    kann    man   hierbei    sehr   wohl    zu    derselben  Form    zurückgelausen. 
Diese   Fälle    bilden    eine   Ausnahme    und    müssen   gesondert   betrachtet 
werden. 

Bekanntlich  ergeben  sich  die  Substitutionen,  welche  eine  quadra- 
tische Form  in  sich  selbst  überführen,  aus  den  Lösungen  der  Gleichung: 

wenn  6  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  drei  Coefficienten  P,  2Q,  JR 
ist  und  ^  die  Determinante  der  Form  bedeutet.  In  unserem  Falle  ist 
dieselbe  negativ.  Dann  giebt  es  aber  im  Allgemeinen  nur  zwei  Auf- 
lösungen der  obigen  Gleichung: 

t  =  a,     u  =  0,     t  ==»—  6,    w  =  0. 

Die  zu  beiden  Fällen  gehörenden  Transformationszahlen  sind: 

«0  =  +  1,     b(^=  0,     a^  =  0,     />!  =  ±  1, 

gehören  also  zur  linearen  Transformation  des  ersten  Falles  mul  sind 
nicht  weiter  zu  berücksichtigen. 

Eine  Ausnahme  bilden  die  Fälle: 

—  J  =  a^     und     —  AJ  =^?>  0I 

Dieselben  sollen  später  behandelt  werden  und  mögen  einstweilen 
unberücksichtigt  bleiben. 

Sei  nun  unter  dieser  Einschränkung: 

I.  z/  =  (3n-  ^v)(n  -  2v) 
und  zwar:  v  /  \  / 

1)  z/s3fwo(?4. 

Krause,  Doppi'ltiiciiodisclic  Fiiiictioueii.  I.  16 
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Wenden  wir  dann  auf  die  repräsentirenden  Formen  Sul^stitutiouen 
des  zweiten,  vierten,  fünften  und  sechsten  Falles  an,  so  kommt  man 
nicht  mehr  zu  Formen,  die  allen  Bedingungen  genügen,  vielmehr  ge- 
schieht dieses  nur  und  stets  durch  Su])stitutionen  des  dritten  Falles. 
Hieraus  folgt: 

In  jeder  Classe  einer  Determinante  der  Form  ^  e;  3  mod  4  giebt 
es  zwar  unendlich  viele  Formen,  die  allen  Bedingungen  genügen,  jedoch 
liefern  dieselben  nur  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe  von  cp(ry. 
Wir  brauchen  daher  auch  nur  zwei  Formen  in  Betracht  zu  ziehen, 
z.  B.  die  repräsentirende  und  eine  zweite,  die  aus  ihr  durch  eine  lineare 
Transformation  des  dritten  Falles  entstanden  ist. 

In  ähnlicher  Weise  sind  sämmtliehe  übrigen  Determinanten  zu 
behandeln. 

Schliesst   man  ^  =  —  ö^  und   4z/ =  —  3a-    aus,    so    ergeben   sieh 
Resultate,   die    wir    mit    den    früheren    in    folgenden  Sätzen   zusammen- 
fassen können. 
Seil,  zi  =  (3n-~Sv)(n  —  2v).  Wenn  z/— 3  ;«o(/4  ist,  so  liefert  eine 
jede  Classe  je  zwei  Formen  der  verlangten  Art.      Wenn 
z/  =  lw?0fZ4  ist,   so   liefern   nur   die  uneigentlich  primi- 
tiven   Classen   Formen    der   verlangten   Art   und   zwar, 
wenn  z/ =  1  >wof?8  ist,  deren  zwei,  wenn  z/ez5  moc/H,  deren 
sechs. 
Sei  IL  z/  =  Sv(Sv  — n).    Wenn  v  ungerade  ist,  so  sind  alle  die- 
jenigen Classen  auszuschliessen,  in  welchen  die  Coeffi- 
cienten  durch  zwei  theilbar  sind,  alle  anderen  liefern 
zwei  Formen.    Wenn   t    gerade    ist,    so    sind   in  sämmt- 
lichen   Classen  Formen  der  verlangten  Art  enthalten, 
und  zwar  mit  zwei  Ausnahmen  zwei.    Diese  zwei  Aus- 
nahmen, in  denen  sich  sechs  Formen  ergeben,  werden 
von  den  Classen  gebildet,  in  welchen  die  Coefficienten 
der   vorkommenden  Formen    durch   acht  theilbar  sind 
oder  die   nach    Fortlassung    eines    allen    Coefficienten 
gemeinsamen   Theilers   uneigentlich   primitiv   werden. 

Dabei  genügt  es,  in  jeder  Classe  die  repräsentirende  Form  auf- 
zustellen. In  denjenigen  Classen  nämlich,  in  denen  zwei  Formen  der 
verlangten  Art  existiren,  wird  die  zweite  aus  der  repräsentirenden  durch 
eine  lineare  Transformation  des  dritten  Falles  gefunden,  in  denjenigen 
Classen  ferner,  in  denen  sechs  Formen  der  verlangten  Art  existiren, 
werden  die  fünf  anderen  durch  eine  lineare  Transformation  des  zweiten, 
dritten,  . . .  sechsten  Falles  aus  der  repräsentirenden  abgeleitet. 
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Es  bleibt  übrig,  die  Determinaiiteu  —  o^  und  —  '  ö'^  zu  betrachten. 

Sei  zunächst  ^  =  —  e^,  und  zwar  ^^  mod4.  Es  giebt  nur  eine 
Classe  der  Determinante  —  (?''*,  in  welcher  die  Coefficienten  siimmtlicher 
Formen  den  Theiler  a  haben.    Die  einzige  reducirte  Form  derselben  ist: 

(?T"-f  0- ==  0. 

Dieselbe  kann  nicht  zum  Repräsentanten  gewählt  werden,  da  ihre 
Coefficienten  nicht  allen  Bedingungen  genügen.  Wir  wählen  daher  eine 
andere  Form  zu  demselben,  und  zwar: 

ox^~  2(?T  +  2o  =  0. 
Dieselbe    Avird    durch    vier   Transformationen    in    sich    seilest   über- 
geführt.    Die   beiden   ersten  sind  schon  betrachtet   und  als  zum  ersten 
Fall   gehörend  befunden  worden.     Die  beiden  anderen  werden  von  den 
Zahlen  gebildet: 

öo=-l.     ^o=-2,     a^=       ],     h^=       1, 
«0=       1,     h=       2,     o,=  -\,     ?>,=  -!. 
Dieselben  gehören  zum  dritten  Fall,  so  dass  in  der  zu  der  Form: 
ax--  2(?T  +  2(?  =  0 
gehörenden    Classe    nur    diese    einzige  Form    existirt,    welche    allen  Be- 
dingungen genügt,  vorausgesetzt,  dass  6  eine  ungerade  Zahl  ist. 
Dasselbe  Resultat  findet  statt,  wenn: 

.  ,  —  z/ =  (j^=  16  mo(Z  G4 

ist. 

Ist  dagegen:  — zl  =  o'^^O  modQA, 

so  giebt  es  in  der  einzigen  Classe,  deren  Coefficienten  durch  o  theilbar 
sind,  drei  Formen,  die  allen  Bedingungen  genügen^  nämlich  u.  a.: 

öT-  -h  ö  =  0,     2oT-4-  '2ax  -f  ö  =  (»,     ör-—  2gt  -\-  2o  =  U. 
Sei  jetzt:  AJ  =  -?W. 

Alsdann  giebt  es  in  der  einzigen  zu  dieser  Determinante  gehörenden 
uneigentlich  primitiven  Classe,  in  welcher  die  Coefficienten  sämmtlicher 
Formen  durch  6  theilbar  sind,  nur  zwei  Formen,  welche  allen  Be- 
dingungen genügen,  und  zwar  können  die  Formen  gewählt  werden: 

0t"-  -f  0T  +  (J  =  <  >^     ax-  —  (yr  +  (J  =  0. 

Hiermit  ist  die  Untersuchung  abgeschlossen.  Die  gefundenen  Sätze 
liefern  eine  einfache  Methode,  sämmtliche  Gleiclnmgen: 

Fx' -\-  2Qx  -\-  R  =  0 
aufzustellen,  deren  Lösunj^en  die  Argumente  der  von  einander  verschie- 
denen  Wurzeln   der  Discriminantengleichung  ersehen.     Seien  alle  diese 

IG* 
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Gleichungen    aufgestellt,    so    schliesst  sieb  hieran  die  Aufgahe,   zu  ent- 
scheiden, wie  vielfach  eine  jede  dieser  Wurzeln   ist. 

Um  dieses  Problem  zu  lösen,  stellen  wir  die  folgende  Untersvichung 
an.     Die  Modulargleicbung  möge  bezeichnet  Averden  durch: 

F{u,v)  =  0, 
ferner  setzen  Avir: 

dF      ,.,      .       oF 

Die  Beziehung  zwischen  dem  Multiiilicator,  dem  ursprünglichen 
und    dem   transformirten   Modul,   kann   dann   auch  geschrieben  werden: 

In  diesen  Ausdruck  wollen  wir  der  Reihe  nach  alle  Wurzeln  der 
Modulargleicbung  einsetzen.  Da  das  Product  der  entsprechenden  Werthe 
von  M:  ±  n  ist,  so  ergiebt  sich: 


)r  = 


TIv{i-v^)Tlu^i,v, 


Nun  ist  aber 
und  ähnlich: 
mithin  Avird: 


U^ 


tu 


n  +  l 


YJil  '-  v^)  =  (1  -  uy+\ 


Die  linke  Seite  ist  vom  Zeichen  abgesehen  die  Discriminante. 
Daraus  folgt,  dass  Avir  die  Discriminante  auch  erhalten  können,  indem 
wir  V  aus  den  Gleichungen  eliminiren: 

Wir  wollen  nun  an  Stelle  von  vieii^  von  n:v  setzen,  so  Avird 
die  Modulai-gleiehung  ungeändert  Ideiben,  f^(t(,  v)  =  0  übergehen  in 
f^i^i,  v)  =  (>.  Setzt  man  daher  in  der  Discriminantengleichung  an 
Stelle  von  icv,  so  stellt  dieselbe  die  Eliminationsgleichung  von 

F{h,v)  =  0,      /;(tf,,;)  =  0 

dar,  welche  sicli  durch  Elimination  von  u  ergiebt.  Hieraus  folgt,  dass 
die  Wurzeln  (k^r  Disei-iminantengleichung  mit  den  Werthen  der  gleichen 
Wurzeln  der  Modulargk'ichung  zusammenfallen. 

Nun  sind  für  eine  jede  Wurzel  der  Discriminantengleichung,  die 
Wurzeln  u  =  0  und  n^  =  1  ausgeschlossen,  immer  je  zwei  und  nur  zwei 
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Wurzeln  der  Modulargleichuno-  einander  gleich.  Hieraus  folgt,  dass 
die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung: 

2)  =  0 
mit  Ausnahme  der  Wurzeln  u  =  0  und  n^  =  1   von  der  Ordnungszahl  2 
sein  müssen,   so  dass  damit  das  Problem,    die  Discriminantengleichuncr 
aufzulösen,  vollständig  zu  Ende  geführt  ist. 

Wir  wollen  nun  in  den  einfachsten  Fällen  die  Discriminante  wirklich 
aufstellen,  resp.  die  Gleichungen,  deren  Wurzeln  zu  den  Wurzeln  der 
Gleichung:  7)  =  0 

gehören.  Es  brauchen  hierzu  nur  die  repräsentirenden  Formen  auf- 
gestellt zu  werden.  Wir  treffen  die  Wahl  in  folgender  Weise.  Genügt 
eine  reducirte  Form  nicht  sämmtlichen  Bedingungen  in  Betreff  ihrer 
Coefficienten,  so  thut  es  entweder  die  Form: 

(R,  -  Q,  P)     oder     (P,  -P+  Q,  P-2Q  +  Ti). 

Setzen  wir  daher: 
{R,  -  Q,  P)  =  {P,  Q,  R\,    (P,  ^P-^Q^  P-2Q+  li)  =  (P,  Q,  R),, 
so  können  wir  immer  eine  der  drei  Formen: 

iP,Q,R),    iP,Q,R\,    {P,Q,B\ 
zum  Repräsentanten  wählen,  wie  wir  es  thun  wollen. 

Wir  haben  ferner  zwei  Kategorien  von  Determinanten  unterschieden. 
Wir  wollen  durch  E  resp.  2^'  die  Zahl  der  Gleichungen  bezeichnen, 
die  zu  der  ersten  resp.  zweiten  Kategorie  von  Determinanten  gehören 
und  von  einander  verschiedene  Werthe  von  <jp(t)^  ergeben,  endlich  durch 
V  die  Grösse  2J-{-E'  bezeichnen.  Dann  wird  für  n  =  3  die  Discriminante 
die  Form  annehmen:  ^,         .,^         ..„ 

Für  n  =  5  erhalten  wir: 

I)  =  n\l  -  n«)*(l  +  uy-, 

die  einzige  in  Betracht  kommende  Form  lautet: 

(1,0,1),. 
P'ür  w  =  7  erhalten  wir: 

n  =  nH}  -  m')'(i  -  «'  +  «''■')'• 

Die  allein  in  Betracht  kommende  Determinante  ist  —  3. 

Für  »=11  ergeben  sich  die  Determinanten  z/  =  —  7  und  z/'  =  —  24 
mit  den  Formen: 

(2,1,4),,     (1,0,24),     (3,0,8),     (4,2,7),,     (5,1,5),. 

Für  die  höheren  Primzahlen  13,  17,  19,  23  fassen  wir  die  Resultate 
in  einer  Tabelle  zusammen. 
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n 

V 

13 

^  =  -3 

--  z/'  =  40 

n 

(2,  1,  2) 

(1,0,40),  (5,0,8),  (4,2,11).,  (7,3,7), 

^=  -  i> 

(1,0,9),,  (2,1,5). 

c^  0, 3), 

2;  =7 

2;' =8 

17 

-  z/  =  13 

-  ^'  =-  72 

2' 

(1,0,13),,  (2,1,7), 

(1,0,72)  (3,0,24)  (8,0,9).  (4,2,19).  (9,3,9),' 

^  =  If) 

(H,4,ll), 

(2,1,8).,  (4,1,4), 

-^'=1(1 
(1,0,1(3)  (2,0,8)  (4,2,5).  (4,0,4), 

2J=  8 

2J'  =  19 

19 

-  z^  =  15 

-  z7'  =  88              3( 

(2,1,8).  (4,1,4), 

(1,0,88)  (8,0,11).  (4,2,23).  (8,4,13), 

-  J  =  21 

-^'=48 

(1,0,21),  (3,0,7),  (2,1,11), 

(1,0,48)  (2,0,24)  (3,0, 1(>)  (4,0,12)  ((3,0,8) 

(5,  2,  5), 

(7,1,7),  (4,2,13).  (8,4,8) 

2;  =  12 

2'  =  24 

, 

23 


-z/  =  19 

(2,  1,  0) 
-z/  =  33 

(1,0,33),  (3,0,11), 
(2,  1,  17).   ((5,  3,  7). 

-z/=  15 

(2,  1,  8).  (4,  1,  4), 

2^  =  18 


-z/'=112 

(1,0,112)  (2,0,56)  (4,0,28),  (8,0,  14).  (7,0,  KV) 

(4,2,29),  (11,3,11),  (8,4,1(3) 

-z/'=120 

(1,0,120)  (3,0,40)  (5,0,24)  (8,0,15).  (11,1,11), 
(4,2,31)  (8,4,17).  (12,6,13), 

Z'  =  36. 


In  iiliiiliclier   Weise  könnten  wir  weitere  l^rimzahlen  bebandeln. 
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Definition  allgemeiner  Transformationsgleichungen  nach  "Weber. 

Wir  lia])en  im  Vorliergelienden  gewisse  algebraische  Gleichungen 
untersucht  und  zwar  auf  Grund  der  Theorie  der  Modulfunctionen. 
Hierbei  hat  es  sich  gezeigt,  dass  die  Wurzeln  derselben  in  engem 
Zusammenhang  mit  den  Wurzeln  der  Theilungsgleiehuugen  stehen. 
Unter  Zugrundelegung  der  letzteren  und  zwar  für  die  Nullwerthe  der 
Argumente  können  die  Betrachtungen  wesentlich  verallgemeinert  werden. 

Setzen  wir: 

1)  x^,^'  =  sn 

und  lassen  fx.  und  u'  ein  vollständiges  Restesystem  nach  dem  Modul  « 
durchlaufen,  so  erhalten  wir  n'^  von  einander  verschiedene  Werthe, 
welche  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichung: 

2)  xB(x')  =  0 

sind.  Dieselben  sind  also  jedenfalls  algebraische  Functionen  von  k^. 
Hierbei  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  wieder  annehmen,  dass  n 
eine  ungerade  Primzahl  sei.  Es  folgt  dann  aus  den  früheren  Formeln, 
dass  die  Grössen: 


3) 


^„.■  =  dn[ ) 


sich    rational    durch   X/u,^'  ausdrücken    lassen,    wobei    die    Coefficienten 
rational  durch  k'^  darstellbar  sind.     Es  folgt  das  aus  den  Formeln: 

_  A{x')         _  A{x^) 
'^~C(x')'     ^~  D(x'y 

Aus    den    Wurzeln    x^   der    Gleichung    B{x^)  =  0    lassen    sich    die 
Wurzeln  von 

A  (x^)  =  0,     C{x')  =  ( ),     D{x')  =  0 

rational  ableiten.     Ist  nämlich  x'^  eine  Wurzel  von  B(x~)  =  0,  so  sind: 

1-x^         1  -  k^x^  1 

1  -  k^x^'       1-x^  '     k^x"" 
Wurzeln  von  resp.: 

C{x')  =  0,     D(x^)==(),     vl(^2)  =  0. 

Jedenfalls  folgt,  dass  eine  jede  rationale  Function  der  Grössen  x^^^,' 
eine  eindeutisfe  Function  von  t  und  eine  algebraische  Function  von  k- 
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ist.      Wir   wollen   nun   zusehen,    welche   Aenderungen    eintreten,    wenn 
an  Stelle  von  t  gesetzt  wird: 

wobei   die  Zahlen  «f,»  K>  <^u  ^i  Wahlen   des   ersten  Falles    sind.     Fähren 
wir  Thetafunctionen  ein,  so  können  wir  setzen: 


^^^F") 


Setzen  wir  nun  an  Stelle  von  t  die  vorhin  definirte  Grösse  t',  so 
ist  das  gleichbedeutend  damit,  als  ob  auf  die  Function: 

die   iransiormation: 

I   «0  «1 

ausgeübt  wird,  vorausgesetzt,  dass  unter  v  die  Grösse  verstanden  wird: 

n 
Unter  solchen  Umstruiden  geht  a:^,,«'  über  in: 

«0  —  1 

vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

v^  =  —  j^ttj  +  f^' Obo- 
ist «0  —  ^  niodi,  so  können  wir  auch  sagen,  a^^,,^'  geht  über  in  X-v^-^'- 
Dabei  ist  klar,  dass  hierbei  die  sämmtlichen  Zahlen  a^,  ?>(,?  ^'n  ^h^^h^'}  ^'7  ^''> 
soweit  es  sich  um  die  Bestimmung  von  rr^,  ,.■  handelt,  nur  nach  dem 
Modul  n  zu  nehmen  sind.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  leisten  die 
Zahlen  fiQ,hQ,  a^^h^  lediglich  der  Congruenz  Genüge: 

öo&i   -  hf^a^^l  niodn. 

Wir  wollen  nun  von  der  Wurzel  a;o, 0  absehen,  die  übrigen  Wurzeln 
lassen  sich  in  folgender  Weise  in  Reihen  ordnen.  Man  wähle  nach 
Belieben  eine  der  Wurzeln: 

4)  a;„, ,  ^;  =  sn  I  -'-' — I  =  sw  wQ, . 


§  73.  Definition  allgemeiner  Transformationsgleichungen  nach  Weber.      249 
Unter  den  übrigen  Wurzeln  kommen  dann  die  Grössen  vor: 

wobei  h  etwa  die  Zahlen  1,2,...  n  -  1  durchläuft.  Dieselben  sind  alle 
von  einander  verschieden.  Wir  wollen  das  System  R^  die  erste  Reihe 
der  Wurzeln  nennen.  Ist  nun  S2^  eine  in  R^  nicht  enthaltene  Wurzel, 
so  bilden  die  w  —  1  Grössen: 

welche  sowohl  unter  einander,  als  von  den  Wurzeln  R^  verschieden  sind, 
eine  zweite  Reihe.  Auf  diese  Weise  kann  man  fortfahren,  bis  sämmt- 
liche  Grössen  x^^  ^,-  in  n  -\-\  Reihen  von  je  «  —  1  Gliedern  geordnet 
sind.  Nach  dem  Multiplicationstheorem  lässt  sich  durch  eine  ^^'urzel 
jede   andere  Wurzel   derselben  Reihe  rational  ausdrücken  in  der  Form: 

5)  snh^  ==  fhisn  Si), 

worin  /},  eine  von  dem  Multiplicator  Ji,  aber  nicht  von  der  Wahl  von  P^ 
abhängige  rationale  Function  ihres  Argumentes  ist.  Wenn  nun  die 
beiden  Wurzeln  a;^,^-,  iCv,  v'  in  dieselbe  Reihe  gehören,  so  muss  sich  die 
Zahl  h  so  bestimmen  lassen,  dass 

ha  =  V,     h^i'  =  v'  modn 
ist  und  umgekehrt,   wenn  dies  der  Fall  ist,  so  gehören  beide  Wurzeln 
in  dieselbe  Reihe. 

Aus  den  beiden  Congruenzen  folget: 

{iv'  —  v^'     0  mod  n 
und  umgekehrt  lassen  sich  aus  dieser  die  obigen  Congruenzen  ableiten. 
In  der  That,  ju,  ^i',  n  sind  relativ  prim.    Unter  solchen  Umständen  kami 
man  die  Zahlen  a,  ß  so  bestimmen,  dass: 

au  —  ßa'  ^1  mod  n 

ist. 

Aus  den  aufgestellten  Congruenzen  folgt: 

V  =  («V  —  ßv')ii,     v'  ={av  —  ßv')^'  modn] 

wir  erhalten  also,  wenn  ,   r       7 

'  av  —  ßv^  =  h 

gesetzt  wird,  in  der  That  die  früheren  Congruenzen. 
Die  Congruenz: 

6)  av  —  vfi'  =  0  modn 

ist  also  die  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  die 
beiden  Wurzeln  a;^,^-  und  Xv,v'  derselben  Reihe  angehören. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Eintheilung  in  Reihen  gänzlich  unabhängig 
ist  von  der  Wahl  der  Grössen  Sl. 

Es  folgt  aber  weiter,  dass,  wenn  wir  an  Stelle  von  r  :  t'  setzen, 
die  Reihen  nicht  aus  einander  gerissen  werden,    sondern  dass  lediglich 
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die  Glieder  der  einzelnen  Reihen  unter  einander  vertauscht  werden,  wobei 
freilich  zunächst  von  dem  Vorzeichen  derselben  abgesehen  werden  muss. 

Bezeichnen  wir  diejenige  Reihe,  in  welcher  ir^,^t'  vorkommt,  durch 
Ru  u,  so  lässt  sich  eine  rationale  Function  der  Wurzeln  einer  solchen 
Reihe,  etwa  der  Reihe  Ri,o,  rational  durch  eine  dieser  Wurzeln  darstellen. 

Wenn  diese  Function  die  Eigenschaft  hat,  ungeändert  zu  bleiben, 
falls  diese  eine  Wurzel  durch  eine  andere  derselben  Reihe  ersetzt  wird, 
wenn  also  beispielsweise  |  eine  symmetrische  Function  der  Wurzeln 
einer  Reihe  ist,  so  fallen  die  Zeichenschwierigkeiten  fort  und  |  erhält 
durch  Anwendung  aller  linearen  Transformationen  des  ersten  Falles 
n  + 1  Werthe:  st  t 

bl  }  b2'>  •  •  •   b»  +  1- 

Sind  diese  n  -\- 1  Werthe  alle  von  einander  verschieden, 
so  leisten  die  Grössen  ^  dann  einer  Gleichung  vom  w  + 1*"° 
Grade  Genüge,  deren  Coefficienten  sich  rational  durch  k^  dar- 
stellen lassen.  Es  fragt  sich  noch,  welche  Constanten  in  den 
Coefficienten  auftreten  können.  Erwägen  wir,  dass  wir  zur 
Berechnung  der  Coefficienten  die  g-Reihen  einführen  können 
und  nehmen  an,  dass  in  ^  nur  rationale  Zahlencoefficienten 
vorkommen,  so  folgt  ähnlich  wie  bei  den  Modulargleichungen, 
dass  die  Zahlencoefficienten  in  unseren  Gleichungen  auch 
ihrerseits  rationale  Zahlen  sein  müssen. 

Ebenso  einfach  folgt  die  Irreductibilität  unserer  Gleichungen,  die 
wir  Transformationsgleichungeu  nennen. 

Weber  greift  nun  unter  allen  möglichen  Transformationsgleichungen 
zwei  besondere  Gruppen  heraus.  Aus  jeder  der  Reihen,  in  welche  wir 
die  Wurzeln  der  Theilungsgleichungen  geordnet  haben,  nehmen  wir  für: 


n 

einen  Repräsentanten  ßj,  Sl^,  ••■^n+i  ^^nd  erhalten  die  n-1  Grössen  einer 
Reihe,  wenn  wir  in  snm^  m  ein  vollständiges  System  incongruenter 
zu  n  relativ  primer  Zahlen  durchlaufen  lassen.  Die  einfachsten  Aus- 
drücke, welche  als  Wurzeln  von  Transformationsgleichungen  eingeführt 
werden  können,  sind  die  Producta: 


77' 


Q(snhSl), 

die  nach  h  von  Ä  =  1  bis  h  =  n  —  1  zu  nehmen  sind  und  in  denen  Q 
eine  beliebige  rationale  Function  ihres  Argumentes  bedeutet.  Eine  jede 
solche  Function  ist  durch  snil  rational  ausdrückbar  und  bleibt  offen- 
bar ungeändert,  wenn  il  durch  irgend  ein  mii  ersetzt  wird.  Wird 
also   die  Function  O  nur  so   gewählt,   dass  die  n  -f  1  Werthe  unseres 
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Productes,  die  den  ti  -\-  \  Reihen  der  Wurzeln  der  Theilungsgleiebun^ 
entsprechen,  von  einander  verschieden  sind,  so  ist  der  Ausdruck, 
den  wir  hingeschrieben  haben,  AN'urzel  einer  Transforniations- 
gleichung. 

Wir  wollen  nun  zwei  Fülle  unterscheiden.  Die  Function  (l>(x) 
kann  gerade  oder  ungerade  sein. 

Erster  Fall.  Es  sei  0(x)  eine  gerade  Function,  so  siiul  unter 
den  Factoren  unseres  Productes  je  zwei,  nämlich: 

(J>[sn(li  il)]     und      ^[.sv  {n  —  h)  P.]  einander  gleich. 

Ist  daher  m  irgend  eine  zu  n  relativ  prime  Zahl,  so  folgt: 


YjQ[sn(hm<l)]  =-J^0{snhfl), 


wobei    das  Product   links   und   rechts   nach  h  zu    nehmen  ist  und   zwar 
von   h  =  \    bis  h 


2 
Setzen  wir  daher: 

71—1 

2 

1 
so  ist  F  Wurzel  einer  Transformationsgleichung.    Wir  nennen 
eine  solche  eine  Modulargleichung. 

Ist  0{x)  eine  ungerade  Function,  so  sind  die  beiden  Grössen: 
0  [s n  {h  ß)]     und     0  \s n  (n  —  h)  !>l'\ 
entffegensesetzt  und  daher: 


J^0{snhnifi)  =  +  J^0(snhil), 


wobei   wiederum   das   Product   links   und   rechts  nach  h  zu  nehmen  ist 

11  —  1 
und  zwar  von  h  =  1  bis  h  = 


2 

Unter  solchen  Umständen  können  w^r  im  Allgemeinen  nur  schliessen, 
dass  das  Quadrat  unserer  Function  Wurzel  einer  Trans- 
formationsgleichuncr  ist.  Wir  nennen  dieselbe  eine  Multi- 
plicatorgleichung. 

§  74. 

Besondere  Transformationsgleichungen.     Anderweite  Darstellung 

der  Wurzeln  derselben. 

Wir  wollen  nun  einige  specielle  Kategorien  von  Transformations- 
gleichungen aufstellen. 
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Wir  setzen  dazu: 


1) 


n 


und  betrachten  die  Producte: 


nehmen   ka 
Produet    nach    h    zu    nehmen    ist    und    zwar    von  h  =  1  bis  h  = 
Man  kommt  dann  zu  besonders  einfachen  Resultaten,  wenn  man  setzt: 


in   denen   u   die   vier  Werthe  0,  1,  2,  3   annehmen   kann,    während   das 

M  —  1 


2) 


a  =  0,  2,  3 


wobei  rj  die  früher  definirte  Function  bedeutet,  und  ferner  gesetzt  ist: 

««    ,,      ,      .    .n'  —  l 

f  =  e^'  " 

Zwischen  den  drei  Grössen  Pq,  F^,  Pg  besteht  dann  die  Beziehung: 

n-  —  1      n  —  1 

3)  (-  1)^~  2  2 "  P^ .  P^ .  P3  =  1. 

Die    eingeführten    Grössen   P  lassen    sich    durch    die  Wurzeln    der 
Theilungsgleichung  ausdrücken.    In  der  That,  bildet  man  die  Quotienten: 


p2 

Po-Ps 

p2 

p    p ' 

■^2-  ^3 

P^ 

P     P  ' 

^0  •  -^2  •  -'s 

und  nimmt  die  zuletzt  hingeschriebene  Relation  hinzu,  so  folgt: 


4) 


■?■"-("') '  n 


cnhSl 

dnhil 

1 

cnhP^.dnhSl 

"~  sn^hil 


I 


cnhfl  .dnhSl 

n^  —  1      n — 1  n' — 1 

V  £  =  (-  1)^  2^2  ^     ^'  _  (_  1)-^^ 

Diese  Ausdrücke  zeigen,  dass  P^^,  P^,  P^^  Wurzeln  von  Modular- 
gleichungen,  P/' dagegen  Wurzeln  von  Multi])licatorgleichungen 

sind,  wobei  die  Producte  von  1   bis   — _ —  zu  nehmen  sind. 

2^ 
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Es  sind  dieses  nicht  die  einzigen  Transformationsgleichnngen,  die 
mit  Hülfe  der  Grössen  P  gebildet  werden  können.  Unter  den  sonst 
noch  möglichen  führen  wir  die  folgenden  an: 

Pg      YTcnhil 
P.,^11  dnhll' 


oj 


17: 

«_rr  i_ 

•      llihihil 


(-1)" 


n'—  l 


2  3  F,\F, 

~Ll         cnhil 

2  ^  P,\Pi 

n  — 1 

{kk')  « 

1  i~ snhfl  .cnhSl 
"11         dnhP 

2  3  p^\p^ 
(kk!)  6 

~1  1  cnhP.dnhSi 

6)  {  (-  D" 


(-1) 


Die  ersten  Ausdrücke  sind  Wurzeln  von  Modulargleichungen, 
die  Quadrate  des  letzten  Wurzeln  von  Multiplicatorgleiehungen, 
und  zAvar  sind  wir  hierbei  zn  den  von  uns  ausführlich  be- 
handelten Modular-  und  Multiplicatorgleichungen  gekommen. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  es  weiter  gehen,  indessen  würde  es  den 
Rahmen  dieses  Werkes  überschreiten,  wollten  wir  hierauf  näher  eingehen. 
Wir  verweisen  in  Bezug  hierauf  auf  die  Originalarbeiten  von  Kiepert, 
Klein  etc.  und  das  mehrfach  citirte  Werk  von  Weber.  In  diesen  Publi- 
cationen  werden  eine  Fülle  weiterer  Transformationsgleichungen  ausführ- 
licb  discutirt,  die  sich  in  manchen  Beziehungen  vor  den  von  uns  als 
Typen  behandelten  durch  gewisse  einfache  Eigenschaften  auszeichnen.  Im 
Princip  zeigen  sich  aber  keine  Unterschiede,  insbesondere  ist  es  l)isher 
nicht  möglich  geworden,  für  alle  Transformationsgrade  derartige  Gleich- 
ungen oder  überhaupt  Beziehungen  zwischen  ursprünglichen  und  trans- 
formirten  Grössen  herzustellen.  Da  es  aber  gerade  als  eine  der  wich- 
tigsten Aufgaben  dieses  Werkes  bezeichnet  werden  darf,  eine  hierauf 
l)ezrigliche  Methode  zu  entwickeln,  die  von  den  l)isher  betracbteten 
wesentlich  verschieden  ist,  so  )>rechen  wir  hier  ab,  indem  wir  nur  noch 
zeiijen,  dass  die  ein<£eführteu  I^'unctioniMi  P  in  einfachster  He/ieliung 
zu  den  Ilermite'schen  Functionen  stehen.  Wenn  wir  nämlicli  zunächst 
eine  der  Reihen  ins  Antje  fassen,  in  welche  wir  die  Wurzeln  der 
Theilungsgleichung  gebracht  haben,  und  zwar  diejenige,  zu  welcher  die 


7) 
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Wurzel  Xi^o  gehört,   so   folgt   unmittelbar,   wenn   wir   noch   die  diesem 
speciellen  Fall  entsprechenden  Functionen   F  durch  P^  bezeichnen: 

'  ~  f(ry' 

Kennen  wir  aber  eine  Wurzel  unserer  Transformationsgleichunof, 
so  kennen  wir  bei  Anwendung  der  ausführlich  angege))enen  Methoden, 
die  sich  vor  Allem  auf  die  lineare  Transformation  stützen,  alle  übrigen. 
AVir  erhalten  dann  unsere  repräsentirenden  Functionen  oder  doch  eng 
damit  zusammenhängende.  Da  die  fertigen  Formeln  für  diese  Be- 
trachtungen gegeben  worden  sind,  wollen  wir  hier  abbrechen. 

§  75.35) 
Allgemeinere  Fassung  des  speciellen  Transformationsproblemes. 

Es  hat  sich  gezeigt  dass  die  Transformationstheorie  in  zwei  ge- 
sonderte  Theile  zerfällt.  Erstens  handelt  es  sich  darum,  die  allgemeinen 
transformirteu  Functionen  durch  die  ursprünglichen  darzustellen,  sodann 
darum,  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  aufzufinden.  Es  gipfelte 
die  letzte  Theorie  in  der  Definition  der  allgemeinen  Transformations- 
fjleichnn^en  und  den  Methoden  zur  Aufstellung  derselben.  Hierbei 
können  wir  auch  die  Beziehungen,  die  wir  in  den  §§  59,  60  und  61 
o-efunden  haben,  als  Transformationsgleichungen  bezeichnen,  und  zwar 
als  irrationale.  Wie  aber  bemerkt,  ist  man  auf  den  angegebenen  Wegen 
noch  nicht  im  Stande  gewesen,  für  allgemeine  Transformationsgi'ade 
Gleichungen,  sei  es  rationaler  oder  irrationaler  Form,  zu  entwickeln  — 
auch  muss  es  als  fraglich  erscheinen,  ob  die  angegebenen  Wege  die 
naturgemässen  sind,  die  zu  derartigen  Relationen  führen  können.  Wir 
wollen  versuchen,  die  Fragestellung  anders,  zum  Theil  allgemeiner  zu 
geben  und  damit  eine  neue  Auffassung  der  speciellen  Transformations- 
theorie zu  entwickeln.  Wir  stellen  zunächst  die  Frage  so:  Es  sollen 
die  möglichst  allgemeinen  Relationen  zwischen  den  ursprüng- 
lichen und  transformirteu  Functionen  aufgestellt  werden,  wo- 
bei die  Formen  sowohl  rational,  als  auch  irrational  sein  können, 
wobei  ferner  eine  oder  mehrere  transformirte  Grössen  in  den 
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Relationen  vorkommen  können.  Gewissermassen  als  Einleitnns  und 
als  einfachste  Beispiele  für  diese  allgemeinere  Anschauungsweise  mögen 
die  folü'euden  Betrachtunyjen  dienen. 

Verstehen  wir  —  immer  bei  ungeradem  n,  welches  überdies  der 
Einfachheit  halber  als  Primzahl  angenommen  werden  möge  —  unter 

»,(v',  r') 

eine  repräsentirende  Thetafunction  für  die  Transformation  n**^"  Grades, 
so  wird: 

1)  &,{v',r')=^c,.r^"-^^iv).^l'(v), 

wobei  die  Summe  nach  /  von  1  bis  — - —  zu  nehmen  ist  imd  a  die 
Wertlie  1,2,3  annehmen  kann. 

Daneben  sind  dann  durch  Substitution  halber  Perioden  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  die  übrigen  Thetafunctionen  aufzustellen.  Nun 
kann  man  aber  eins  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  durch  eine  andere 
repräsentirende  Function  ersetzen: 

^o{v",v"), 
so  dass  man  eine  Gleichung  erhält: 

2)  ^,(r',  t')  =  c&,{v",  r")  +^'c, .  ^«--(r)  .  ^-(r), 

wobei  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  über  dieselben  Verbindungen 
zu  nehmen  ist  wie  vorhin  mit  Ausnahme  einer  einzigen  und  zwar  be- 
liebijjjen.     Dieses    ist    dadurch    angedeutet,    dass   die  Summe   mit  einem 

«   +   1 

Strich  versehen  ist.  Man  erhält  bei  festen  Kepräsentanten  — ^—  solcher 
Darstellungen  und,  wenn  man  halbe  Perioden  substituirt,  2(»i  +  1)  Gleich- 
ungen  mit  y — - — )  Unl)ekannten.  Wir  können  die  erste  dieser  Gleich- 
ungen  auch  schreiben: 

Wir  denken  uns  nun  beide  Seiten  dieser  und  der  drei  (huch  Sub- 
stitution halber  Perioden  gewonnenen  Gleichungen  nacli  Potenzen  von  u 
entwickelt,  wobei  die  Entwickeluugscoefficieuten  der  Grössen: 

mit  Ausnahme  der  constanten  Glieder  als  unbekannt  anzunehmen  siiuL 
Man   erhält   dann  eine  unendliche  Anzahl  von-  Gleichungen,   mit  deren 
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Hülfe    erstens    die    Coefficienten  c    bestimmt    Averden   können,    zweitens 
aber  eine  nnendliche  Anzahl  von  Gleichuntien  zwischen  den  Grössen 


{>„(0,  t'),     ^a^(\  r")     iiiul     #« 


ß  =  (»,  1,2,3 


hergestellt  werden  können.  Diese  Beziehnugen  sind  dann  derartige  all- 
gemeinere Transformationscfleiehnnffen,  auf  welche  am  Anfan«:^e  dieses 
Paragraphen  hingewiesen  wurde. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  in  der  Gleichung: 

2,  3  etc.  Producte  durch  transformirte  Thetafunctiouen  ersetzen.  Führt 
man  so  viele  repräsentirende  Functionen  in  die  Summe  ein,  dass  nur 
ein  einziges  Product  stehen  bleibt,  so  erhält  man  Gleichungen  von  der 
Form : 


^) 


^«-2.(,,)^2,(,)_^,^,.^^(^(0,(.)) 


Führt  man  endlich  lauter  Repräsentanten  ein,  so  erhält  man  lineare 
Beziehungen  zwischen  einer  Reihe  repräseutirender  Functionen,  auf 
welche  noch  näher  eingegangen  werden  wird.  Dann  können  in  diesen 
Gleichungen  durch  Reiheueutwickeluugen  erstens  die  Constanten  be- 
stimmt werden,  zweitens  aber  unendlich  viele  Beziehungen  zwischen 
ursprünglichen  und  transformirten  Thetafunctiouen  für  die  Nullwerthe 
der  Argumente  hergestellt  werden,  Avobei  die  Zahl  der  repräsentirenden 
vorkommenden  Thetafunctiouen  im  Allgemeinen  grösser  als  2  ist.  Der- 
artige allgemeine  Beziehungen  sind  es,  um  deren  Aufstellung  es  sich 
handelt. 

Als  Beispiele  Avollen  Avir  die  Fälle  n  ==-  3  und  n  =  5  in  kurze 
Untersuchung  ziehen. 

Für  den  Fall  w  =  3  erhalten  Avir  die  Gleichuncreu: 


^3(3 r,  3r)  -h  c,.%  {v/^-  c,^-^{.v,  t), 
^,(3r,  3t)  -  tv^i  ('-',  3  )  =  -c,  9,\v,  r), 
^.,{^v,  3t)  +  c,,^.,  {v,  g)  =  c,&A^,  t). 


5) 
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\\Är  kihinen  das  Gleichungssystem  schreiben: 


^oi^v,  ot) 


+  Co 


*«("'!-) 


»„(3f,3r)    Vfe'^) 


„(3.^)  ^'('''  3')  ^"G'  3')  _       


»,(3»,  3r)  »„(3t,,  3i)  "'V  3/  ""V  3/  _      »/(»,  i) 

~T"      '   (J  ,  V  «       Q    /  \  t-1 


<i)       { 


^(3^,  3r)  '^o'C^TO 


=  —  c 


^^o(3^,3r)    VK^) 


^o(^.   o) 


=  c, 


Führen  wir  elliptische  Functionen  ein,  machen  den  Ansatz: 
^,(3^;,  Sr) 


V(^,  r) 
^a(0,  3r)  =  0«, 


entwickeln  links  und  rechts  nach  Potenzen  von  n  und  setzen  die 
Coefficienten  von  u^,  ii^,  ti^, . . .  links  und  rechts  einander  gleich,  so  er- 
halten wir: 


"0 

lU) 

11) 


03  ,  0;,     ,_        -^3' 

30o0q  0!,    0.,  ,  ^ 


a   2/0  +  ^0  ai  Vo        ^1  a.  3' 

!/(,  "0  ^0 

2/2  +  Co!/2  =  ^*; 


9iV0 


.  Ö3./      .   ^/Ö!,^,/_      3c.  _^; 


Krause,  UoppeltperioiliscUc  Fuuctioncu.  I. 
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)        A  2    2/2  +  90.  10  ^  ^0  +  ^0  Q,  Y  Vi       ^0  Q,  10  Vo  ~  ^1  Q.  3' 


^o 


14) 


02         _  90203^  0:,     ,   _         0!^      ,   _  _  ^C^»,' 


^./ 


^     "^  00 '^"3 


Mit  diesem  Gleichungssystem  verbinden  wir  das  folgende: 


ir,) 


.'t3(3r,  3t)  +  c,&,  (r,  -J-)  =  C3  V0>  ^)  '%(^S  ^); 
^,(3^^  3r)  -  c,»,  {v,  |-)  =  Cg^C";  '^)^i(^,  ^), 
^2(3^-,  3t)  +  c,^,  (v,  ^)  =  -  c,^,'(v,  r)^,(v,  r). 


Aus  demselben  folgen  die  Gleichungen: 


16) 
17) 
18) 
19) 
20) 


■0-  ^ 

!/o+C2yo=   ^^3^2' 
"»^0 


Ö3./  .    ^3 


j^Vo  +  c^ö'^o-c,^^^ 


30203         _         Ö!,^3     ,_  -»2^ 

^^2      2/0  ^2    ^_^2   2/0-C3^_^^2' 


0' 

'2/0  +  ^2(^/2/0=    <>; 


0 


2/2  +  ^2^2=     -^^2' 


Zu  neuen  Gleichungen  gelangt  man,  indem  mau  in  der  Gleichung: 

^„(3r,  3t)  +  c&.i^v,  I)  =  c'^^r,  r)^,{v,  t) 

einmal  a  =  1 ,  das  andere  Mal  «  =  2  setzt  und  mit  den  Gleichungs- 
systemen, die  hieraus  durch  Substitution  halber  Perioden  entstehen, 
ähnlich  verfährt  wie  mit  den  ])eiden  ersten.  ^Vir  bemiütren  uns  damit, 
die  Gleichungssysterae  selbst  anzugeben.     Das  eine  lautet: 


21)        { 
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'  &,{3v,  3r)  +  c,&,(v,  I)  =       c,&,\v,  T)&,{i; 

&,Q)v,  3r)  -  c,»,{v,  1^)  =  -  c,  V('-,  0^1  (^ 

^,(3t^,  3r)  +  c,^, (r,  g)  =       c,^,-^(i^  r),%(<;, 
das  andere  nimmt  die  Gestalt  an: 

'  &,(ßv,  3r)  +  c,&,{v,  I)  =       c,^%\c,  r)^„(r, 

&,(ßv,  3r)  +  c,^3(y,  ^)  =       c,»,\v,  r)iy,(v, 

»,{Sv,  3t)  -  c,^,(v,  I)  =  -  ^7^.'(^',  T)^,(r, 

&,{3v,  3r)  +  c,^,(r,  I)  =  -  c,&,'(v,,T)d;(v, 

Wenn    man    die  Unbekannten   eliminirt,    so    erhält    man   ans    dem 
ersten  Gleichungssystem  folgende  drei  Relationen: 


22)        { 


23) 


(3|+|)*3-(3:f+j)..^ 


Aus   je    einem    der  drei    letzten    Gleichungssysteme    resultiren    die 
Beziehungen: 


24) 


"3    _  "^3 


#, 


M^eA  +  V^, 


'3  "3 

ferner  ein  analoges  System: 


i^-eh    ^e(3«.«.  +  W, 


17 
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r  0.    0 


25) 


0o_0 
0,      0! 

0.      0^. 


^. 


^. 


-^n 


(30,03+ 010;), 

(300  03 +0;0;), 


und  eiuilich  die  drei  eleguuten  Relationen: 

(^.(0o-ö;-03.0«)  =  ^.(0o-0;-0.-0o), 

26)  ^3(03  •  0'^  -  %  ■  %)  =  ^o(0o  •  0;  --  02  •  0;,), 

U,(0o.0;-03.0:,)  =  ^,(03.0;-0,-0D- 
In   älinlicher   Weise    können    nocli   eine   Fülle   weiterer   Relationen 
aufgestellt   werden.     Es   erübrigt   noch,   Beziehungen   zwischen  je   drei 
Repräsentanten  aufzustellen.     Nach  unseren  allgemeinen  Betrachtungen 
sind  wir  berechtigt,  die  folgenden  Gleichungen  aufzustellen: 


27)       { 


.  ^2  (^,  -3  )  +  c,%  {v,  ^^)  +  c,  ^,  (v,  ^-^^)  ==  0. 

Hier  ist  eine  Entwickeluug  nach  Potenzen  von  u  gar  nicht  nöthig. 
Es  genügt  in  den  drei  Gleichungen  v  =  0  zu  setzen  und  eine  Relation 
zu  benützen,  die  freilich  erst  später  bewiesen  werden  wird: 

28)         ^0 {^,  0  +  «-^0  G,  ^ - )  +  «' ^0 {v, 


4^)  =  o, 


wobei  a  eine  bestimmte  dritte  Einheitswurzel  bedeutet. 

Durch    Vergleichung    und    Verbindung    der    gefundenen    Resultate 
erhält  man  Relationen  von  der  Form: 

0;0ö'-  0o03"=«(ö;'0'3"-  0;'0:,"). 
0:,0;'-0'30;;  =  «W03"-03  0n, 
0.;0o'-0X=«^(0o03 -0;0o) 


29) 


wobei  gesetzt  ist: 

Im  Falle  11  =  b  wollen  wir  uns  noch  kürzer  fassen. 
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Wir  können  den  Ansatz  machen: 

&,(pr,  5t)  =  c,»,  (v,  -^)  +C2  VO^-f)  V(^^)  +  C3^2(*',^)^%'(^  r). 

Nimmt  man  nun  dieselben  Operationen  wie  im  Falle  n  =  ?)  vor 
und  setzt  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  ?y,  links  und 
rechts  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


]())■ 


31) 
32) 

33) 

34) 
35) 


^0^ 


^0^ 


502  03        d'^d'     ,  ,  -^2 


^a^ 


Vo 


^s' 


0    ^0        0 


'0 


^0 


In  diesen  Gleichungen  ist  ähnlich  wie  im  Falle  n  =  3  gesetzt: 

&(,{öv,  5t) 


V(^;  r) 
^,\v,  t) 


=  ?yo  +  ?/2**  +  ?/4«  +•••' 


=  2/o+?/2^^  +2/,w*+---^ 


0«=^«(O,5t),     0L=^«(o,|)- 


Ausser    den    von    uns    gewählten    Ausgangsgleicliungen    kann    man 
noch  weitere  wählen,  unter  denen  wir  die  Gleichungen  hervorheben: 


und : 


^,(r,v,  5t)  =  c,^,(v,  ~)  +  f,^,/'(v)  +  c,.\iv)^i\v)- 


Es   kann   dann   mit  diesen  genau  so  operirt  werden,    wie  mit  den 
früheren. 
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Man  erhält  nun  aus  den  entwickelten  resp.  augedeuteten  Gleicli- 
uns'en  mit  leichter  Mühe  die  folgenden  Relationen: 

( 00.0^(502.03- ö:.^;)=^o.^3(ö,.ö:,-0„-0;)-^o-^2(ö3-ö[,-0o-ö;), 

3G)    0,.0;(50o.03-0;.0;)  =  ^,.^3(0,.0;   0,.0;)-  ^o-^.(03-0;-0.-0D; 

l03-0;(50o.02-0ö-0-o=^2-^3(0o-0;-03-0;)-^\-^3(0.-0;-03-0;)- 

Durch  Combination  der  Gleichungen  ergiebt  sich: 

I  (ö0„0, + ^0^2)  (^.0;  +  ^o0.)03 = (^0^2 + 0;0;)  (^200 + ^002)0;, 

37)  (J^d,e,  -   ^2^3)  (^302  -  ^20DÖO  =   (^2^3  -     0;0:3)  (^302  "  ^203)0^, 

I  (50,03  -  ^M  (#,0;-  ^3  0;,)0,  ==  (^0^3  -  0^0;)  (^003  -  ^30o)0; 

Ebenso  einfach  erhalten  wir: 

(   (^203  -   ^3  02)  (^2  0;  -  ■{>30D0O  =  (^2^3  "   02  03)  (^2^3  '    ^'.^^'M, 

38)  (^3  00-  ^003)  (^^^300-   »00^)02-    (^0^3-    0o03)  (^0^3  "   0;03)  0;, 

1  (^002 + ^20o)  (^00;  -  ^20o)03 = (V2 + 0002)  (^0^2 + 0ö0;)0;- 

Endlich  greifen  wir  noch  das  System  von  Gleichungen  heraus: 

(ö0,03-^,^3)(5^,^3-0!,0;)0O=  (^,03-0,^3)(^30;  -   ^203)0;, 

39)  (50003 -^0^3)  (5^0^3-01)03)02=  (^300 -03^o)(^O0'3-    ^3  0o)  0^  , 
(500  0.,  4-^0^2)  (5^0^2  +  0^0-.)  03=  (^002  +  00^2)  (^%  00+  ^00-^0;- 

Hier  möge  abgebrochen  werden.  Es  ist  klar,  dass  auf  diesem  Wege 
eine  unendliche  Fülle  weiterer  Relationen  zwischen  je  zwei,  drei,  . . . 
Repräsentanten  abgeleitet  werden  können. 


Vierter  Abschnitt. 

Die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  auf  Grund 
der  Thetafunctionen  mit  gebrochener  Charakteristik. 


Einführung  der  Thetafunctionen  mit  gebrochener  Charakteristik. 
Haupteigenschaften  derselben. 

Wenngleich  wir  vermöge  der  Betrachtungen  des  vorigen  Para- 
graphen im  Stande  sind,  allgemeine  Transformationsgleichnngen  zwischen 
ursprünglichen  nnd  transformirten  Grössen  aufzustellen,  so  gilt  von 
ihnen  doch,  und  zwar  in  noch  höherem  Masse,  dasselbe  wie  von  den 
Betrachtungen,  die  bei  Gelegenheit  der  Theorie  der  gewöhnlichen  Trans- 
formationsgleichnngen im  Web  er 'sehen  Sinne  aufo-estellt  worden  sind. 
Für  allgemeine  A\'erthe  von  n  versagt  bisher  die  Methode.  Unter  solchen 
Umständen  müssen  wir  versuchen,  ganz  neue  Gesichtspunkte  und  Unter- 
suchungsarten zu  finden,  mit  deren  Hülfe  das  Transformationsproblem 
in  der  angeo-ebenen  Weise  wenn  auch  nicht  gelöst  so  doch  gefördert 
werden  kann.  Zu  dem  Behufe  sollen  neue  Functionen  in  unsere  Theorie 
eingeführt  werden,  und  zwar  zunächst  die  Thetafunctionen  mit  ge- 
brochener Charakteristik.  Diese  Grössen  und  die  weiteren  mit  ihnen 
zusammenhängenden  in  der  Folge  einzuführenden  Grössen  haben  aber 
nicht  nur  für  die  Transformationstheorie  Bedeutung,  sondern  vor  Allem 
auch  für  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art,  die  mit  ihrer  Hülfe  wesentlich  gefördert  werden  kann. 

Unter  solchen  Umständen  ist  den  folgenden  Betrachtungen  eine 
besondere  Bedeutung  beizulegen. 

Wir  definiren  zunächst: 

oder  was  dasselbe  sagt: 
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Ib) 


& 


9 
L/^J 


(^)  =  ^3  ( 


7    V        niii  I  ill         rjr\ 

qx        n\  — ^(2c  +  — +— ) 
n        n. 
ferner  werde  etwas  verallgemeinert  gesetzt : 


«  +  — +  ^)e 


2) 


^„[^](.)  =  ^«  (.  +  ;•+-). 


Hierbei  bedeuten  g,  h  beliebige  ganze  Zahlen,  n  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl.  Die  Hinzunahme  der  Indices  a  ist  aus  praktischen 
Gründen  erfolgt,  an  und  für  sich  können  sie  entbehrt  werden. 

Die  eingeführten  Functionen  sind  die  Thetafnnctionen  mit  ge- 
brochener Charakteristik.  Es  handelt  sich  darum,  ihre  Haupteigen- 
schaften aufzustellen,  vor  allem  auch  che  Beziehungen  zu  entwickeln, 
in  denen  sie  zu  den  ursprünglichen  Thetafnnctionen  stehen. 

Die  gegebene  Definition  lehrt  unmittelbar  die  Existenz  der  folgen- 
den Gleichungen: 

2nig 


3) 


■O-o 


^(»  +  1) 


^, 


9 

LA. 


(v)e  -   , 


Aehnliche    Formeln    gelten   für    die    übrigen    Indices.     Der   Ueber- 
gang  der  Thetafunctionen  in  einander  geschieht  nach  folgender  Tabelle: 

n  i  <j 


4) 


■nig 


5) 


nih       Tli  /       ,    r\ 


f  =  e 


0) 


§  7G.  Einführung  der  Thetafunctionen  mit  geLrocheuer  Cbaniktcristik.      OC)') 


^n 


V  4- 


r  +  l 


^.•4l](^), 


Zwischen  den  soeben  eingefülirten  Functionen  und  den  ursprünglich 
betrachteten  Theta-  resp.  elliptischen  Functionen  bestehen  Beziehungen 
engster  Art.  In  der  That,  bilden  wir  die  w**^  Potenz  irgend  einer 
unserer  Functionen,  so  ist  theselbe  eine  Thetafunction  n*'"  Ordnung, 
lässt  sich  also  nach  bekannten  Regeln  durch  die  gewöhnlichen  Theta- 
functionen darstellen.  Ebendasselbe  gilt  von  den  Producten  zu  je  v, 
also: 

bei  denen 

^^r/  ~  /^^*  =  0  moän  ■ 

ist.     Um   die  Darstellung   durch  gewöhnliche  Thetafunctionen   wirklich 
durchzuführen,  greifen  wir  eine  Function  heraus,  z.  B. 


*K»+^)- 


Dieselbe  kann  nach  früheren  Untersuchungen  in  die  Form  gebracht 
werden : 


T) 


\        n/  2 


Durch  Substitution  halber  Perioden  ergeben  sich  hieraus  drei 
analoge  Gleichungen,  von  deren  Aufstellung  indessen  abgesehen  werden 
möge. 

Um  die  auftretenden  Constanten  zu  bestimmen,  füliren  wir  ellip- 
tische Functionen  ein  durch  die  (jleichungen: 


u  =  7t%-^^v  =  2Kv, 


-—-(  =  --  snu, 
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Unsere  Gleieliung  kann  dann  in  die  Form  gebracht  werden: 


■^) 


+  Cn+ssnii.cnu .an"~''u   "    ,     -\ — c„snu.cn"~^ii  ' — 

Eine   ähnliclie  I'orm   würden  die  drei  Gleiclimigen  annehmen,    die 
dnrch  Substitution  halber  Perioden  abgeleitet  sind. 

Die   elliptischen   Functionen   mit   den  Argumenten  u  und  u  -\ 

können  wir  uns  nach  Potenzen  von  u  entwickelt  denken.  In  den 
Coefficienten  treten  dann  ]i^  und  die  Theilwerthe  der  elliptischen  Func- 
tionen ganz  und  rational  auf.     Der  Quotient: 

'{'  +  ^) 

welcher  in  allen  vier  Gleichungen  auftritt,  möge  auch  in  eine  Potenz- 
reihe  von  ii  entwickelt  werden. 

Die  Coefficienten  sehen  wir  als  unbekannte  Grössen  an,  mit  Aus- 
nahme des  constanteu  Gliedes,  welches  gleich: 


^, 


<^ 


ist.  " 

Dann  folgt  durch  Gleichsetzen  der  Coefficienten  gleich  hoher 
Potenzen  von  u  erstens  eine  Bestimmung  der  Constanten  c.  Ganz  all- 
gemein können  wir  sagen,  dieselben  drücken  sich  rational  durch  '^a(-) 
und  d'a  aus,  wir  können  aber  auch  specieller  uns  so  ausdrücken. 

Setzen  wir: 

> ^  .'^^     I    _      tr' 

Q-J  -9-"— 1 

'  2  '  2 

2  ~2     "^0  ^0  •'^3 

SO  drücken  die  Constanten  c'  sich  rational  durch: 


k^  und  die  Theilwerthe  der  elliptischen  Functionen  aus.  Dabei  ist  die 
Darstellung  derart,  dass  der  Quotient  je  zweier  sich  rational  durch  /.^ 
und  die  Theilwerthe  der  elliptischen  Functionen  ausdrücken  lässt. 
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Wir  erhalten  somit  den 
Lehrsatz:  Die  Function 


0, 


drückt  sicli  ganz  und  rational  durch  die  gewöhnlichen 
elliptischen  Functionen  aus.  Die  Coef'ficienten  setzen  sich 
rational  aus: 

*«<!) 

7^ ' 

^0 

h'  und  den  Theilwerthen  der  elliptischen  Functionen  zu- 
sammen, so  zwar,  dass  der  Quotient  je  zweier  sich  rational 
durch  die  letzten  beiden  Kategorien  von  Constanten  dar- 
stellen lässt. 

Neben  dieser  Darstellungsweise  der  Constanten  ergeben  sich  aber 
zweitens  unendlich  viele  Beziehungen  zwischen  den  von  uns  ein- 
geführten Grössen. 


An  Stelle  der  Function: 


*K'+|-) 


kann  auch  das  Product  derselben  und  der  w**^"  Potenz  von  snu^,cn  u^,dnii^ 

treten  für  u,  =  u  -\ 

n 

Für  die  übrigen  Thetafunctiouen  mit  rationalen  Charakteristiken 
d.  h.  für  die  w*^'^  Potenzen  derselben  bestehen  analoge  Relationen,  ebenso 
für  die  Producte  zu  je  n,  die  den  vorhin  angegebenen  Bedingungen  Ge- 
nüge leisten.  Wir  sehen  davon  ab,  die  hierauf  bezüglichen  Sätze  wirk- 
lich aufzustellen. 

Wir  haben  bei  den  letzten  Betrachtungen  dreierlei  von  einander 
verschiedene  Constanten  eingeführt.  Es  finden  hierbei  noch  eine  Reihe 
von  Beziehungen  statt. 

Nehmen  wir  dazu  die  Gleichung: 

so  sind  die  Constanten  rational  durch  die  ursprünglichen  und  trans- 
formirten  Thetaquotienten  ausdrückbar.  Letztere  aber  können  wieder- 
um unmittelbar  durch  die  Theilwerthe  dargestellt  werden. 
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Unter  solchen  Umstünden  erhalten  wir  den 
Lehrsatz:  Die  Grösse 


kann  rational  durch  h^  und  die  Theilwerthe  der  elliptischen 
Functionen  dargestellt  werden. 

Offenbar    ist    auch    dieser    Satz    nur   ein    specieller   Fall   eines    all- 
semeineren  Satzes,  welcher  sich  auf  die  Functionen: 


iih 


a  I 

~  &" 

a 

bezieht  und  kaum  ausgesprochen  zu  werden  braucht.  Ferner  ist  klar, 
dass  an  Stelle  der  w^""  Potenzen  auch  gewisse  Producte  treten  können. 
So  haben  wir  nur  noch  zwei  Kategorien  von  Constanten  beibehalten. 
•  Die  Theilwerthe  sind  nun  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen,  von 
denen  schon  gesprochen  ist.  Es  ist  klar,  dass  durch  einfache  Ope- 
rationen die  sämmtlichen  Functionen: 

/2mK-Jr2mHK\  /2mK -{- 2m'iK'\      ^^J2mK -\- 2m'iK'\ 

auf  zwei  derselben  und  zwar  auf: 

'2K\         ,         /2iK'' 


(2K\         ,         (2iK'\ 
sn\         I     und     sn\ — — I 


reducirt  werden  können.  Es  führen  zu  diesem  Resultat  die  Additions- 
und Multiplicationstheoreme  der  elliptischen  Functionen,  sowie  die  Be- 
ziehungen, die  zwischen  letzteren  bestehen.  Unter  solchen  Umständen 
bleiben  als  Constanten  lediglich  die  Grössen  übrig: 

(2K\  {2iK'\      _, 

wobei  zwischen  diesen  bekannte  algebraische  Beziehungen  bestehen. 

Die  soeben  angestellte  Untersuchung  dürfte  wohl  nach  theoretischer 
Richtung  hin  die  einfachste  und  gewissermassen  von  selbst  gegebene 
sein,  um  unsere  allgemeinen  Functionen  durch  die  bisher  von  uns  auf- 
gestellten darzustellen.  Daneben  aber  sind  anderweite  Untersuchungen 
nicht  ausgeschlossen,  ja  sogar  wünschensAverth,  mit  deren  Hülfe  unsere 
allgemeinen  Functionen  in  anderer  Weise  auf  wenige  andere  Grössen 
zurückgeführt  werden. 
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§  77. 
Specielle  Discussion  der  Fälle  n  =  3  und  ti  =  5. 

Wir  wollen  jetzt  die  soeljen  gewonnenen  Methoden  in  tlen  Fällen 
«  =  3  und  n  =  5  näher  durchfuhren. 

Hierbei  empfiehlt  es  sieh  der  grösseren  Uehersichtlichkeit  halber, 
die  Thetcifunctionen  auch  da  beizubehalten,  wo  ohne  Schwierigkeit  ellip- 
tische Functionen  eingeführt  werden  können. 

Es  wird  nun  für  den  Fall  n  =  'A: 


^— ^ —  arr  I  u  +    .-,    )  =  c,  dn-^u  -\- c^an  u cn^ti—^,-\-c..sn  u . cn «— ^    . 


^.1^2^ 


V('-j  V     •     3  /       ^  '    '  »,''    '  », 


<-D 


9-  ^U  .      , 


1)    { 


V(^) 


;jrl  «+    o    1  =  ^1  cirn-\-c,,  Oiuatru-r^—CnSmi.dnu-',,} 
\         o  /  •'  -9-2 '^  #2 


^o'G'  +  l) 


\    '  3/      3/       2£\  3     ,  V  ,  ,         ^3* 

...  . — •  sn^l  «<  +  -7r-  l  =  c,sw"^t(  +  a,snu-^„  +  c.cnudnu——-—^- 
>Q{y)  \         3  /  •'        '9'/        *  ■^o-'^2 

Führen   Avir   die  Reihenentwickelungen  der  elliptischen  Functionen 
ein  und  setzen  überdies: 

so    erhalten    wir   durch  Vergleichen   der  Coeffieienten  gleich  hoher  Po- 
tenzen a  links  und  rechts  das  Gleichungsystem: 


.  ''^^         3)  ''^ 

4)  yj  =  -  C3  ^^2'     •^)  y-i  =  Ca  ^, 

6)         Ci  +  C2-^,  =  — 


7)  c,  +  c. 


•9-  '-^ 


C) 


^2'"^         ^2' 
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11)  ^,%'^o'{l)[^c,&./&./  -h  c,(V+  3V)]  =  A+  3V(^)^2(-|-)^1, 

2?,=  2V^i^(|) ^(3)-  2V^2^V(|)  +  V(^)^2^Q)(V- V> 

12)  -  V^3  V(|)  [3^^^^  V-  c-2(V  "  3^3^)]  =  A,  +  3VQ)  ^3(3)^., 

J,=  2y,V^3'^o(3)  VQ)  -  6?/i  W^3^^i  (|)^2(3)V(-|), 

13)  C3^o^,^3  V(^)(V+  ^3')  =  ^3  +  3^(1)^1(3)^3, 

A  =  2^, ^^3^^0(1)^X^(3)  +  61/,  V  V^x'^(3  )^2(^)^3(^), 

^3=  2^^(3)^(1)  +  2^.^  V^x^(l)  -  V(3)^x^(3)(^/+^30. 

etc. 
Durch  diese  Gleichungen  sind  die  Coefficienten  bestimmt,  und  zwar 
in  mannigfacher  Weise.     Wir  können  etwa  setzen: 


I 


14) 


^=(1) 


-9-  ^ 
^0 


1P;^  -^3    ^2  -,  3/2 AN 

16)  ^{4^'  -'  =    -  A^V.-'^sn^  (-^5)  • 

^  -ö-g*      q  \  ;}  / 


Daneben  aber  führen  diese  12  Gleichungen  zu  einer  grossen  Reihe 
von  Relationen. 

Durch  Combinution  der  Gleichungen  1 ,  5,  G  des  Systems  erhalten 
wir  die  Relationen: 
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IT)  -  c,&o'^.%' -  K^^  (  o  )  +  ^2'^ü=^ ( 3 )' 

-c,v^3^V=  ^(3)  -  wQ)' 

woraus  sich  die  Gleichuucreu  ercjeben: 

^äKD  +  wIIj 

Vermöge  der  Gleicliunü;: 
können  wir  das  letzte  System  aucL  sclireiljen: 
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1.S) 


&0 


19) 


^oV(3)  =   ^.VQ)  +  ^3^3^(4)- 


Ferner   erhält    man    vor    allem    vermöge    der  Gleichung  S)  unseres 
Systems : 

+  3^(3)^1^(^)^2(3)^3(3)' 

V(-^)[V^.^(-3-)   +  ^^^(3-)]  =  ^2^3^^1^(|) 

+  3V^3V(3)V(,;)^.(|)^3(3)' 

V(3)[W(|)  -  V^3-^(|)]  -  ^.'^^^r'{l) 

3V^.V(3)^:<3)^.(1)^.(^)- 


20)  { 


+ 


22)  { 


272  §  '^^-  Specielle  Discussion  der  Fälle  n  =  S  und  h  =  5. 

Aus  der  o.,  4.,  iK  und  IM.  unserer  Gleichungen  erbalten  wir: 

Aus  ihnen  folgt  das  weitere  System,  welches  auch  leicht  aus  dem 
Additionstheorem  abgeleitet  werden  kann: 

Nehmen    Avir    die    letzten  Gleichungen   unseres  Sj'stems  hinzu  und 
verbinden  sie  mit  den  bisher  gefundenen,  so  erhalten  wir: 

*/[v(|)*./(;^)-V(|)*/(i)] 

v[v(:)vQ)-vQ)vQ)] 

=2vwQ)*/(|)[*/(i)~vQ)} 


23) 


ferner; 


24)    < 
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-  2vQ)  v(|)»3<3)  [v»/(l)  +  kk(1^ 
*,{v(|).4l)  +  v(|)*.'(i)] 

=  2v(-l)va)vQ)[w(-l)  +  vvQ)]- 
v[va)*.M|)  +  vQ)v(l)] 

Das  letzte  System  kann  in  die  Form  gebracht  werden: 

2^*0(3)».  Q)  »,=(|)  -  ».».[v(|)  +  *.'(^)]- 

Hier   wollen   wir    abbrechen.     Es    ist    klar,    dass    noch   eine   Fülle 
weiterer  Relationen  aufgestellt  werden  kann. 
Wir  haben  hierbei  die  Grösse: 

^A" + j) 

VW 

zu  Grunde  gelegt.     Ebenso  gut  hätten  wir  den  Quotienten: 

VW 

in  Betracht  ziehen  können  und  Avären  dann  zu  ganz  ähnlichen  Re- 
sultaten gelangt.  Endlich  hätten  wir  auch  statt  der  dritten  Potenzen 
gewisse  Producte  unserer  Functionen  zu  Grunde  le<;en  können.  Da 
principiell  sich  hierbei  nichts  Neues  ergiebt,  so  sehen  wir  von  der 
Aufstellung  der  entsprechenden  Resultate  ab. 

Wir  haben  nun  im  allgemeinen  Falle  jrpzeigt,  dass  die  sämmtlichen 
auftretenden  Constanten  nach  vorgeschriebenen  Methoden  durcli  gewisse 
besonders  einfache  unter  ihnen  sich  darstellen  lassen.    Wir  wollen  auch 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  I.  18 
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diese    Reductionen    im    vorliegenden    Falle    nicht    völlig    durchführen, 
sondern  lediglich  die  Coustauten: 


(0) 


^0 


ins  Auge  fassen. 

Es  gilt  die  Transformationsgleichuug: 

Vermehren  wir  v  um  — ,   setzen   v  =  0   und  erwägen  weiter,   dass 

zufolge    der   früher    angegebenen  Beziehungen    zwischen   den   ursprüng- 
lichen und  transformirten  Moduln  sein  muss: 


^o(0,3r)       #, 


^3(0, 3r)       ^3  ^^,n  y 

so  folgt: 

27)  ^„1_,,.„(^). 


Genau  so  einfach  wird: 


Tllt 


28)  _V^.,_,,.„(m 


-^(»  +  21 


-)     -^^^^TW—^^-'e-^^)' 


(T) 


■9-  ^ 

°  V      3 


Die  übrigbleibenden  Constanten  sind  k^  und  sn^/r !! j, 

von    denen    die    letzten    auf   zwei    unter    ihnen    zuriickgeführt    werden 

können,  nämlich: 

2K         ,  2iK' 

sn und     sn 

w  n 
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bestehen    algebii 
2mK  -^  2m,iK' 


Zwischen    diesen    Grössen    bestehen    aWebraisehe    Zusaiuinenhän«Te 
Setzen  wir: 

X  =  sn 


n 
so  leistet  x  der  Gleichung  vierten  Grades  Genüge: 

31)  a;*- T2«  +  4  — ^^— rr  — p  =  (). 

Aus  dieser  können  die  Wurzeln  algebraisch  bestimmt  werden. 
Wir  Avollen  hierbei  einer  Methode  folgen,  Avelche  sich  in  einer  Arbeit 
von  Heinze  findet. 

Nennen   wir   die  Wurzeln  x^,  x^,  x^^x^,  so  finden  die  Gleichungen 

0  ~T"  *^i  "r  X^-2  ~r  -^3  ^^  ^; 

_       6 

ft     1     i"  *'^n*^2    i~  *^(\^^  ~\~  *^\  tß^i}     (     tt-i  tX/Q  ~T"  iA/9 i/'o  ^"^    -|  Q 1 

_  _      l  +  Ä:^ 

0    1  *^9    I    *^(\  *^i  "^^    I    *^o    9  «^Q    r    "^t  *^9  »^*i  "i       1  t      y 

3^ 

XqX^X^X^  7,4* 

Definiren  wir  R  durch  die  Gleichung: 

(a;„  —  x^-\-  x^-  x^y  =  16  B, 
so   erhalten  wir   zur  Bestimmung   von  B,   eine  kubische  Gleichung,  die 
nach  einigen  leichten  Rechnungen  die  Form  annimmt: 


32)  I,-^^E^+^^R-\(^-^) 


0. 


Nennen  wir  die  drei  Wurzeln   B^,  R^,  R^,  so  erhalten  wir  zur  Be- 
stimmung der  Grössen  x  durch  die  Grössen  7^  die  Gleichungen: 

*VA    "~(         w|     ~[~     JUc)        \~     JUt}     '_'• 

tX/(\  "1        JU-t  JUn  kVo    '        t:     Y    "^^CiJ 

OCq        OCi  ~j~  Xq  ~~  OOo  ^   ^jZ  'i  Y  -^1  j 

a;„  —  a:;,  —  3^2  +  aJg  =  ±  4  j/T^g- 
Unter   solchen   Umständen   sind   die  Werthe   der   vier    Wurzeln    in 

'^''  ^^''°'  '■  ±  VRo  ±  VR,  ±  VB, 

enthalten.      Diese    Form    giebt    al)er    bei    den    verschiedenen    Zeichen- 
combinationen  acht  von  einander  verschiedene  Werthe.     Nun  ist  al)er: 

oder  also:  "*'  ^'0^2 ^3  +  ^1^2 ^3 

1  +  /^' 


33)  ±^VRJi,R,=  -4     ^, 


18^ 


276  §  '^'^-  Specielle  Discussion  der  Fälle  n  =  3  und  n  =  5. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  die  Bestimmung  des  Zeichens  -von  I/jRq, 
wenn  die  Zeichen  von  YR^  und  YR^  gegeben  sind,  so  dass  vier  Coni- 
binationen  sich  ergeben,  welche  den  vier  Wurzeln  entsprechen.  Die 
Grössen  R  sind  aus  der  aufgestellten  Gleichung  leicht  zu  berechnen. 
Es  ergiebt  sich: 

R,^^^i\-\-sfR), 
R,-p(l-]-e'pR), 

R  =  -r-fz'     f  =  e  ^  . 

Ist  k^  reell  und  kleiner  als  1  und  wählt  man  für  K  den  reellen 
Werth,  so  ist  die  Zuordnung  der  transcendenten  Formen  zu  den  soeben 
gefundenen  durch  einfache  Zeichenuntersuchuugen  zu  treffen. 

Die  Wurzel: 

sn^ —^  entspricht  den  Zeichen h  +, 

o 

ferner 

C'IJ'' 

"'"'        o  j;  V  V  ■) 

^2K-2iK' 

,2K-\-2iK' 

sn  „  „  „         „        +      -\-. 

Im  allgemeinen  Falle  müssen  die  ReihenentAvickelungen  hinzu- 
genommen werden.  Es  möge  in  Bezug  hierauf  u.  A.  auf  eine  Arbeit 
von  Winzer  verwiesen  werden. 

Die  von  uns  entwickelte  Darstellung  der  auftretenden  Constanten 
durch  eine  einzige  ist  nicht  die  allein  mögliche.  Es  sind  noch  andere 
Darstellungen  möglich.  Es  möge  in  Bezug  hierauf  auf  eine  Arbeit 
von  Krazer  und  die  schon  citirte  von  Voss  verAviesen  werden.  Auch 
eine  Arbeit  von  Thomae  fällt  in  dieses  Gebiet. 

Im  Falle  n  =  ö  fassen  Avir  uns  wesentlich  kürzer. 

Das  fundamentale  oder  eins  der  fundamentalen  Systeme  nimmt 
die  Form  an: 


(    ^, 
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^o^C^') 


•(' 


2K\ 

5  / 


-^o 


dn^yu-^—^)  =  c^dn^u  +  c^drv'ucn^u^^^-]-  c^dnucn^u 


^3^ 


+  c.snu.cnu.dn^n    ''    ,-   +  c-swit  .cn'^M    "   /  , 


V 


— ^-F^x c.n^  {  n  +    .    )  =  c.  cn'-'u  +  c, av^u dn^ii  -^  +  c.cn n  .  dri^u  ^ 


^,- 


i) 


—  c.snudnucrru-^  +  c.snu.dn^^i    "   /  ? 


^, 


'S". 


-^o 


=  Cj  +  Co^**  "-^  +  ^3^*^^*:^  ~  c^snu.cnn  .dnu 


^. 


^, 


c.cnu  .dnu  .sn^u 


&o' 


■9-2  ö-  '^ 


f^oX'^) 


V  o  /  "  'S-., 


c.snn 


7  2       -^s"      ,  7  -^3" 

+  c.cnu  dnu  snhi  ^  o\  <■->  +  c.-. .  cnudnu     ,; 


V-V 


Mit  Hülfe  der  ReihenentAvickelungen  ergiebt  sich: 


^2^ 


37)    2/,=  C2^2> 


38)     .,= 


.<^) 


<& 


'^o'''^2^3 


41) 


4-2) 


39)  ^3-''  (i)  =  &,{c,%'  +  ^,^,2^3^  +  C3^,/), 

40)  ^,'(~)    =    -   .%(C,  .%^  +  C.^/^g^  +  ^3^3^^), 
'^^^^0<i)^.(^)^2(j)v(i)+..V^3^^3<^) 

==V^2V(|)(^4V+C5V); 
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43) 


^3V^2^%V(r,)- 


Aus  diesen  Gleichuno-eu  sind  die  Constanten  bestimmt,  insbesondere 


erhalten  wir  für  c^  die  drei  Gleichungen: 


^5^oV 


44) 


5^0^^;* 


i).,(l)^v(|)..(f)-*.v(i)*X|) 


=   -  ^4^o'^2' 


■o-^o-,, 


+  ^, 


"^Kl 


Durch  Elimination  von  Cj  ergeben  sich  dann  wieder  Gleichungen 
zwischen  den  Thetafunctionen  mit  gebrochenen  Charakteristiken  für  die 
Nullwerthe  der  Argumente. 

§  TH. 

Verallgemeinerung  des  Hermite'sehen  Transformationsprineipes. 

Herstellung  allgemeiner  Thetarelationen.    Einfacher  Beweis  der 

Prym'sehen  Tbetaformeln. 

Nachdem  wir  den  Zusannuenhang  der  neuen  Functionen  mit  den 
früher  entwickelten  nachgewiesen  und  gezeigt  haben,  dass  zwischen 
ihnen  unendlich  viele  Beziehungen  bestehen,  wollen  wir  jetzt  dazu  über- 
gehen, allgemeinere  Beziehungen  zwischen  denselben  zu  entwickeln. 
Für  die  Aufstellung  kann  mit  Erfolg  von  einer  Verallgemeinerung  des 
Hermite'sehen  Transformationsprineipes  Gebranch  gemacht  werden. 
Wir  wollen  die  hierauf  bezüglichen  Sätze  nicht  in  voller  Allojemeinheit 
aufstellen,  sondern  begnügen  uns  mit  den  folgenden  Bemerkungen.  Die 
transformirte  Thetafunction : 

1)  f(v)  =  »s{nv,nT) 

leistet,  als  Function  von  r  aufgefasst,  den  Gleichungen  Genüge: 


2) 
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Umgekehrt  folgt,  dass  eine  jede  ganze  transcendente  Func- 
tion von  V,  die  zwei  solchen  Gleichungen  Genüge  leistet,  bis 
auf  eine  Constante  bestimmt  ist.  Zu  einer  jeden  anderen  trans- 
formirten  Function  kann  ein  analoger  Satz  entwickelt  werden. 

Ebenso  folgt:  Wenn  eine  ganze  transcendente  Function  von  v  den 
Bediugungsgleichungen  Genüge  leistet: 

so  ist  sie  bis  auf  eine  Constante  bestimmt  u.  s.  w. 

Eine  einfache  Anwendung  dieser  Sätze  liefert  unmittelbar  die 
Gleichuujj-en: 


3) 


4) 
5) 


^ 


U 

r, 

n 


y]  +  0 

n  +  <-» 


«)2'^ 


27r/ (i/+  C)»i 


%'' 


r,  r 

(") 


(0, 


'^"^ 


e  +  0 

e.  +  '-l 


(.). 


Die  Summen  resp.  Producte  sind  nach  den  entsprechenden  Buch- 
staben von  0  bis  n  —  1  zu  nehmen.  Die  Constanten  werden  bestimmt, 
indem  man  dem  Argumente  einen  bestimmten  Werth  beilegt. 

Wir  können  aber  auch  nach  einer  etwas  anderen  Methode  all- 
gemeine Beziehungen  zwischen  unseren  Thetafunctionen  herleiten.  In 
der  That,  es  gilt  der  Satz,  dass  zwei  Thetafunctionen  w**""  Ordnung  ein- 
ander cfleich  sind,  wenn  sie  denselben  Bedingunffso-leichungen  Genüo'p 
leisten  und  für  n  von  einander  verschiedene  Theilwerthe  der  Perioden 
einander  gleich  sind.  Dieser  Satz  kann  etwa-  in  folgender  Weise  an- 
gewandt werden.     Nehmen  wir  die  Functionen: 


2  TT  t  r; 


(?.-';,) 


+  0 


_  2?^/•(t-^^;)r, 


2rt/(:-f-»/)r, 


SO  stimmen  dieselben  mit  einander  übereiu  für  die  Werthe: 
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(v  +  0 


^'      ^  n  n 


so  dass  wir,  da  M  und  JV  überdies  denselben  Fundamentalgleichungen 
Genüge  leisten,  die  Relation  erhalten: 
9)  M  =  N. 

Setzen  wir  ferner: 


10)  il/i  =  f  " 


%+<»-!  L%+0 


"('?.-.^) 


MIV>HIV<]^^^^ 


2  7tir(i;,  —  T,) 


^h+tl 


11)  N,==e  »  ^.. 
so  stimmen  diese  Ausdrücke  überein  für  die  Wertbe: 

_  (,^  +  ^):l __  ^i±is   _ (,^  +  g _ i):l 

Hieraus  folgt  dann: 

12)  31,  =  N,. 

So  haben  wir  als  unmittelbaren  Ausfluss  unserer  Principien  einige 
allgemeine  Sätze  gefmiden.  Dieselben  lassen  sich  bedeutend  vermehren, 
überdies  durch  Substitution  von  n}^^  Perioden  in  allgemeinerer  Form 
darstellen.  Wir  wollen  hierauf  nicht  eingehen,  vielmehr  sofort  ein  Ad- 
ditionstheorem entwickeln,  Avelches  durch  Specialisirung  Formeln  der 
genannten  Art  ergiebt  und  im  Wesentlichen  dasselbe  für  unsere  all- 
gemeinen Thetafunctionen  leistet,  was  das  in  §  2G  aufgestellte  Additions- 
theorem für  die  gewöhnlichen  Thetafunctionen  leistet. 

Wir  setzen: 

nwi  =  (1-  n)vi  +  v^-\ V2n, 

13)  l    wm;2  =  Vi  + (1  -  >^)^'2^ «^2n, 


nW2n=  '^1  +  «^2 (1  ~  W)^2» 

und  bilden  das  Product: 

wobei  dasselbe  nach  i  von  1  bis  2w  zu  nehmen  ist,  so  leistet  dieser 
Ausdruck,  wenn  er  für  den  Augenblick  als  Function  von  Vi  allein  an- 
gesehen  und   als  solcher  durch  /"(y,)  bezeichnet  wird,   den  Gleichungen 

«-«8-  /(»,  +  l)-rt.,), 

/•(y.  +  t)  =  /'(t;,)e-«'(2^*+-). 
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Durch  diese  Gleichungen  ist  unser  Product  bis  auf  eine  von  Vi  un- 
abhängige Constante  bestimmt.     Bikleu  wir  weiter  das  Product: 

inigh 
1  e "      ''     , 


r/*[!]w' 


worin  g,  h  alle  Werthe  von  0  bis  n  —  1  annehmen  können  und  das 
Product  nach  i  von  1  bis  2n  zu  nehmen  ist,  so  geht  dasselbe  als 
Function  von  vi  aufgefasst  bei  der  Vermehrung  von  v,-  um  die  Einheit 
in  sich  selber  über. 

Bezeichnen  wir  dasselbe  als  Function  von  V/  durch  q)(yi),  so  gilt 
ferner  die  Gleichung: 

die  Summe  über  alle  fj,  h  erstreckt. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Gleichung: 

i  r/,  li         i 

Die  Constante  c  ist  jedenfalls  unabhängig  von  den  Grössen  v  —, 
sie  hängt  aber  auch  nicht  von  r  ab.  In  der  That,  bezeichnen  wir  die 
linke  Seite  mit  F,  bilden  die  Differentialquotienten  von  F  nach  v  und  t, 
so  folgt:  ,^  ^^ 

>;^-2  =  4«?  —  • 

.^J  dVi  or 

i 

Derselben  Bedingung  genügt  die  rechte  Seite,  so  dass  die  Constante 
auch  von  t  unabhängig  sein  muss. 

Setzen  wir  zu  ihrer  Bestimmung  die  Fourier'schen  EntAvickelungeu 
der  einzelneu  Functionen  ein,  so  wird: 

1  =  cw, 
oder  also  wir  erhalten  das  Additionstheorem: 

lö)  n]J^,(v.)==^JJ^[l]{iv^)c-^. 

i  tj,  li       i 

In  ähnlicher  Weise  folgt: 
Setzt  man: 


16) 


nw^  =  (2  -  w)  t\  +  t'2  -I 2v„, 

nw^  =  2^1  +  (2  -  n)v.^  -\ 2v„, 


nwn=  2^1  +  ^2  +  •  •  •  (2  —  ti)v,i, 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

17)  n/7^3C^0  =2n^[iy'^0e  "   ''"• 


9,'^ 
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Aus  diesen  beiden  Additionstheoremen  lassen  sich  durch  Sub- 
stitution von  n^^^  Perioden  noch  allgemeinere  Forinehi  ableiten,  von 
deren  Aufstellung  indessen  abgesehen  werden  kann. 


Einführung  neuer  Fundamentalfunctionen. 

Aus  den  Thetafunctionen  mit  gebrochener  Charakteristik  können 
nun  durch  einfache  Operationen  neue  Functionen  gebildet  werden, 
welche  sich  für  die  gesammte  Theorie  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen von  fundamentaler  Bedeutung  gezeigt  haben.  Wir  gelangen  zu 
ihnen,  iudem  wir  an  Stelle  von  v  und  r  uns  die  Grössen  nv  und  nr 
eingesetzt  denken.  Dabei  aber  ergeben  sich  besonders  einfache  und 
merkwürdige  Beziehungen,  wenn  wir  uns  /*  =  0  gesetzt  denken.  Das 
soll  greschehen:  dann  orelangeu  Avir  zu  den  Functionen: 


1)  ^Sr^=  ^a{nv  -\-  gT,nr)e"'^^^"^  »^ 


Wir  wollen  nmi  die  Einschränkung  einführen,  dass  n  eine  un- 
trerade  Primzahl  sei,  weil  dann  die  Untersuchuncren  besonders  durch- 
sichtig  und  einfach  werden. 

Die  eino;eführten  Functionen  können  in  einen  engen  Zusammen- 
hang  mit  den  repräsentirenden  Thetafunctionen  gebracht  werden.  In 
der  That,  wie  aus  der  Summeudarstellung  unmittelbar  folgt,  gilt  die 
Gleichung: 


^3 


n  —  1 


Setzen  wir  rechts  und  links  an  Stelle  der  Grösse  t  die  Grösse: 

T  +  2A 

> 

n 

so  Avird:  „_i 

■I)  ^3  (r,  "-±^)  =  ^,{nr,  nr)  -^"^^^^^f  +  ^^l> 

0 

Wir    finden    also    zuuäch.st    das    wichtige    Resultat,    dass    unsere 
repräsentirenden    Thetafunctionen    sich    linear    unter    Hinzu- 
ziehung  von  n^^"^  Einheitswurzeln  durch  die  Grössen  A(^)  aus- 
o  g 

drücken  lassen  und  zwar  zunächst  für  den  Index  3.  Dass  für  die 
anderen  Indices  etwas  Analoges  gilt,  braucht  nicht  weiter  ausgeführt 
zu  werden. 
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Dabei  zeigt  es  sich,  dass  die  ueueu  FuuctioiuMi  iiinner  in  der  Ver- 
bindung: j^-(3)    ,     j^-(3) 

'J  —9 

auftreten. 

Durch  Umkehrung  erhalten  wir: 

ni<ft 

3)  e    "    \f^'9''^.X^iv-^(jx,nx)-^t-^'''"->^%.^{nv-ijx,nx)\  =  \^^^->rX^^ 

0 

Es  zeigt  sich  also,  dass  sich  zwar  die  neuen  Functionen  selbst 
nicht,  wohl  aber  einfache  Verbindungen  durch  die  repräsentirendeji 
Thetafunctiouen  darstellen  lassen.  Setzen  wir  die  Argumente 
gleich  Null,  so  lassen  sich  aber  die  neuen  Functionen  selbst 
unmittelbar  durch  die  transf'ormirteu  Thetafunctionen  aus- 
drücken. Hierin  liegt  eines  der  wichtigsten  Momente  für  die  Ein- 
führung derselben.  Li  der  Transformationstheorie  hat  es  sich  schliess- 
lich als  Aufgabe  herausgestellt,  zwischen  ursprünglichen  und  trans- 
formirten  Grössen  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  Relationen  her- 
zustellen. Da  sind  wir  deuii  berechtigt,  an  Stelle  der  transformirten 
Thetafunctionen  die  Grössen 

TT » ff''  r 

einzuführen  und  es  als  Aufgabe  der  Transformationstheorie  zu  be- 
zeichnen, zwischen  diesen  Grössen  Relationen  allgemeiner  Art  zu  ent- 
wickeln. Der  grosse  Vorzug,  der  hierbei  eintritt,  liegt  darin,  dass  die 
allgemeinen  Grössen  mit  beliebigen  Argumenten,  die  durch  Sj)ecialisirung 
unsere  Grössen 

ersehen,  allgemeinen  leicht  aufstellbaren  Additionstheoremen  Genüge 
leisten.  Wir  erhalten  also  Transformationsgleichungen  durch 
Specialisiruug  von  Additionstheoremen,  so  dass  die  Trans- 
formationstheorie im  engeren  Sinne  keine  eigenen  immerhin 
complicirten  und  fremdartigen  Methoden  erfordert.  Damit 
ist  ein  neues  Moment  in  die  ganze  Theorie  gebracht,  welches  sich  von 
schwerwiegendster  Bedeutung  zeigen  dürfte  und  weiterhin  noch  näher 
ausgeführt  werden  wird. 

Die  Beziehimgen,  die  wir  zwischen  den  repräsentirenden  Theta- 
functionen und  den  Grössen  X^")  gefunden  haben,  zeigen,  dass  zwischen 
den  ersteren  eine  Reihe  linearer  Beziehungen  bestehen  müssen.  Wir 
können  dieselben  sehreiben: 


284 
4) 
5) 
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n^s{nv,  nx)  =  >  ;i  ^3  \v,  — -— j; 


^a'%^\x 


T  +  2A 


n 

=  0, 


sofern  es  sich  um  den  Iudex  3  handelt.    Für  die  übrigen  Indices  gelten 
ähnliche  Beziehungen. 

Die  neuen  Functionen  sind  aus  den  Thetafunctionen  mit  ge- 
brochenen Charakteristiken  entstanden,  indem  an  Stelle  von  v,  x  getreten 
ist  nv,  nx.  Wir  können  daneben  aber  die  folgenden  Beziehungen 
zwischen  diesen  Grössen  herstellen.  Für  ein  ungerades  n  hatten  wir 
die  Beziehungen  gefunden: 

6)  j/,T.^.(nt',n^)^o^-^"7^-^3"^=2~^«00jJ^i  ^^)^^^^.-^^)^"^n~'')' 


wobei  das  Product  nach  a  von   1   bis 


n 


1 


zu  nehmen  ist. 


Setzen  wir  in  dieser  Formel  au  Stelle  von  r 


v^- 


so  ergiebt  sich: 

n  —  1     n  —  1     n  —  1 


Wir  sehen  also,  dass  unsere  neuen  Functionen  sich,  von  einer  Con- 
stanten abgesehen,  als  Froducte  von  Thetafunctionen  mit  gebrochener 
Charakteristik  darstellen  lassen. 

Eine  weitere  wichtige  Eigenschaft  unserer  Grössen  ist  die,  dass  die 
Ausdrücke : 


9^ 


5r  =  0,  1,...«-1 

linear  unabhängio-  von  einander  sind.  Der  Beweis  folgt  unmittelbar 
durch  Substitution  von  w*®^  Perioden. 

Fügen  Avir  zu  dem  Functionszeicheu: 

9 

das  Argument  v  hinzu,  d.  h.  sehen  wir  unsere  Ausdrücke  als  Function 
von  V  an,  so  leisten  sie  den  Gleichungen  Genüge: 

(X(")(t;  +  l)  =  .,X(«)(^;), 

^)  1  X^^\v  -f  t)  =  £,e-'^'»(2''+-)X(;')(t;), 

wobei  fj  und  s^  den  Werth  +  1  annehmen  können,  und  zwar  je  nach 
der  Wahl  von  a.  Wir  haben  also ,  indem  wir  a  die  vier  von  einander 
verschiedenen  Werthe    beilegen,   je    n  linear  von  einander  unabhängige 
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Thetafuuctionen  w*"""  Ordnung  gefunden,  die  zu  den  verschiedenen  Cha- 
rakteristiken gehören.     Somit  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Eine  jede  Thetafunction  w*'^"'  Ordnung  lüsst  sieh 
linear  durch  n  unserer  Functionen: 

e      ^        ""  ^%a{nv  -\-  gr,nx) 
darstellen. 

Dieser  Lehrsatz  zeigt  eine  weitere  wichtige  Eigenschaft  unserer 
Functionen,  welche  zur  Einführung  derselben  geführt  hat. 

Zwischen  den  Grössen  X.'f^  besteht  eine  Reihe  von  quadratischen 
Relationen,  die  mehrfach  in  der  Literatur  untersucht  worden  sind.  Für 
uns  treten  dieselben  an  Bedeutung  zurück,  da  sie  nur  specielle  Fälle 
allgemeiner  Additionstheoreme  sind.  Wir  wollen  nur  kurz  auf  dieselben 
eingehen,  und  zwar  indem  Avir  zeigen,  dass  sie  auch  als  unmittelbarer 
Ausfluss   unserer   allgemeinen  Transformationsprincipien   gelten  können. 

Li  der  That,  es  ist: 

XW(ü  +  t)  =  +  e-"'^'<2^  +  ')X(«)(t;). 


9) 


g    ^       •       ^  —  ■   g 

Diese  Gleichungen  bestimmen  bei  einer  bestimmten  Combination 
der  Vorzeichen  die  entsprechende  Function  bis  auf  eine  Constante.  Wir 
wollen  ß  =  3  setzen,  d.  h.  in  l)eiden  Gleichungen  das  positive  Vorzeichen 
wählen.     Bilden  wir  dann  das  Product: 

10)  /^(.)=X(3).X(3), 

so  leistet  dieses  den  Gleichungen  Genüge: 

1/  1    \  2  TT  f  (ff -f- gl) 

Hieraus  folgt,  dass  zwischen  je  drei  solchen  Producten,  bei  denen 
(J  +  (/i  den  nämlichen  Werth  besitzt,  je  eine  lineare  Beziehung  bestehen 
muss,  oder  also  dass  wir  erhalten: 

c.  X(3)  A:«-^)  +  c,  A(3)  A(3)  -f  c,  X(3)  A(3)  =  0, 

Ö'  +  ^1  =  ^2  +  ^3  =  ^.1  +  9ry 

Das  Analuge  gilt  für  die  anderen  oberen  Lidices:  also  für  den 
Index   1   würde  sich  auch  ergeben: 

12)  c,X(i)Z(i)+  c,X(')X(')+  c,X(i)X(')=  0. 


2H()    §  80.  Additionstlieoreme  zwischen  Thetafunctionen  mit  verschied.  Moduln. 

Die    Coiistmiten    sind    leicht   zu    bestimmen.      Bezeichnen    wir   die 
Werthe    von    X(")    für    den    NuUwerth    des    Argumentes   v    durch    x''"\ 

.7  "  'J 


und  setzen  zugleich: 

V  =  - 

_9J 

so  wird: 

n 

0  =  c„a;(')     x'^^^     +  c,,x       X 
Genau  so  erhalten  wir: 

Aus  diesen  (Jleichungen  erhalten  wir  für  die  Constanten  die  Werthe: 
,  c,  =  a;(i)      xW      , 

I      1  Ss  —  Si    93— 9i' 


13)  lc,=  xW     xW     , 

3  9i  —  9    93—9 

Damit  sind  die  quadratischen  Relationen  entwickelt. 


§  80.3^) 

Additionstheoreme  zwischen  Thetafunctionen 

mit  verschiedenen  Moduln. 

Wir  haben  bemerkt,  dass  Beziehungen  zwischen  den  Grössen: 


durch  Specialisirung  von  Additionstheoremen  gewonnen  werden  können. 
Es  sollen  jetzt  diese  Theoreme  entwickelt  werden.  Unsere  neuen 
Functionen  erhielten  wir  aus  Thetafunctionen  mit  gebrochener  Charak- 
teristik, bei  denen  h  =  0  ist.  Um  eine  einfachere  Schreibweise  zu 
erhalten,  wollen  wir  setzen: 


1)  ^a 

Es  ist  dann: 


9 

LO 


(v,  t)  =  ^•cc[fj](v,r). 


2)  Xi")=&„[g]{nv,nr). 


9 

Bilden  wir  nun  das  Product: 


^)  P=JJU'^\,^), 


wo  dasselbe  nach  e  von  1  bis  n  zu  nehmen  ist  und  v^,v.^,  . . .  Vn  be- 
liebige von  einander  unabhängige  Argumente  bedeuten,  so  ist  dasselbe 
in  Bezug  auf  jedes  der  Argumente  eine  Thetafunction  erster  Orthmng 
mit   der   Charakteristik   Null,   welches   überdies   der   Gleichung  Genüge 

leistet:  .  ^ 

n  ^^^P      ,     -SP 

^  ^  dvl  dt 
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Wir  wollen  nun  aniielimen,  dass  mit  den  Argiuiienten  v^  n  andere 
Argumente  tv^  durch  die  Gleichungen  verbunden  sind: 

5)  «^6=«a^i+ «f2^"2-f  •••^f«^«;  £  =  1,2,...«, 

wobei    die    Grössen    a^^   einstweilen    völlig    unbestimmte    ganze    Zahlen 
bedeuten  und  mit  ihrer  Hülfe  das  Produet  bilden: 


lJ^d9eU'^t,^h'^)- 


Dasselbe  kann,  wenn  g^  und  m^,  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten, 
auch  als  Function  der  Grössen  v^^...Vn  aufgefasst  werden.  Vermehren 
wir  dann  v^  um  1  oder  um  t,  so  geht  dasselbe,  von  Exponentialfactoren 
abgesehen,  in  sich  oder  in  Producte  derselben  Art  über. 


Unterwerfen  wir  nun  die  Zahlen  a  den  Bedingungen: 


6) 


r       -  -\- 


Ulf.  .  üir         a-zs .  a2r    . 

H r 


m„ 


oder  was  dasselbe  sagt  den  Bedingungen: 

all  +  0,^2 -\ aln=  nif, 


k 


V 


und  bilden  die  Summe: 

so  ist  diese,  als  Function  von  v^  aufgefasst,  eine  Thetafunction  erster 
Ordnung  von  der  Charakteristik  Null,  wenn  sie  über  alle  diejenigen  y^ 
nach  den  Moduln  nif.  erstreckt  wird,  die  den  Congruenzen  Genüge  leisten: 

(  g^  =  «11  Si -\-  a^2  S2 -\-  ■  ■  ■  Ol  n  Sn  mod  w, , 
^N  ^2  =  «21  5,  +  «22  ^2  +  ■  ■  ■  «2n  s«  tnod  m^, 


^«=  a„iSi  -f  a«2S2H annSnmodm„, 

vorausgesetzt,  dass  die  Zahlen  s  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten.    Diese 
Congruenzen  sind  gleichbedeutend  damit,  dass  die  Ausdrücke: 

91^18     ,     92^  _| UnCln 

ganze   Zahlen   sind.     Der  Beweis   dieser  Behauptung   beruht  vor  alli'in 
auf  den  Formeln: 

^d9^]{'^  +  ^^;  ^^)  =  c-'"(^''+"'^)'y-y[r/J(i;,  mr), 


■^sL^iK^  +  ^^;  wt)  =  e 


(r=r+2/i') 


^■A9i+^](v,'^^^-r) 
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Hieraus  folgt  die  Gleichung: 


n 


^sK;  ^)  =  o^[J&,[g,]  K,  m,r), 


wobei  c  eine  Grösse  bedeutet,  die  von  den  Argumenten  v  unabhängig 
ist.  Da  aber  die  Summe  der  rechten  Seite  derselben  Differential- 
gleichung Genüge  leistet,  wie  das  Product  auf  der  linken  Seite,  so 
folgt,  dass  die  Constante  auch  von  t  unabhängig  sein  muss,  mit  anderen 
Worten,  dass  sie  numerisch  ist.  Ihr  Werth  ergiebt  sich  mimittelbar 
durch  Einsetzen  der  Reihen  für  die  Thetafunctionen  und  zwar  wird  er 
gleich  1   oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leisten  die  ganzen  Zahlen  a^r  den  vorhin  auf- 
gestellten Gleichungen  Genüge,  so  findet  das  Additions- 
theorem  statt: 

wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

und  die    Summe    über    alle  gi,  (/27-  •  ■  9n.  zu  erstrecken  ist,    die 
den  Congruenzen  Genüge  leisten: 


Qn  =  ttn  1  Si  +  «„  2  S2  H ttn  n  Sn  mod  W„. 

Dieses  Additionstheorem  kann  nach  doppelter  Richtung  hin  ver- 
allgemeinert werden.  Erstens  ist  es  nicht  nöthig,  dass  die  Theta- 
functionen auf  der  linken  Seite  alle  den  Modul  z  haben,  vielmehr  kann 
die  Annahme  gemacht  werden,  dass  der  zu  v^  gehörende  Modul  gleich 
/M.jT  ist,  wo  /i^  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Da  in 
der  Discussion  sich  keinerlei  neue  Momente  ergeben,  so  beschränken 
wir  uns  darauf,  das  Resultat  anzugeben. 

Lehrsatz:  Es  gilt  das  Additionstheorem: 

Avobei  die  Beziehungen  bestehen: 

iv^  =  «,i  i\  +  «f  2  ■'^a  H (^tn  i\, 

jUi  dl  1  +  ^lo  «vj  H ^^n  ain  ==  '>n^ , 

fil  .  «gl  «n  +  /^2  ^62  «/-a  4-  •  •  •  /t«  flen  Um  =  0 

und    die    Summe   über   alle  ^1,^2;  ••■  ^«  ^^^'    ei'strecken   ist,    die 
den  Congruenzen  Genüge  leisten: 

Ol  =  ^'11  ^\  h  +  «12  f'2  ^'2  H ^'1  '<  f«  Sn  mod  Wj , 


gn  =  «„  1  fti  «1  +  «„  2  i«o  S2  H ünn  {In  S„  WOd  m„. 
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Eine  zweite  Verallgemeinerung  tritt  ein,  wenn  Avir  die  Voraus- 
setzung fallen  lassen,  dass  h  =  (j  ist.  Für  die  Zwecke,  die  hier  zu- 
nächst ins  Auge  gefasst  werden,  genügt  es,  wenn  wir  nur  specielle 
Werthe  von  Ji  ins  Auge  fassen,  wobei  wir  bemerken,  dass  irgend  welche 
neue  Gesichtspunkte  oder  Schwierigkeiten  bei  einem  allgemeinen  h  nicht 
auftreten.     Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Es  gilt  das  Additionstheorem: 

2^"J7^3(^'.,  r)  =^  YI^  [-^^J  K  +  ^,,  m,r), 
wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

2^^J  =  «j  1 1\  +  rtf  2 1\,  H «f  „  v„, 

^Ve  =  ^<fl  ^1  +  ^f  2  ^2  H asnn'n, 

oder  auch: 

2                 2                         2 
»16     ,     ö[2f     ,              (Ins  i 
1 h  •  •  •   =  4, 

»l£  •  »Ir     ,      »2£  •  »2;-     ,  (^nB-Clnr.  p. 

Die  Summe  ist  über  alle  rj'  gleich  0  und  1  zu  erstrecken, 
ferner  über  alle  g,  die  den  Congruenzen 

^Tg  =  »ji  5i  -f  «j2  «2  +  cisnSn  mod2nii 
entsprechen. 

Es  können  nun  die  beiden  letzten  Fälle  vereinigt  werden  und  er- 
geben dann  eine  vierte  noch  allgemeinere  Form,  von  deren  Aufstellung 
hier  um  so  mehr  abgesehen  werden  kann,  als  die  wichtigsten  An- 
wendungen erst  in  dem  zweiten  Bande  dieses  Werkes  erfolgen  werden. 

§  81."^) 

Summendarstellung  der  doppeltperiodisclien  Functionen 

zweiter  und  dritter  Art. 

Die  von  uns  eingeführten  Functionen  können  nun  dazu  dienen, 
um  überdies  wichtige  neue  Darstellungen  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen zweiter  und  dritter  Art  zu  geben.  Von  einer  einfachen  Ex- 
ponentialgrösse  abgesehen,  halben  wir  die  doppeltperiodischen  Func- 
tionen zweiter  und  dritter  Art  in  die  Form  gel)racht: 

Krause,  Doppeltijoriodische  runctioueu.  I.  1^) 
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-»1  (v  —  «i)  f^i  (v  —  a^)  . . .  O-i  ( V  —  a,,) 
^1  (v  -  &i)  ^1  (v  -  h,)  ...'^,(0-  bn)' 

Avobei  7)1  und  n  zwei  beliebige  ganze  positive  Zahlen  bedeuten.  An 
Stelle  des  Index  1  kann  auch  jeder  andere  Index  treten.  Wir  wollen 
nun  zunächst  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dass  6j,&2j--^«  lauter 
von  einander  verschiedene  Grössen  sind.  Um  derartige  Functionen  als 
Summen  einfacherer  Ausdrücke  darzustellen,  denken  wir  uns  eine 
transcendente  ganze  Function  der  Veränderlichen: 

vorgelegt,  welche  den  Bedingungsgleichungen  Genüge  leistet: 


IX  \f(v-^l)=fiv), 

\  f{y  -f  t)  =  /■(t')e-'^«M2e-  +  r)  -  2wni^ 


Derartige  Functionen  lassen  sich  bekanntlich  durch  n  linear  von 
einander  unabhängige  ausdrücken,  die  denselben  Bedingungsgleichungen 
Genüge  leisten,   und  zwar   kömien  wir  hierfür  die  Functionen  wählen: 

(       "'  ^  1  '^ '  ■''''  ^ 

2)  '0'y[f/]  {i\v  -\-  IV,  nr)  =  e  ^      "^        ''    Q:^(nv  -\-  w  —  gr,  niX 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  setzen: 

3)  f{v)  =^c,% [g]  {n  V  +  IV,  nr), 

wobei  die  Cg  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Die  Darstellung  kann  aber  noch  in  mannigfach  anderer  Weise  ge- 
schehen. Nehmen  wir  an,  dass  hy  und  \  zwei  beliebige  Grössen  sind, 
die  aber  nicht  der  Congruenz  Genüge  leisten: 

&i  =  ?>2  ^^^^  *"i  ^  +  '"ä j 
so  können  wir  die  Grössen  bilden: 

^3(^   -    y^sM  [('«   -  1)^   +   «^   +   h,    («   -   1)^]-  f    =    1;  2 

Lassen  wir  g  der  Reihe  nach  die  Wertlie  durchlaufen  0,  l,...w  — 2, 
so  folgt  leicht,  dass  wir  unter  den  definirten  Grössen  immer  n  von 
einander  linear  unabhängio-e  wählen  können.  Hieraus  folo-t  die  Uichtigkeit 
der  Gleichung: 

4)  f{v)  =^^c\;)iy,{v  -  h,)^,[g'\  ((n  -\)v+w  +  h„  (n  -  IV) 

+  f  ^^a(^  -  h)^^^^  {{n  -  1 )"  +  ^^  +  K,  {n  -  l)r). 
Die  Grössen  t"'  und  d'-^  sind  unbekainite  Constanten.    Wir  können, 
wie    nicht   Aveiter    auseinandergesetzt    zu    Averden    ]>raucht,    (n  —  2)   der 
Grössen  c^    oder    auch    der  Grössen   c'^'    der  Null   uieich  setzen,    ohne 
der  Allgemeinheit  des  Problems  Abl)ru(.'h  zu  thun. 
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In  analoger  Weise  können  wir  weiter  gehen.  Sind  l>i,h.,,h^  drei 
willkürliche  Grössen,  von  denen  je  zwei  einander  nicht  nach  dem 
Modul  m^T  -\- m.^  congruent  sein  dürfen,    so  findet  die  Gleichung  statt: 

/■(^•)  =^^f '  ''^^^  (^-  -  ^  J  ^3  C^  -  ^>0  ^3 19^  V{n  -  2)  V  +  ^c  +  1k  +/.,_,  (n  -  2 j  r  j. 

t    ^  t ,,  e,  cj         !,_,.>. 

Hierbei  können  wieder  eine  Reihe  der  Grössen  c,j  der  Null  r^-leich 
sein,  ohne  dass  der  Allgemeinheit  des  Problems  Abbruch  gethan  Mird.  In 
ähnlicher  Weise  können  wir  weiter  gehen.    Als  letzten  Fall  erhalten  wir: 

'0    fiy)  =^CW^3(.-  -  h,)^,{v  -  &,)  ...^,{y-  hr-x)h{v  -h,.  +  ^)... 
^,{V  -.  hnJ^^^V  +  tV  -\-  h    ~hr), 

Hierbei  bedeuten  h^,hc,,. .  .h^  beliebige  Grössen,  von  denen  niemals 
je  zwei  einander  nach  dem  Modul  m^r  -\-  m.^  congruent  sein  dürfen. 

Ganz    analoge  Darstellungen   Avürden    wir   erhalten,    wenn  wir  die 
Gleichungen  zu  Grunde  gelegt  hätten: 
f{y  +  1)  =  ±  f{v), 

Nehmen  wir  insbesondere  den  Fall: 

f\v  +  ij  =  (-  lyfiv), 


so  würden  wir  als  letzte  Gleichung  die  folgende  wählen  können: 

Dividiren  wir  nun  in  Gleichung  )\)  beide  Seiten  durch -O'g^^- — /y^), 
in  der  Gleichung  4)  beide  Seiten  durch  d-^(v  —  bi)&2{v  —  b^)  etc.  und 
schliesslich  durch  ^o^v  —  bi)---'^s{^  —  b„  —  i),  so  erhalten  wir  auf  den 
linken  Seiten  doppeltperiodische  Functionen  dritter  Art,  bei  denen  die 
Zahl  der  verschiedenen  Unendlichkeitsjninkte  resp.  gleich  l,2,...w— 1 
ist  und  damit  jedenfalls  kleiner  als  die  der  Nullpunkte.  Eine  einfache 
Betrachtuno;  zeigt,  dass  wir  auf  diesem  Wege  zu  Functionen  gelantjen, 
auf  welche  sich  die  allgemeinsten  doppeltperiodischen  Functionen  mit 
lauter  verschiedenen  Unendlichkeitspunkten  reduciren  lassen. 
Wir  erhalten  demgemäss  den 

Lehrsatz:  Die  doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art,  bei  denen  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser  ist  als  die 
der  Unendlichkeitspunkte,  lassen  sich  linear  aus  Functionen 
von  der  Form  zusammensetzen: 

19* 
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^■i[g](inv  —  V,  mx) 

wobei  m—\  ffleicli  der  Differenz  der  Zahl  der  Null-  und 
Uuendlichkeitsstellen  ist  und  die  letzteren  alle  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

Um  die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art  zu  erhalten, 
dividiren  wir  in  Formel  8)  links  und  rechts  durch  ^^^(v —  h^d-^iv —  h.^... 
^1  (^  ~  ^")  '^^^^^  erhalten  den 

Lehrsatz:  Die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 
Art  mit  lauter  verschiedenen  Unendliehkeitspunkten  lassen 
sich  linear  aus  den  Functionen: 

zusammensetzen. 

In  diesem  wie  in  dem  vorigen  Lehrsatz  ist  von  etwaigen  Exponential- 
factoren  abgesehen.  Der  letzte  Satz  hätte  auch  in  etwas  anderer  Form 
als  specieller  Fall  des  vorletzten  aufgestellt  werden  können. 

Die  Bestimmung  der  Constanten  ist  im  Allgemeinen  zunächst  mit 
Schwierigkeiten  verbunden.  Im  ursprünglichen  und  im  letzten  Falle 
ist  sie  leicht  durchzuführen. 

Die  ganzen  transcendenten  Functionen,  sofern  sie  doppeltperiodische 
Functionen  dritter  Art  sind,  lassen  sich,  von  einfachen  Exponential- 
grössen  abgesehen,  in  die  Form  bringen: 

Jj'&3(y-a,,T),  £  =  1,...«. 

Nun  hatten  wir  das  Additionstheorem: 

wobei  die  bekannten  Beziehungen  bestehen.    In  diesem  Additionstheorem 
setzen  wir  an  Stelle  der  Grössen  v.  die  Grössen  v. —  «c,  so  ersieht  sich: 


n 


»^(v,-a„  t)  ==2j  I]^Ä9b](^'^b-^8,  wifT). 


Nun  können  wir  die  Grössen  Ofj,.  stets  den  Bedingungsgleichungen 
gemäss  bestimmen: 

«11  +  «"'i-i  H «1«=  ", 

«fl+«f2H «f«=0,  £  >  1. 

Der  Beweis   hierfür   Icann    auf-  mehrfachem  Wege  geführt  werden. 
Wir  wollen  hier  foli>;endermasstni  verfahren.    In  den  einfachsten  Fällen 
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ist   der  Beweis  klar.    Nehmen  wir  nun  an,   das.s  n  eine  ungerade  Zahl 
ist,  so  können  wir  setzen: 

a2i  =  n  —  l,     «22  =  ^23  =  •••«2«= —  1,     w?2  =  »(w  — 1), 

«31=  «41  =  --  ■  ««1=  <>• 

Damit  ist  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Bestimmung 
der  übrigen  Zahlen  auf  den  Fall  zurückgeführt,  dass  die  Zahl  der  Ver- 
änderlichen gleich  n  —  1   d.  h.  eine  gerade  Zahl  ist. 

Ist  aber  n  eine  gerade  Zahl  gleich  2r,  so  setzen  Avir: 

«11  ^  «12  "^  ■  ■  ■  «1«  =  1 ; 

«21  =  «22  ~  ■  ■  ■  «2/-  =  1;       Ö2r+1  =  ör2/ +2  =  •  •  •  «227-  =  ~  1- 

Dann  folgt  leicht,  dass  die  Bestimmung  der  übrigen  Grössen  auf 
denjenigen  Fall  reducirt  ist,  in  welchem  die  Zahl  der  veränderlichen 
Grössen  gleich  r  ist,  d.  h.  gleich  der  Hälfte  der  ursprünglichen. 

Unterwerfen  wir  aber  die  Grössen  a^r  den  genannten  Bediugungs- 
gleichun^en ,  so  nimmt  unser  Additionstheorem  die  Form  an: 

f  =  2 

Damit  haben  wir  in  diesem  Falle  die  Darstellung  der  do|Dpelt- 
periodischen  Functionen  dritter  Art  durch  die  von  uns  eingeführten 
Functionen  gegeben. 

Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Bestimmung  der  Constanten  in 
dem  Falle  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art.  Neinien 
wir  die  Nullpunkte  einer  ganzen  transcendenten  Function,  die  den 
Gleichungen  Genüge  leistet: 

(/■(^  +  i)==(-i)YO-), 

cfj,  a^, . . .  «„,  so  wird  dieselbe  gleich: 

f{v)  =  c&^{v  -  «1)^1  {v  —  CL^) . . .  ^i{r  -  «„), 

wobei  die  Relation  besteht: 

^         „  -   ,  «1  +  c/o  -f  ■  •  •  a„  4-  w;  =  fn  {m  ganze  Zahl). 

Dami  folgt: 

-»1  {v  —  cti)  -9-1  {y  —  «.J  •■■^i{v  —  ein)  ^  STl    ^1  (v  —  hr+h  —  (i) 
h  =  hj^ -\- h., -^ 0„, 
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Multiplicireu  wir  mit  dem  Nenuer  lierttber  und  setzen  v  =  h,-,  so 
wird: 

.  o^  ^ ^1  (pr  -  a,)  &,  (K  -  a,)...&,  {hr  -  an) 

'")  ^'-      ^^ (p^  _  h,)  », {hr  -  hr-i)^, {br  -  6.+i)  ^^  (6.  -  &„)  ^i  (6  "  a) 

Diese  Constantenbestimmung  ist  zuerst  von  Hermite  gegeben 
worden.  Hätten  wir  andere  Zeichen  gewählt,  so  hätten  die  Betracht- 
ungen sich  nur  weni«:  modificirt,  iedenfalls  ist  auch  in  den  anderen 
Fällen  eine  explicite  Darstellung  möglich. 

In  dem  Falle  der  allgemeinen  doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art  mit  mehr  Null-  als  Unendlichkeitsstelleu  können  andere  Methoden 
nicht  so  einfacher  Art  angewandt  werden,  um  die  Constanten  zu  be- 
stimmen, daneben  aber  können  dieselben  durch  eine  einfache  Be- 
trachtung auf  die  Functionen  zweiter  Art  zurückgeführt  werden,  so  dass 
auch  hier  eine  explicite  Darstellung  möglich  ist.  In  der  That,  nehmen 
wir  an,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  so  folgt: 

wo  das  Product  nach  s  von  ( )  bis  w  —  1  zu  nehmen  und  c  eine  be- 
kannte Constante  ist.  Sei  nun  eine  doppeltperiodische  Function  dritter 
Art  vorgelegt,  bei  welcher  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser  als  die  der 
Unendlichkeitspunkte  ist,  und  die  den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

fiv  +  1)  =  f(v), 

f(v  +  t)  =  /■(?.)e-«'»(2t-4-r)-2<<,;r;^ 

so  bilden  wir  den  Ausdruck: 


F{v) 


TI^.{v-^l,r) 


dann  ist  F(v)  eine  doppeltperiodische  Fvmction  zweiter  Art.  Diese 
können  wir  dann  in  expliciter  Weise  durch  Functionen  von  der  Form 
darstellen:  ».{v  -  a) 

^Äv-b)' 
wobei   die   Coefficienteu   leicht   hinschreibbare  bestimmte  Grössen   sind. 
Die  Function  /(<;)  selbst  wird  dann  in  Ausdrücke  von  der  Form  zerfallen: 


■^8  (^  ~  «)  a.  /  \ 

&s{v—h)    ^^     '      ^ 


Nun  silt  die  Formel: 


14) 

\  \f^\iiw  —  mv  +  nni^t,  nm{n  -f  m)T]  d:^[v  -\-  w  -\-  ynnt,  (n  +  w)t]. 
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Setzen  wir  in  derselben  an  Stelle  von  v:nr,  an  Stelle  von  iv.v  —  a, 
von  m:\,  so  wird: 

=2'^3[ft'0  [-  "»7  w  («  +  l)r]  ^aCft]  [(n  +1)  ?;  -  a,  {n  +  1)t]. 

Damit  aber  ist  die  Reduction  auf  die  früberen  Functionen  voll- 
kommen zu  Ende  gefübrt,  und  wir  können  somit  die  explicite  Be- 
stimmung der  Coefficienten  als  durcbo-efübrt  anseben.  Aebnlicb  wäre 
der  Fall  eines   geraden   n   zu   erledigen. 

Zu  gleicber  Zeit  geben  aber  die  Betracbtungen^  die  wir  soeben 
angestellt  baben,  die  Mögiicbkeit,  die  doppeltperiodiscben  Functionen 
dritter  Art,  bei  denen  die  Zabl  der  Nullpunkte  kleiner  als  die  der  Un- 
endliclikeitspunkte  ist,  aus  gewissen  einfacberen  Functionen  zusammen- 
zusetzen. In  der  Tbat,  nebmen  wir  an,  dass  n  Unendlicbkeitspunkte 
mebr  als  Nullpunkte  vorhanden  sind  und  bezeichnen  die  vorgelegte 
doppeltperiodische  Function  durch  f{v),  so  ist  jetzt: 


mU^'i"  +  f  0 


(n  ungerade)    eine   doppeltj)eriodiscbe  Function   zweiter  Art,   lüsst   sich 
also  in  expliciter  Form  aus  Functionen 

zusammensetzen.     Hieraus  folgt  der 

Lehrsatz:  Die  doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art,  bei  denen  7i  Unendlicbkeitspunkte  mehr  als  Nullpunkte 
vorbanden  und  die  Unendlicbkeitspunkte  von  einander  ver- 
schieden sind,  lassen  sich  linear  in  expliciter  Weise  durch 
die  Grössen  darstellen: 

d-^(v  —  a,r)  1 

%{v~b,T)    &.,{nv,nt) 

Bei  den  letzten  Betrachtungen  war  durchweg  angenommen,  dass 
die  Wurzeln  des  Nenners  alle  von  einander  verschieden  sind.  Wird 
ein  Theil   derselben   einander  gleich,   so  modificiren  sich  die  Resultate. 

Bleiben  wir  zunächst  bei  den  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 
Art  stehen  und  nehmen  an,  dass  im  Nenner  der  Factor 

steht,  so  treten  au  Stelle  des  einen   Suminauden: 
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&i  {v  -h'+h  -  a) 
d^(v  -  V) 
deren  r,  die  wir  in  der  Summe  zusammenfassen  können: 

Die  Coefficienten  sind  zu  bestimmen,  indem  man  die  linke  Seite 
sieh  nach  Potenzen  von  v  —  h'  entwickelt  denkt.  Die  Coefficienten 
von  (v  —  h)~'',  (v  —  &')"'■+', ...(/;  —  h')~^  sind  dann,  von  einfaclien  ZaLl- 
factoren  abgesehen,  resp.  gleich: 

Cr  —  ij       Cr — 2j  •  •  •  ^O" 

Dabei  muss  dann  ferner  in  dem  Ausdruck  für  h  die  Grösse  h' 
r-mal  gesetzt  werden. 

In  ähnlicher  Weise  muss  bei  den  doppeltperiodischen  Functionen 
dritter  Art  verfahren  werden,  nur  dass  bei  ihnen  nach  den  Parametern 
b  und  h'  zu  differenziren  ist. 

§  82.^^0) 

Neue  Darstellungen  der  doppeltperiodischen  Functionen  erster  Art. 

Einführung  der  Function  i,{")- 

Die  Summendarstellung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 

Art  wird  im  Grenzfalle  der  Functionen  erster  Art  hinfällig,  da  wir  in 

demselben  Ausdrücke  von  der  Form  erhalten: 

d-^(v  —  hr  -\-  h  —  a) 
^i  (J^  —  «)  '&i{v  —  hr)  '  ~    ' 

Nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  Avürden  sich  demnach 
Primfunctionen  von  der  Form  ergeben: 

«•,  {V  -  hr) 

Dass  dieses  Resultat  wirklich  richtig  ist,  zeigt  eine  einfache  direkte 
Ueberlegung.  Nehmen  wir  an,  dass  eine  doppeltperiodische  Function 
erster  Art  voro'elegt  sei: 

welche  den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

f(y  +  l)=f{v) 


^^  ^  f{v  +  r)  =  fiv), 

wobei  die  Grössen  h^,  b.^,. .  .hn  alle  von  einander  verschieden  sein  mögen. 
Bilden  wir  dann  die  Summe: 
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3)  F{v)  =  c,  +^Cr 


so  hat  diese  dieselben  Unendlichkeitspunkte  wie  /"(/;).  Setzen  wir  über- 
dies fest,  dass: 

1 

ist,  so  leistet  die  Function  F(v)  auch  den  Gleichungen  Genüge: 

F{v  +  l)=F{v), 
F{v  +  t)^F{v). 

Die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  ist  n,  wir  können  dieselben 
stets  in  einfachster  Weise  so  bestimmen,  dass  unsere  Function  die- 
selben Nullpunkte  hat  wie  f(y)  oder  also  wir  finden: 

Genau  so  kann  der  allgemeine  Fall  erledigt  werden.  Nehmen  wir 
an,  dass  die  doppeltperiodische  Function  erster  Art  vorgelegt  sei: 

n  =  m^  -\-  ^2  ^ *">-7 

bei  welcher  die  Grössen  &j ,  . . .  &j  jetzt  alle  von  einander  verschieden 
sind  und  zwischen  den  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  die  bekannten 
Beziehungen  bestehen,  so  wird  sich  die  Darstellung  ergeben: 

Die  Coefficienten  c''  bestimmen  sich  genau  so  wie  die  entsprechenden 
bei  Functionen  zweiter  Art  durch  Entwickelung  der  linken  Seite  um 
die  einzelnen  Unendlichkeitspuukte.  So  kommen  wir  zu  neuen  Func- 
tionen: ^,^j 

Ebenso  würden  sich  drei  andere  Functionen  ergeben: 

die  aber  als  wesentlich  verschieden  von  der  ersten  niclit  angesehen 
werden  können.  Wir  können  sagen,  dass  von  den  vier  Functionen 
eine  als  wesentlich  neu  aufzufassen  ist,  während  die  anderen  dann  auf 
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bekannte  Functionen  zurückgeführt  werden   können.     Es  gescliielit  das 
vermöge  der  Relation: 


&a(v)       &ls(v) 


dlog 


^a{v)  ^^{V)  dv 

Die  neu  eingeführten  Functionen  haben  sich  von  grosser  Bedeutung 
gezeigt.  Es  folgen  für  sie  eine  Reihe  von  Eigenschaften,  unter  welchen 
wir  die  foljyenden  herauso-reifen. 

Wir  hatten  die  Formel: 


li^sn^u  = 


dHog&^^{v)c 


du^ 


oder  also  wir  erhalten: 


1  dloq&Ji^  1       %■''  r    ,       , 

r., ^V-^—  =     .,    .  ,9 ~^u  —  I  sn-u .  du. 

'i^        du  7i^&\k^&^       J 

0 

1  dlog&(^(;v) 


Wir  wollen  nun  setzen: 

SO  ist  klar,  dass  die  Theorie  der  dojjpeltjieriodischen  Functionen  erster 
Art  auch  auf  die  Theorie  der  Function  ^(it)  zurückgeführt  werden  kann. 

Diese  Function  t,(u)  nun  leistet  einem  ungemein  einfachen  Additions- 
theorem Genüffe. 

In  der  That,  bilden  wir  den  Ausdruck: 

e(M  +  «0  +  e(«-«i)"-2e(n), 
so  wird  derselbe  oieicli: 


_  1  A  Jnn  "!o(!L±J^o  tili) 
k'  du^  02  (r) 

2sn^Ui  .snu .cnu . dnu 
1  —  k^.sn^u.sn^Ui 

Aehnlich  folgt: 


LA 

k^  du 


log 


1  _d^ 
k^  du 


log(\  —  k^sn'^usn'Uy) 


2sn"u.snUi  .cnu^  .dnu^ 


1  —  k^sn^usn'^u^ 
Unter  solchen  Umständen  ergiebt  sich  das  Additionstheorem: 

8)  t,{ii  -f  ifj)  =  ^(/()  +  ^(«,)  +  snu  .Sil Mj .  sw(m  +  «'i)- 

Im  Anschluss  an  die  Summendarstellung  der  doppeltperiodischen 
Functionen  erster  Art  geben  wir  noch  eine  zweite  wichtige  Darstellung 
derselben. 
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Nehmen  wir  an,  dass  die  Function  voro-ele^t  sei: 
f(v)  =  &,{v-  a,)  &,  (v-a,)...  9,  (y  -  a„), 

«1  +  «2  -I an=0, 

so  können  wir  dieselbe,  wenn  n  gerade  ist,  setzen: 

wenn  n  ungerade  ist: 
Hieraus  folgt,  dass: 

sich  rational  aus  sti'u  und  smi  .cnu  .dnu  zusammensetzen  lässt. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  irgend  eine  doppeltperiodische  Function 
erster  Art  vorgelegt  sei,  so  können  wir  dieselbe  schreiben: 

d'i  (V  —   «i)  ^,  (V   —    ög)  •  •  •  •^l  (^   ~  '^n) 

^1  (u  -  &i)^i (v  —  h)... -&1  {v  -  b„) 

^f  j  +  f'ä  -f  •  •  •  «n  =  ^'i  +  &2  -1 hn=A  =  B. 

Wir  können  die  vorgelegte  Function  aber  auch  als  Quotienten 
zweier  anderen  darstellen  nnd  zwar  der  folgenden: 

^1  (^  -  «i)  •  •  •  ^1  (v  —  an)  ^1  {v  +^) 

-»1  (y-\)---  ^1  (p  -  K)  ^1  (?^  +  B) 

Hieraus  folgt  der 

Lehrsatz:  Eine  jede  doppeltperiodische  Function  erster 
Art  lässt  sich  rational  aus  sii^u  und  snn  .  cnu  .  dnu  zusammen- 
setzen. 

§  H3. 

Die  Entwickelung  der  speciellen  doppeltperiodischen  Functionen 

zweiter  Art  in  Potenzreihen. 

Wir  haben  die  gesammten  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 
Art  auf  gewisse  specielle  Functionen  zurückgeführt.  Es  möge  zunächst 
das  Problem  behandelt  werden,  diese  Grundfunctionen  in  Potenzreihen 
zu  entwickeln.  Hierbei  kfhmen  wir  annehmen,  dass  der  Nenner  das 
Argument  v  habe,  der  Zähler  wird  dann  das  Argument  v  -\-  a  besitzen. 
Es  bleiben   vier  Fälle   zu   unterscheiden   übrig,  je   nachdem   der  Iudex 
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der  ■&- Function  im  Nenner  die  Werthe  0^  1,  2,  3  annimmt.  Im  Ziililer 
ist  es  sleicho-ttlticr,  welchen  Index  wir  wählen,  da  in  demselben  die  will- 
kürliche  Constante  a  vorkommt.  Wir  wollen  zunächst  den  Quotienten 
ins  Auge  fassen: 

^1  {v  +  a) 

Bei  den  letzten  Untersuchungen  ist  vielfach  von  dem  Exponential- 
factor  abgesehen  worden,  der  bei  den  Functionen  zweiter  Art  noch 
auftreten  kann.  Im  vorliegenden  Falle  gestaltet  sich  die  Untersuchung 
besonders  einfach,  wenn  wir  einen  solchen  Exponentialfactor  hinzu- 
nehmen, und  zwar  wollen  wir  die  Function  betrachten: 


1) 


0,  (v  +  a)    _^?i^ 


Um  die  Entwickelung  derselben  in  Potenzreihen  zu  erhalten,  gehen 
wir  folgendermassen  vor. 
Setzen  wir: 

2) 
so  wird: 


0  loy  (p  (f )       c  log  d-^  (v  +  a)       d  log  &^  (a) 


dv 


dv 


da 


3) 


d  log  (p  (v)  _  c  log  ^^  (y  +  «)      d  log  'd^^  (o)  _    d-  log  ^^  (a) 
da  da  da  da- 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Relation: 
dq){v)      d(p(v)      ^  ^  ,^  d'  log  &o  ja) 


dv  da  --r^-y         ^^2 

Wir  können  nun  die  Entwickelung  ansetzen: 

4)  cp  {v)  =  Co  +  c\v  4  C2V-  +  ■•■  c„v"  H 

und  erhalten  vermöge  der   letzten  Differentialgleichung   die  Beziehung: 


5) 


/      .  ^x  dc„  d'log9-r.{d) 

(n+l)c„  +  ,-  -j^-Cn-l f^'^-^^  =  0. 

^  ^  da  da^ 


Der  Factor 


d^  log  Oq  (a) 


gestaltet    die    Berechnung    der    Grössen   c   etwas   miübersichtlich.     Wir 
kommen  zu  einfacheren  Resultaten,  wenn   wir  die  Function  betrachten: 
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6)  ri,(v)  =  ^-^e    ^m"     ^0  2, 

dann  wird  die  DiÖerentialbeziehung: 

a  %  ^  (i;)       g  /Off  (^  (i;)  _      /f^^  %  ^„  (g)       ^j,'  \ 

^  aw  g«  \     fZrt^         ^^;- 

Maclien  wir  daher  den  Ansatz: 

8)  ^(v)==c',+  ({v  +  --- 
so  ercfiebt  sich  die  Beziehung: 

9)  („  +  l)oU.  -  '^  -  c'„_.  Ä%W  _  |o)  _  0. 

da  \       da^  9^' 

Noch    durchsichtiger   gestalten    sich    die   Resultate,    wenn   wir   die 
Argumente  der  elliptischen  Functionen  einführen,  d.  h.  setzen: 


U  =  7t  d:^  V,      a  =  7t  d-^^  a. 


Dann  ergieht  sich: 

8  log  t  (v)  _  g  log  4'  (v)  _  ^2 ^  ät(a)^ 
du  da  da 

Die  ersten  Coefficienten  in  der  Entwickelung  sind  unniittell)ar  be- 
kannt.    Das  constante  Glied  wird: 

j       „     ,  Vksna, 

der  J^actor  von  n: 

yjc  cna .  dna. 
Hieraus  folgt  der 

Lehrsatz:   Die  Function: 

1    ^Av-\-a)    _^^,_^?: 
— =  -"^^^ e    *o(«)       *o  2 

lässt  sich  nach  Potenzen  von  u  entwickeln.  Die  Coeffi- 
cienten setzen  sich  ganz  und  rational  aus  sna  und  cna. dna 
zusammen.  Als  Constante  tritt  die  Grrösse  k^  ganz  und 
rational  auf. 

Ferner  haben  wir  gefunden,  dass  die  Function: 


sich  nach  Potenzen  von  «  entwickeln  lässt,  so  zwar,  dass  die  Coeffi- 
cienten sich  ganz  und  rational  aus  lir'  zusammensetzen  lassen,  und  zwar 
wird:  ^„  ^., 

11)  ^^^^=  \-\-e,y+e,u'-Y--- 

_  2/^2  _  _  S  (Ji'  +  h')  _  32  (/.•'^+/^-'')  +  :-U8/j' 
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Durch  Multiplication  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:    Die  Function: 

1    #  ^^  (ü  +  a)   _^l(£U 
__  _i> LS — ! — i  e    ,<^„(a) 

yi  ,%(t0.^o(«) 

lässt  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  m  entwickeln.  Die 
Coefficieuten  sind  ganze  rationale  Functionen  von  sna  und 
cna.dna,  die  als  Constante  die  Grösse  IS^  ganz  und  rational 
enthalten. 

Setzen  wir  die  Reihe  gleich: 

Ijq  -\-h^u  -\-  \ tr  +  63 ^f^  H 

so  wird: 

^                  ,           ,        sna(— 1  —  k^-\- Jc^sn^a) 
Oq  =  sn  a,     Ol  =  cna  .  an  a,     0.^  = ^ , 

cna.dna(—l  —  k^-\-k^sn^a) 

h    =  -^ 

_  s?ia  [4  ¥'  +  ( 1  +  ^'  -  ^'  sn^  af] 

cna.dna{V2'k^-\- (l-\-¥—'k^sn^ay] 
h=  51 


So  haben  wir  eine  Methode  angegeben^  mit  deren  Hülfe  eine  ganz 
bestimmte  Function  in  Potenzreihen  entwickelt  werden  kann.  Ans 
dieser  Entwickelung  ergeben  sich  nun  mit  Hülfe  der  Substitution  halber 
Perioden  und  der  linearen  Transformation  sofort  die  Entwickeluugen 
einer  Reihe  weiterer  Primfunctionen. 

In  der  That,  wir  sind  berechtigt,  links  und  rechts  a  um  halbe 
Perioden  zu  vermehren.  Wir  erhalten  auf  diesem  Wege  —  wie  schon 
angedeutet  —  die  Entwickelung  dreier  anderen  Quotienten  in  Potenz- 
reihen von  u.  Ferner  zeigt  sich  aber  auch  die  lineare  Transformation 
von  Bedeutung. 

In  der  That,  setzen  Avir  links  und  rechts  an  Stelle  von  v  und  t 
die  Gntsseu  v'  und  t',  die  durch  die  Gleichungen  deiinirt  sind: 


T  == 


"      ^«         v'^{a,+  a,r')v^ 


w()l)ei  a^^,h^^,  0^,1)^  zu  einer  linearen  Transformation  gehören,  so  finden 
Uebergäuge  von  der  Form  statt: 
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F.&^(v',T')  =  c.e,.&^,{v,TX 
F.&,{v',T')  =  c.e,.Q.,{v,r), 

wobei  c  die  allen  Tbetafimctioiien  gemeinsame  Constante  und  f„,  £j,  f.,,  {.^ 
bekannte  achte  EiubeitsAvurzehi  bedeuten.   Demgemäss  geht  der  Quotient: 

Vk    ^o(^)-^o(«) 
über  in  den  Quotienten: 

während  die  Potenzreihe  für  den  ersten  Ausdruck  in  eine  sok-he  für 
den  zweiten  übergeht. 

Auf  diesem  Wege  können  wir  aus  der  ursj)rünglichen  Reihe  fünf 
andere  herleiten,  die  mit  derselben  zu  je  zweien  zu  der  nämlichen 
Function  ffehören  und  infolgedessen  Bedincruncrsgleichungen  ergeben, 
denen  die  Entwickelungscoefficienten  Genüge  leisten. 

Setzen  wir  z.  B.: 

.  ,   ^  «o=l>  «1  =  1;  ^0=^";  ^1  =  1, 

so  lolgt: 

Die  Entwickelung  von: 

Vk     ^o(^)^o(«) 
nach  Potenzen  von  n  bleibt  ungeändert,  wenn  an  Stelle  von: 

H,  sna,  cncc,  dna,  Yk 
der  Reihe  nach  gesetzt  wird: 

ku,  ksiici,  (Ina,  cna,  — =• 
Vk 

Die  Functionen,  die  sich  auf  diese  Weise  erge])Hii,  haben  die 
Eigenthümlichkeit,  dass  im  Nenner  niemals  die  Function  (^, (i)  zu 
stehen  kommt.  In  der  That  modificiren  sich  auch  in  einem  solchen 
Falle  die  Resultate,  wenn  auch  die  Methode  dieselbe  bleibt.  Die  Ent- 
wickelung der  reciproken  {>^ -Function  hat  die  Form: 

Vk.&,.e^  ''        l 

t^Vn =       +  c,  .  ?<  +  6-^ .  ?r^  4-  •  •  •; 

^i{v)  u 

so  dass  wir  das  Resultat  erhalten: 
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Die  Function: 

&,.&,(v  +  a)   ^-jf£^       sna 

lilsst    sich    in    der    früheren  Weise    nach  Potenzen    von  ii  ent- 
wickeln. 

Zu  ähnlicLen  Resultaten  kann  man  auf  folgendem  Wege  gelangen. 
Setzt  man: 


f(v)  = 


so  ist  der  Ausdruck: 


n{v)[&l{v)  r- &l{v)] 


du 


eine  doppeltperiodische  Function  dritter  Art^  deren  charakteristische 
Gleichungen  unmittelbar  hingeschrieben  werden  können.  Wenden  wir 
die  alten  Betrachtunasformen  an,  so  können  wir  setzen: 


12)      {sn^n  —  sn^a) 


dfjv) 
du 


=  f\v) (Cy-}-  C2sn'^u-{-  c^snu  .cnu. dn u) 


=  fiv)  (snu  cnu  dn  u  —  sna  .  cn  a  .  dn  a). 

Analog    ergiebt    sich    für    den    zweiten    Differentialquotienten    der 
Ausdruck: 


13) 


'l^)-  =  f{v){2lcHnhi  ~  1  -  /J2  +  hHn'^a). 


Diese  Gleichungen  lehren  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes  kennen: 
Lehrsatz:  Die  sämmtlichen  Differentialquotienten  der 
Function  f(v)  nach  u  lassen  sich  als  Product  von  f{y)  und 
einer  rationalen  Function  von  snu  und  cnu.dmc  darstellen. 
Die  Coefficienten  setzen  sich  rational  aus  sna  und  cna.dna 
zusammen,  während  als  Constante  die  Grösse  ]c^  ratiojial 
auftritt.  Der  Nenner  ist,  wo  er  vorhanden  ist,  gleich 
sn^u  —  sn^a. 

Man  kann  die  hierbei  auftretenden  Gesetze  noch  näher  sj)ecialisiren, 
indessen  gehen  Avir  darauf  nur  kurz  ein.  Jedenfalls  findet  eine  Gleichung 
von  der  Form  statt: 

wobei  gesetzt  ist: 

w— 3 

fn- 1,1  (ii)  ==  sn  u  .  cn  u .  dn  u  ^'  c,-,  n-iS  n-  'u, 


15) 


fn-l,2(tl)  =  y^dr,,,-iSn^'t<. 


0 


^ 
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Durch  zweimaliges  Differeuziren  erhalten  wir  hieraus  Recursions- 
formeln  für  die  Grössen  c  und  d,  die  aber  nicht  weiter  aufc^estellt 
werden  mögen.    Aehnliches  gilt  für  die  ungeraden  Differentialquotienteu. 

Wenn  wir  aber  die  Differentialquotienten  kennen,  so  kennen  wir 
auch  die  Entwickelung  der  Function  f{c)  in  eine  Potenzreihe.  Dabei 
braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  direct  Recursionsformeln  für  die  Entwickelungscoefficienten 
giebt,  wie  an  einem  analogen  Falle  sofort  ausführlich  gezeigt  werden  soll. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Function: 

16)  ^>{y)=    '^^         U    ^o(a)  , 
so  können  wir  den  Ansatz  machen: 

17)  <p(y)  =  ^  (1  +  ^1«'  +  A,«-'  +  •■•). 

Die  Function  f{y)  leistete  der  Gleichung  Genüge : 
cPf{v) 


du^ 


=  f{v){21:'sn^u  -1-1^+  Jchn'a). 


Entwickeln    wir   beide  Seiten  nach  Potenzen  von  v  -}--^  oder,  was 
dasselbe  sagt,  nach  Potenzen  von  «  +  iK'  und  setzen: 

18)  J^=  J^  +  f/  +^4^,2  +  ..., 

so  folgen  durch  Coefficientenvergleichung  erstens  die  Formen: 
^  1  -I-  k^ 

—  3^2  =  li^sna  .cna  .dna, 


III)  " 


8^o  =  /.-^s«*« ^—^ ~  sn^a — , 

"  3  4o 


.          }i^sna  .cna  .dna  ,,^^    „      „^^      ,      /.wori      «rd 
—  Air= —  (k^'-^sn^^-'u  -\-  a[fl  l-'^-^sn-'^-^a 

V  92r+l 

wobei  die  Grössen  g^r  und  [f-2r+i  leicht  zu  bestimmende  ganze  positive 
Zahlen  sind  und  die  Zahlen  a  sich  ganz  und  rational  aus  k^  zusammen- 
setzen lassen. 

Andererseits  erhalten  wir  die  Recursionsformeln: 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  T.  20 
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-I  Ä2r-2 


20) 


[2r(2r  -  1)  -  2]  ^2.  =  (icHn^a  -  ^^-^ 

[2r(2r  +  1)  -  2]  ^2.+  i  =  (a;'«^^«  -  ^^y^)  Aor- 


+  2^2  ^2r-3  +  •  •  •  2(?2r-2  A  +  ^^o 

aus  denen  sich  die  Coeffieienten  der  Reihe  nach  berechnen  lassen. 


§84. 

Entwickelung  allgemeiner  doppeltperiodisclier  Functionen 
zweiter  Art  in  Potenzreihen. 

Vermöge  der  zuletzt  angegebenen  Methoden  und  der  früheren 
Darstellung  der  allgemeinen  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter 
Art  durch  gewisse  Grundfunctionen  sind  wir  im  Stande,  auch  die  all- 
scemeinen  Functionen  zweiter  Art  in  Potenzreihen  zu  verwandeln. 
Nichtsdestoweniger  kann  es  in  einigen  Fällen  von  Bedeutung  sein,  auf 
anderem  Wege  Reihenentwickelungen  herzustellen.  Wir  wollen  einige 
hierauf  bezügliche  Sätze  angeben. 

Nehmen  wir  die  Function: 


^i(«r) 


1) 


0 


(^)=i7 


^1  (v  +  ür)  e    ^oK) 


wobei  das  Pj'oduct  nach  r  von  1  bis  m  zu  nehmen  ist,  so  können  wir 
die  Entwickelung  derselben  erhalten,  indem  wir  die  früheren  Ent- 
wickelungen  mit  einander  multipliciren.  Jedenfalls  erhalten  wir  eine 
Darstellung  von  der  Form: 


2) 


0(v)  =  C[^     {l-^K,u'-^Ky +  •■■), 


wobei  die  Beziehungen  bestehen: 
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Die  oberen  Indices  der  Grössen  A  bedeuten,  dass  sie  den  Argumenten 
Ol  entsprechen.  Die  Summen  sind  nach  l  resp.  V  in  bekannter  Weise 
zu  nehmen. 

Jedenfalls  folgt,  dass  die  Grössen  K  nur  von  den  Ausdrücken  ab- 
hängen: 

^^r    und   2j^'i^i~\ 
wobei  gesetzt  ist: 

3)    Xi=  sn^cci,  4)    i(i=  snai.cn ai .  dnai. 

Wir  können  aber  noch  mehr  sagen.  Wenn  nämlich  unter  p^, 
Po,  ■ .  ■  Pm  die  Coefficienten  derjenigen  algebraischen  Gleichung: 

5)    ■  X"'  -f  2\  X'" -^+P2  X'" - ^  -t-  •  •  •  p,n  =  0 

verstanden  werden,  deren  Wurzeln  x^,  X2,  ■  ■ .  x„i  sind  und   gleichzeitig 

<j)  qi  =  «1  x\  +  «2  ^1'  -i "'«  *'« 

gesetzt  wird,  so  bemerken  wir,  dass  sich  sämmtliche  Coefficienten  /i',, 
K.^,  ...  durch  die  2m  Grössen  p^,  i\,  ...p„,,  Qq,  Qi-..  Qm—i  allein  aus- 
drücken lassen.  Einerseits  lässt  sich  ja  jede  ganze  symmetrische  Func- 
tion von  x^,  X.2,  . . .  Xii,,  also  insbesondere  auch  jeder  Ausdruck  von  der 
Form : 

/vi7i        I        /yi'i        I       ...    ^y^W 

1      "^      2   ^^  m 

als  ganze  rationale  Function  von  ^?j,  j\;  •  • -P«  darstellen  und  anderer- 
seits kann  vermöge  der  Identitäten: 

xf  +  p^x'l'-^  +  P^x^-^  +  . .  .p,„  =  0,     1=1,2,...  m 

eine  jede  höhere  Potenz  von  Xi  linear  durch  Xt,  xf, . .  .x'!'~^,  also  jeder 
Ausdruck  von  der  Form: 

linear  und  homogen  durch  q^,  q^,  . . .  q,n—i  dargestellt  werden. 

Bezeichnen  wir  ferner,  um  die  im  Bau  der  Coefficienten  /ig,  K^,  . .  ■ 
auftretende  Gesetzmässigkeit  besser  hervortreten  zu  lassen,  die  Grössen: 

Pi,qo,P2>qi---P"',q>n-i 

der  Reihe  nach  durch  die  Buchstaben: 

Q^}  Q-dJ  QiJ  ■  ■  •  P2>?/7  Q2m+ly 

so  kann  allgemein  gesprochen  die  Grösse  p„-|.i(/i  =  1,  2,  . . .  2ni)  in  den 
Coefficienten:  -w     t^  tz 

Ag,  A3,  ...  A„ 

gar  nicht  auftreten,  in  den  Coefficienten: 

J^rt  +  l;   Kn  +  2,   •  •  •  ^271  +  1 

nur  linear  vorkommen,  in  den  Coefficienten: 

20* 
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-0^2» +  2;  Ä2n-f3,  •  •  •  -S^3ti+2 

nur  quadratisch  vorkommen  u.  s.  f. 

Diese   Bemerkung   ergiebt    dann    unmittelbar    die   Richtigkeit    des 
folgenden  von  Na  et  seh  aufgestellten 

Lehrsatzes:    Sind  K^,K^,K^,  . . .  die  C  oefficienten,  welche 
bei  der  Entwickelung: 

0{v)  =  C'(^)"'(l  +  Z,?r^  +  ^3^3  +  • .  ■  ) 

unserer  doppeltperiodischen  Function  zweiter  Art: 

^/,■^  _  '^oC^  +  «i)^o(^^  +  «2)  •  •  •  ^q{v  +  «m)  -  Z  tM " 

nach  steigenden  Potenzen  von  n  auftreten  und  definiren 
wir  die  Grössen  O2?  Ps?  ■  •  •  ?2m,  92m-fi  in  d^i'  oben  angegebenen 
Weise,  so  hängt: 

K^  von  Qg, 

K^  von  pg  und  p,? 
K^  von  p,,  (»3,  ()2, 


-S'2m  +  l    "^On    P27«  +  17    (>2;/o  ■  •  •  P37  P2 

ab;  so  zwar,  dass  in 

die  Grössen: 

nur  linear  vorkommen. 

Dieser  Satz  wird  in  der  Theorie  der  Differentialgleichuncren,  denen 
die  Functionen  zweiter  Art  Genücre  leisten,  crebraucht  werden. 

§  85. 
Entwickelung  der  doppeltperiodischen  runctionen  dritter  Art 

in  Potenzreihen. 
Bei  der  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art  können  wir  uns  auf  die  Entwickelung  gewisser  Primfunctionen  be- 
schränken. Wir  wollen  hierbei  annehmen,  dass  die  charakteristische 
Zahl  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  indem  wir  bemerken,  dass  der  entgegen- 
gesetzte Fall  durchaus  analog  behandelt  werden  kann.  Wenn  dann 
die  Zahl  der  Nullstellen  grösser  ist  als  die  Zahl  der  Unendlichkeits- 
stellen, so  können  wir  als  Primfunction  den  Ausdruck  zu  Grunde  legen: 

Q'iinv  +  na,  nr) 
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Die  Entwickelung  desselben  kami  in  folgender  Weise  gegeben 
werden. 

Seien  zunächst  aj,...ö„  beliebige  Grössen,  so  können  wir  vermöge 
der  Untersuchungen  des  83.  Paragraphen  die  Function  entwickeln: 

yic   %M 

Die  Coefficieuten  setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen 
Functionen  mit  den  Argumenten  «^  und  der  Constanten  k^  zusammen. 

Wir  setzen  nun  au  Stelle  der  Grössen  a^,  a.2,...an  der  Reihe  nach: 

1  n-1 

ff,  a  H —  y  ■  ■  •  a  -\ ? 

n  n 

und  nehmen  die  bekannten  Beziehungen  hinzu: 

^  j[  ^1  (  f  +  rt  +      )  =  c .  O-j (n V  +  na,nx), 

Yl^^Y  +  ^  +  "")  =  c.?t^{nv  +  na,  nx), 
wobei  c  eine  bekannte  Constante  bedeutet;  dann  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  Function  ^ 

„     rv    /           I                     A          3-'„{na,  m)  9'ö     c' 

,_-   'd',  (  WV  +  Wo,  «t)     —^, — 'nK---n~ 

d-Q{na,nr) 

lässt    sich    nach    Potenzen    von    u    entwickeln.      Die    Coeffi- 
cieuten  setzen   sich   ganz   und  ratioual  aus  den  elliptischen 

2rK 

Functionen  mit  den  Argumenten  a  H und  der  Grösse  k^ 

"  n 

zusammen. 

Für  die  wirkliche  Berechnung  der  Coefficieuten  können  ähnliche 
Recursionsformeln  wie  die  früher  aufgestellten  entwickelt  werden,  in- 
dessen sehen  wir  von  der  Aufstellung  derselben  ab.  Dagegen  wollen 
wir  eine  zweite  Darstellung  der  Entwickelung  kurz  angeben. 

Setzen  wir  in  den  Formeln  von  §  83  an  Stelle  von: 

V,  a,  T,  u,  a,  h 
resp. 

71 V,  na ,  nr,  ii^,  «,,  c, 
wobei: 
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Wj  =  n7id:^^(0,  nx)v  =  nnd^Kv, 
ay  ==  nzd-/{0,  wt)«  =  jtnd/.a 

ist  und  c  den  transformirten  Modul  bedeutet,  so  ergiebt  sich  der 
Lehrsatz:  Die  Function: 

^        rx    /  ,  \  9o{na,nr)  6',' n' v" 

lässt  sieb  nach  Potenzen  von  n^  entwickeln.  Die  Coeffi- 
cienten  sind  ganze  rationale  Functionen  der  elliptischen 
Functionen  mit  dem  Argumente  a^  und  der  Constanten  cl 

Multipliciren  wir  die  beiden  Darstellungen  mit: 


Va  -st 


9.   2 


so  ergiebt  sich  für  unsere  Primfunction  eine  doppelte  Darstellung,  die 
durch  den  folgenden  Lehrsatz  charakterisirt  wird: 

Erstens:   Die  Function: 

d'Q{v,T)d-fy{na,nT) 

lässt  sich  nach  Potenzen  von  h  entwickeln.    Die  Coefficienten 
setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen  Functionen 

2rK 

mit  den  Aro-umenten  a  -\ und  der  Constanten  k^  zusammen. 

^  n 

Zweitens:   Die  Function: 

—7=  ; ; ; :^     .%(na,nr)'"'       V  ©o  *o ''    2 

yc  d'Q{v^t)d'Q{na,  nr) 

lässt  sich  nach  Potenzen  von  u  entwickeln.     Die  Coefficienten 
setzen  sich  ganz  und  rational  aus  den  elliptischen  Functionen 

mit  dem  Argumente  «^  und  den  Constanten  Ic^,  c^,  — ^  zusammen, 

wobei   dann    zwischen    den    letzteren    Grössen    die    bekannten 
Beziehungen  der  Transformationstheorie  bestehen. 

Auch  hier  ist  die  Substitution  halber  Perioden  und  die  lineare 
Transformation  von  Bedeutung.  Vermehren  wir  a  um  halbe  Perioden, 
so  erhalten  wir  die  Entwickelung  dreier  neuer  Functionen,  ebenso  lässt 
sich  ohne  Weiteres  die  lineare  Transformation  anwenden. 


! 
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In  ähnlicher  Weise  können  die  Functionen  behandelt  werden,  bei 
denen  die  Zahl  der  XuUstellen  kleiner  ist,  als  die  Zahl  der  Unendlich- 
keitsstellen.    Dieselben  setzen  sich  aus  den  Functionen  zusammen: 

^i(v-&,  t)  1 


0'o(v  -  a,T)  d-ainVjUT) 

Die  Entwickeluug  derselben  erhalten  wir,  indem  Avir  die  bekannten 
Entwickelungen  der  beiden  Functionen: 


mit  einander  multipliciren.    Da  keinerlei  neue  Momente  auftreten,  kann 
von  der  Aufstellung  des  entsprechenden  Satzes  abgesehen  werden. 

Hiermit    sind    die    wichtigsten    Sätze    über    die    Entwickeluug    der 
doppeltperiodischen  Functionen  in  Potenzreihen  gegeben. 


Die  wichtigsten  Lehrbücher  und  Formelsammlungen, 
die  in  Betracht  kommen,  sind  die  folgenden: 

GuDERMANN :  Thcorie  der  Modular-Functionen  und  der  Modular-Integrale.  Berlin  1844. 
Schellbach:  Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen. 

Berlin  1864. 
Schlömilch:  Compendium  der  höheren  Analysis  2.  Band.   Braunschweig  1866,1874. 
Koexigsbekger:  Die  Tran.sformation,  die  Multiplication  und  die  Modulargleichungen 

der  elliptischen  Functionen.    Leipzig  1868. 
Maxsiox:  Theorie  de  la  multiplication  et  de  la  transformation  des  fonctious  ellip- 

tiques.    Paris  1870. 
Koenigsberger:     Vorlesungen     über     die    Theorie     der    elliptischen    Functionen. 

Leipzig  1874 
Bbiot  et  Boüquet:  Theorie  des  fonctions  elliptic^ues.    Paris  1875. 
Catley:  An  elementary  treatise  on  elliptic  functions.    Cambridge  1876. 
Thomae:    Sammlung   von   Formeln,    welche   bei  Anwendung   der  elliptischen   und 

Eosenhain'schen  Functionen  gebraucht  werden.    Halle  1876. 
Durege:  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Leipzig  1878. 
Laurent:  Theorie  elementaire  des  fonctions  elliptiques.    Paris  1880. 
Raüsenbebger  :  Lehrbuch  der  Theorie  der  periodischen  Functionen  einer  Variabein. 

Leipzig  1884. 
Bobeck:  Einleitung  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Leipzig  1884. 
Sparre:  Cours  sur  les  fonctions  elliiitiques.    Bruxelles  1886. 
Halphen:  Traite  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  applications.    Paris  1886. 
Schwarz:    Formeln   und   Lehrsätze    zum    Gebrauche    der   ellij^tischen   Functionen. 

Nach  Vorlesungen  und  Aufzeichnungen  des  Herrn  Prof.  K.  Weierstrass. 

Göttingen. 
Thomae:    Abriss    einer   Theorie    der   Functionen   einer   complexen   Veränderlichen 

und  der  Thetafunctionen.    Halle  1890. 
Enxeper:    Elliptische   Functionen.     Theorie    und    Geschichte,    herausgegeben    von 

Müller.    Halle  1890. 
Weber:  Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen.    Braunschweig  1891. 
Tannery  et  Molk:  Elements  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.    Paris  1893. 
Klein:   Vorlesungen   über   die  Theorie   der  elliptischen  Modulfunctionen.    Leipzig 
1890,  1892. 

Nr.  1  (§§  1-11). 
In  Bezug  auf  die  Einleitung  ist  vor  allem  auf  die  Vorlesungen  von  Weierstrass 
und  dessen  Abhandlung:  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen 
1877  zu  verweisen.  Die  Weierstrass'schen  Untersuchungen  sind  daneben  in  einer 
Reihe  von  Lehrbüchern  wiedergegeben  worden.  Unter  diesen  mögen  die  folgenden 
herausgegi'iffen  werden: 
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Thomae:    Elementare  Theorie    der   analytischen   Functionen   einer  complexen  Ver- 
änderlichen.   Halle  1880. 
Rausenberger:  Lehrbuch  der  Theorie  der  periodischen  Functionen  einer  Variablen. 

Leipzig  1884. 
Biermaxn:  Theorie  der  analytischen  Functionen.    Leipzig  1887. 

Auf  das  zweite  Werk  möge  insbesondere  bei  den  Paragraphen  7  und  8  ver- 
wiesen werden. 

Nr.  2  (§8). 
In  Bezug  auf  den  Laurent'sehen  Satz  werde  verwiesen  auf: 
Laurent:    Extension  du  theoreme    de  M.  Cauchy  relatif  ä  la  convergence  du  de- 

veloppement   d'une   fonction   suivant  les   puissances  ascendantes   de   la 

variable.    Comptes  rendus  17. 

Rapport  sur  ce  memoire.    Comptes  rendus  17. 

Caucuy:  Note  sur  le  developpement  des  fonctions  en  series  ordonnees  suivant  les 

puissances  entieres  positives  et  negatives  des  variables.  Comptes  rendus  17. 
Mittag -Leffler:    Demonstration  nouvelle  du  theoreme  de  Laurent.    Acta  mathe- 

matica  4. 

Scheeffer:  Beweis  des  Laurent'sehen  Satzes.    Acta  math.  4. 

* 

Nr.  3  (§§  12  —  15). 

Da  die  allgemeine  Theorie  der  periodischen  Functionen  hier  nur  in  sehr 
geringer  x\usdehnung  gebraucht  wird,  so  begnügen  wir  uns  in  Betreff  der  Para- 
graphen 12,  Vi,  14,  15  in  der  Hauptsache  damit,  auf  das  citirte  Werk  von 
Rausenberger  zu  verweisen,  daneben  auf  die  Arbeiten  voü  Klein ,  Poincare,  Rausen- 
berger, die  sich  im  18.,  19.,  20.  Bande  der  Mathematischen  Annalen  etc.  befinden. 

Nr.  4  (§  16,  18,  19,  20). 

In  Betreff  der  Paragraphen  16,  18,  10,  20  bemerken  wir  zunächst,  dass  die 
Bezeichnvmgsweise  „Doppeltperiodische  Functionen  erster,  zweiter,  dritter  Art"  von 
Hermite  herrührt,  der  sich  vor  allem  mit  den  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  in 
bahnbrechender  Weise  beschäftigt  hat  —  dann  aber  machen  Avir  auf  die  folgenden 
Arbeiten  aufmerksam: 
Hermite:  Sur  quelques  applications  des  fonctions  clliptiques.     Comptes  rendus  85 

oder  auch  Paris  1885. 
Cours    de    M.   Hermite   professe   pendant   le    2c   Semestre    1881  —  1882  redige'    par 

M.  Andoyer.    Paris  1883. 
Cours  de  M.  Hermite  redige  en  1882  par  M.  Andoyer.    Paris  1887. 
Biehler:  Sur  les  developpements  en   series  des  fonctions   doublement  periodiques 

de  troisieme  espece.    Paris  1879. 
Appell:   Sur  les    fonctions   doublement  periodiques  de  troisieme  espece.     Annales 
scientifiques  de  l'Ecole  normale  superieure  III.  1. 
Die    anderen  Arbeiten  von  Appell  über   die    genannten    Functionen    sollen 
später  citirt  werden. 
Frobenius:  Ueber  die  Functionen  zweiter  Art.     Crelle  93.  Band. 
Mohrmann:  Fourier'sche  Entwickelungen  im  Gebiete  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen dritter  Gattung.     Teubner  1889. 
Daneben  werde  auf  das  citirte  Werk  von  Rausenberger  besonders  aufmerk- 
sam gemacht. 
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Nr.  5  (§  17). 

Die  citirte  Arbeit  von  Jacobi  hat  den  Titel:  De  functionibus  duarum  varia- 
bilium  quadrupliciter  periodicis,  quibus  theoria  transcendentium  Abelianarum  in- 
nititur  und  befindet  sich  im  Crelle'schen  Journal  13.  Band  und  im  2.  Bande  der 
gesammelten  Werke.  In  Bezug  auf  unendlich  vieldeutige  Functionen,  die  freilich 
für  imsere  Zwecke  nicht  in  Betracht  kommen,  möge  verwiesen  werden  auf: 
Casoeati:  Les  fonctions  d"une  seule  variable  a  un  nombre  quelconque  de  i^eriodes 
Milan.    1885  und  Acta  math.  VIII. 

Nr.  6  (§  18). 
Die  in  Frage  kommende  Arbeit  von  Eisenstein  hat  den  Titel:  Genaue  Unter- 
suchung der  unendlichen  Doppelproducte,  aus  welchen  die  elliptischen  Functionen 
als  Quotienten  zusammengesetzt  sind  und  der  mit  ihnen  zusammenhängenden 
Dojjpelreihen  und  befindet  sich  im  35.  Bande  des  Crelle'schen  Journals.  (Siehe 
auch  Math.  Abhandlungen  von  Eisenstein.    Berlin  1847.) 

Unter  den  Abhandlungen,  welche  sich  mit  diesen  Doppelproducten  beschäf- 
tigen, mögen  die  folgenden  herausgegriffen  werden: 

Mittag -Lefflek:    En  metod  att  komma  i   analytisk    besittning    af    de   elliptiska 
funktionerna.    Helsingfors  1876. 

En  metod    att  i  teorien    for  de  elliptiska  funktionerna   hasleda  de  oundlig 

da    dubbel-productema    utus    multiplications   formlerna.      Ofversigt    af 
Kongl.  Svensk  Wetenskabs  Academiens  Forhandligar  1876. 
Kkoxecker:  Die  Legendre'sche  Kelation.     Berliner  Berichte  1891. 
Fiske:  On  the  doubly  infinite  products.     New  York  Math.  S.  Bull.  I. 

Die  letzte  Arbeit  enthält  eine  historische  Skizze  des  genaimten  Gegenstandes. 

Nr.  7  (§  21). 

Das  Hermite'sche  Transformationsprincip  hat  sich  für  die  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Functionen  von  schwerwiegendster  Bedeutung  gezeigt.  Das- 
selbe befindet  sich  in  der  Arbeit:  Extraits  de  deux  lettres  de  M.  Charles  Hermite 
ä  M.  C.  G.  J.  Jacobi.     Grelle  32. 

Dasselbe  findet  in  einer  grossen  Reihe  von  Arbeiten  Anwendung.  In  con- 
sequenter  Weise  hat  es  Weber  in  seinem  citirten  Werke  über  die  elliptischen 
Functionen  für  die  Theorie  der  letzteren  verwandt. 

Nr.  8  (§§  23  —  26). 
In   Bezug   auf   die   Thetarelationen,    die    schon   zum   grossen   Theil   in   den 
Jacobi'schen    Arbeiten    enthalten    sind,    möge    auf   die    folgenden    weiteren    Ver- 
öffentlichungen verwiesen  werden. 
Smith:  Note  on  the  formula  for  the  multiplication  of  four  theta-functions.    Procee- 

dings  of  the  London  Math.  Soc.  X. 
Exxeper:  Ueber  eine  Gleichung  zwischen  Thetafunctionen.    Math.  Anualen  17. 
Weiekstka.'!s  :  Formeln  und  Lehrsätze   zum  Gebrauche  der  ellij^tischen  Functionen 

pag.  47  sequ. 
David:   Sur  les  relations   algebriques   des  fonctions  &.     Memoires   de  FAcademie 

des  sciences  etc.  de  Toulouse.  VII. 
Caspary:    Ueber   die  Verwendung    algebraischer    Identitäten    zur   Aufstellung   von 

Relationen  für  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.    Math.  Ann.  27. 
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Caspaky:  Sur  une  methode  elementaire  pour  obtenir  le  theoreme  fondamental  de 
Jacobi,  relatif  aux  fonctions  theta  d"un  seul  argument.  Comptes  ren- 
dus  104. 

Scheibner:  Ueber  die  Producte  von  drei  und  vier  Thetafunctionen  Grelle  Jour- 
nal 102 

Kronecker:  Bemerkungen  über  die  Jacobi'schen  Thetafoimeln.    Grelle  Journal  IQ-J. 

Ueber   die  Zeit  und  die  Art  der  Entstehung  der  Jacobi'schen  Thetaformeln. 

Berliner  Berichte  1891  und  Grelle  Journal  108. 

Kapteyx:  Nouvelle  methode  pour  demontrer  la  formule  fundamentale  des  fonc- 
tions 9.    Darboux  Bulletin  (2)  15. 

Nr.  9  (§  27). 

In  Bezug  auf  die  in  §  27  pag.  78  abgeleitete  Differentialbeziehung,  die  sich 
schon  in  den  Jacobi'schen  Arbeiten  findet,  möge  noch  verwiesen  werden  auf: 
LiPscHiTz:   Deduction  arithmetique   d"une    relation    due    ä  Jacobi.     Extrait    d'une 
lettre  adressee  ä  M.  Hermite.    Acta  mathematica  7. 

Nr.  10  (§  28). 

In  Bezug   auf  die  Darstellung  der  Thetafunctionen  «t^r  Ordnung  dui'ch  die 
gewöhnlichen  Thetafunctionen  möge  vor  Allem  verwiesen  werden  auf: 
Weber:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Acta  mathematica  6. 

Nr.  11  (§  29). 

Die    Literatur   über   die    Entwickelung   der   doppeltperiodischen   Functionen 
der   verschiedenen  Arten   in  Fourier'sche  und   damit  zusammenhängende   Reihen 
soll    im  2.  Bande  in  ausführlicher  Weise  gegeben  werden.     Hier  sei  nur  auf  die 
Arbeiten  aufmerksam  gemacht: 
Bieuler:   Sur  les   developpements   en   series  des  fonctions  doublement  periodiques 

de  troisieme  espece.    Paris  1879. 
Krause:  Ueber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art  in  trigonometrische  Reihen.    Math.  Annalen  33. 

Nr.  12  (§§  30  —  32). 

In  Bezug  auf  den  Inhalt  dieses  (30.)  und  der  beiden  folgenden  Paragraphen 
möge  vor  allem  auf  die  nachgelassene  Arbeit  von  Jacobi  verwiesen  werden,  die 
sich  am  Ende  des  ersten  Bandes  seiner  gesammelten  Werke  befindet,  daneben 
auf  die  beiden  schon  genannten  Arbeiten  von  Weierstrass. 

Nr.  13  (§  33). 

Die  Beziehungen  zwischen  den  elliptischen  Functionen,  insbesondere  das 
Additionstheorem  und  das  damit  aufs  engste  zusammenhängende  Additionstheorem 
dei-  elliptischen  Integrale,  sind  der  Gegenstand  einer  überaus  grossen  Reihe  von 
Arbeiten  geworden  Zum  Theil  beziehen  sich  dieselben  auf  die  Integration  einer 
Differentialgleichung,  zum  Theil  auf  den  Zusammenhang  unserer  Theorien  mit 
der  sphärischen  Trigonometrie  und  der  Geometrie,  zum  Theil  schliessen  sie  an 
unsere  Darstellung  an 

In  Bezug  auf  die  Literatur  möge  vor  Allem  auf  das  Enneper"sche  Werk  und 
die  Arbeit  von  Genocchi  venviesen  werden:  Rassegna  d'alcuni  scritti  relativi  all' 
addizione  degl'  integrali  ellittici  ed  abeliani.    Boncompagni  Bull.  III. 


316  Literaturnacliweise. 

Aus   der  Fülle   der  vorhandenen  Literatur  greifen  wir  die  folgenden  Unter- 
suchungen heraus,  die  mit  den  unseren  in  Zusammenhang  stehen 
GuDEEMANx:   Thcorie  der  Modular- Functionen  und  der  Modular-Integrale.     Grelle 

Journal  18. 
Hersutk:    Note    sur   la    theorie    des   fonctions   elliptiques.     Traite   elementaire   de 

calcul  differentiel  et  de  calcul  integral  par  Lacroix. 
Cayley:    A   theorem    in    elliptic    functions.      Proceedings    of  the    London    Math. 

Society  10. 
Glaishek  :  A  group  of  fomiulae  connecting  the  elliptic  functions  of  four  quantities. 

Proceedings  of  the  London  Math.  Soc.  10. 

Formulae  in  elliptic  functions.    Reports  of  the  Meeting  of  the  British  Asso- 

ciation etc.  1879. 
Gilbert:  Note  sur  la  formule  d'addition  des  fonctions  elliptiques.     Annales  de  la 

societe  scientifique  de  Bruxelles  4. 
Wilkinson:  An  elliptic  function  identity.     The  Messenger  of  Math.  (2)10. 
Glaisiier:  On  sorae  elliptic  function  and  trigonometrical  theorems.  (2).  10  ibidem. 

Formulae  for  the  sn,  cn,  dn  oi  u  +  v  +  tv.    The  Messenger  of  Math.  (2)  11. 

WiLKiNsox:  On  some  formulae  arising  from  the  differentiation  of  elliptic  functions 

with  regard  to  the  modulus.     Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  13. 
Novarese:  Intorno    ad    alcune  formole   di  Hermite  par  l'addizione  delle  funzioni 

ellittiche.     Atti  della  Reale  Accad.  di  Torino  17. 
Glaisher:  On  certain  formulae  in  elliptic  functions.     Quarterly  Journal  19. 
Wilkinson:  Some  elliptic  function  formulae.     Proc.  of  the  Lond.  Math   Soc.  13. 

On  the   addition  equations  for  the   elliptic  und   6 -functions   of  the  sum  of 

n  argumenta,    ibidem. 
Johnson:  System  of  formulae  for  the  sn,  cn,  and  dn  of  u  +  v  +  iv.  ibidem. 
Hersute:    Sur   une   relation    donnee  par  M.  Cayley  dans  la  theorie   des  fonctions 

elliptiques.    Acta  Math.  1. 
Wilkinson:    On   elliptic   function  formulae    connected  with  the  transformation  of 

rectangular  coordinates.    Proc.  of  the  Lond.  Math.  Soc.  14. 
Cayley:  On  Mr.  Wilkinson's  rectangular  transformation.    ibidem. 
Schröter:  Beiträge  zur  Theorie  der  elliijtischen  Functionen.    Acta  Math.  V. 
Cayley:  On  a  formula  in  ellij)tic  functions.    The  Mess.  of  Math.  (2),  14. 
Forsyth:  Note  on  Prof   Cayley's  formula  in  elliptic  functions.    ibidem. 
Cayley:  On  the  addition  of  elliptic  functions.    ibidem. 

Story:  The  addition -theorem  for  elliptic  functions.    American  Journal  of  Math.  7. 
Martins  da  Silva:  Sur  une  question  de  la  theorie  des  fonctions.    Bulletin  de  l'Aca- 

demie  Royale  etc.    Bruxelles  (3),  10. 

Sur    trois    formules    de   la   theorie    des    fonctions    elliptiques.     Bulletin   des 

Sciences  math.  et  astr.    Paris  (2),  10. 

Albeggiani:  Intorno  ad  alcune  formole  nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche 
Rendiconti  del  circolo  Matematico  1. 

Caspary:  Sur  les  relations  qui  lient  les  Clements  d'un  Systeme  orthogonal  aux 
fonctions  theta  et  sigma  d'un  seul  argument  et  aux  fonctions  ellip- 
tiques et  sur  une  thdorie  elementaire  de  ces  transcendantes,  deduite 
des  ditcs  relations.    Journal  de  Mathematiques.    Paris  (4),  6. 

Fuobenius  und  Stickelberger:  Ueber  die  Addition  und  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen.    Crelle  88. 

Günther:  Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen.    Crelle  109. 
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In  der  überwiegenden  Mehrheit  haben  diese  Arbeiten  den  Zweck,  weitere 
allgemeiner  gehaltene  Beziehungen  zwischen  den  elliptischen  Functionen  mit  ver- 
schiedenen Argumenten  herzustellen.  Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen 
Arbeiten,  in  denen  es  sich  darum  handelt,  allgemeine  Ausdrücke  fiir  sn(Ui  +  •  ■  m,„), 
cn(Uj  +  ■  •  ■  Um) ,  d n  (Ui  ■  •  ■ -1- Km)  herzustellen.  Die  Resultate  sind  in  besonders 
übei'sichtlicher  Weise  in  der  Arbeit  von  Story  entwickelt. 

Setzt  man:  s^  =  sn{uj,  c^  =  cn{ii^),  d^  =  dn{uj,  so  wird  für  eine  gerade 
Anzahl  von  Argumenten:  jy- 

wobei  unter  den  Grössen  iV,  ]S\ ,  N, ,  N^  die  Determinanten  verstanden  werden : 
7V-ic2«— 1     s^n-s  „      s^"~^  c      d      s^''~'^  c      d  c     d\ 

a:l,2,...2«, 

AT   —l^än      „2n— 2  .,        2n  — 3  j         2n  —  5  ^  „       „       j     1 

■"t  —  \^a^^a  y-'-^^a  -^a-^y^a  • '^a  •%'••■  *a  • ''a  •  "a  | 

a:l,2,...  2n, 

jy-    _|    2n-l  s2n-3  s2n-2    7        .2n-4     ,  .     , 

a:l,2,...2w, 

AT    ._  I  ,j2«-l  .7        (.2»  — 3   7  j       <j2"-2   c       «2»       ' 


'    .  .  .  C 

a  a   I 

a:l,  2,..  .  2n. 


Für  eine  ungerade  Anzahl  von  Argumenten  wird: 

S«(Mi-f  •••?<i„_,)=^. 

cn(t<j-f  ■••M2„_i)-  ^' 

7      /  X         -^3 

wobei  unter  den  Grössen  M,  M^ ,  M.^,  M.^  die  folgenden  zu  verstehen  sind: 

M       U2n  — 2    „2n— 4  ■.        2«  — 3    .       j       „2«  — 5  7  c      r>      r7     I 

a:l,  2,...  2n-  1, 

M"  -  ;  <i2"  — 1   tt^f-s        „     „2)1-4         7      2n-o         7  e     (Z   I 

a:l,  2,...  2n-  1, 
M,'-J.s-2"-2.c  ,  s2"-4.c  ,...c  ,s^''-^.d,,sl''-\d^,...s^.d\ 

a  :  1 ,  2 , . . .  2  n  -  1 , 

«:1,  2,...  2n-  1. 
Die  Formeln  können  als  unmittelbare  Folgerungen  des  Hermite'schen  Trans- 
formationsprincipes   entwickelt  werden.     Sie  leiden  an  dem  Uebelstand,   dass  sie 
fiir  den  Fall  der  Multiplication  keine  brauchbaren  Resultate  geben. 
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Nr.  14  (§  34). 

In  Bezug  auf  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische 
Reihen  möge  an  dieser  Stelle  nur  auf  die  schon  citirte  Arbeit  von  Biehler  ver- 
wiesen werden. 

Die  unendlichen  Doppelsummen,  die  in  §  34  auftreten  und  ähnliche  mit  ihnen 
zusammenhängende,  sind  in  einer  ganzen  Reihe  neuerer  und  wichtiger  Arbeiten 
verwandt  worden,  so  in  den  Arbeiten  von  Kronecker,  Hurwitz,  Scheibner  u.  a. 

Nr.  15  (§§  35,  36). 
In  Bezug  auf  die  Transformation  der  elliptischen  Functionen,  die  in  ihren 
Grundzügen  sich  schon  in  den  Arbeiten  von  Jacobi  und  Abel  entwickelt  findet, 
möge  an  dieser  Stelle  nur  auf  die  schon  citirten  Werke  von  Königsberger,  Briot 
und  Bouquet,  Mansion  und  Enneper  verwiesen  werden  In  den  beiden  zuletzt 
genannten  Werken  finden  sich  eine  Reihe  werthvoller  historischer  Angaben. 

Nr.  16  (§§  37  —  39). 

In  Bezug  auf  die  lineare  Transformation  möge  vor  allem  auf  das  Enneper  sehe 
Wirk,  2.  Auflage  pag.  426  sequ.  verwiesen  werden.  Die  Hauptschwierigkeit  liegt 
in  der  Bestimmung  des  constanten  Factors  bei  der  Transformation  der  Theta- 
functionen.  Sieht  man  von  den  älteren  Autoren  ab,  und  zwar  von  Jacobi  und 
Gauss  (Werke  III  pag.  386),  so  hat  Hermite  zuerst  eine  ausführliche  Bestimmung 
desselben  auf  Grund  der  Gauss'schen  Summen  gegeben  und  zwar  in  seiner  Arbeit: 
Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
Liouville  Journal  (2)  III. 

Daneben  möge  auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen  werden: 
Gordan:  Die  Transformation  der  0 -Functionen.    Giessen  1863. 
Fuhrmann:  Transformation  der  0 -Functionen.    Königsberg  in  Pr.  1877. 
Besch:    Bestimmung  der  bei  der  linearen  Umformung  der  Thetafunctionen   auf- 
tretenden Transformationsconstanten.    Königsberg  in  Pr.  1877. 
SocHocKi:   Bestimmung  der   constanten  Factoren  in   den  Formeln  für  die  lineare 
Transformation  der  Thetafunctionen  etc.  (Polnisch.)   Par.  Denkschrift  1878. 
Rausenberger  :   Beitrag  zur  linearen  Transformation  der   elliptischen  Functionen. 

Grelle  Journal  91. 
Enneper:  Bemerkungen  über  Thetafunctionen.    Gott.  Nachr.  1883. 
Thomae:  Die  Constante  der  linearen  Transformation  der  Thetafunctionen.    ibidem. 

Hierbei  möge  bemerkt  werden,  dass  in  diesen  beiden  Arbeiten,  wie  es  auch 
bei    unserer    Darstellung    geschehen    ist,    nur    das    Quadrat    der    Constanten    be- 
stimmt wird. 
Cayley:   A  verification  in  regard  to  the  linear  transformation  of  the  theta-func- 

tions.    Quarterly  Journal  XXI. 
Hager:   üeber  die  lineare  Transformation  der  Thetafunctionen.    Göttingen  1877. 

Nr.  17  (§§  40,  41). 
In  Bezug  auf  die  ältere  Literatur  über  die  Transformation  zweiten  Grades  möge 
vor  Allem  auf  das  Werk  von  Enneper  verwiesen  werden,  2.  Auflage  pag.  352  sequ. 

Daneben  mögen  die  neueren  Arbeiten  hervorgehoben  werden: 
Kümmel:  The  quadratic  transformation  of  elliptic  Integrals,  combined  with  the 
algorithm    of   the    arithmetico-geometric   mean.    Bulletin   of  the    Phil. 
Society  of  Washington  VII. 
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Glaisher:  On  the  transformation  and  clevelopments  of  the  twelve  elliptic  functions 
and  the  four  Zeta- functions.     Messenger  of  Math.  (2)  17. 

Nr.  18  (§§  42  —  46). 
In    Bezug    auf    die    Entwickelung    der    elliptischen    Functionen    und    ihrer 
Potenzen  resp.  Products    möge   auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen  werden: 
Meyer:    Ueber   rationale   Verbindungen    der   elliptischen    Trauscendenten.      Grelle 

Journal  56. 
Dumas:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Berlin  18G0. 
Baumert:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Breslau  1879. 
Hermite:    Sur    la    theorie    des    fonctions    elliptiques.     Comptes    rendus    57.    1863. 
Journal  de  Mathematiques  (2)  9. 

Extra it  d'une  lettre   ä  M.  L.  Koenigsberger  sur  le  developpement  des  fonc- 

tions   elliptiques    suivant    les    puissances    croissantes    de    la    variable. 

Grelle  Journal  81. 
Didon:  Question.     Nouvelles  Annales  (2)  11. 
Moreau:  Solution  d'une  question.     Nouvelles  Annales  (2)  15. 
Desire  Andre:  Sur  le  developpement  des  fonctions  elliptiques  et  de  leurs  puissances. 

Gomptes  rendus  83. 

Developpements    en   series    des   fonctions   elliptiques  et  de  leurs  puissances. 

Ann.  de  l'Ecole  normale  (2),  6. 

Sur  le  developpement  de  la  fonction  u(.ry  suivant  les  puissances  croissantes 

du  module.    Bulletin  Soc.  Math.  Fr.  6. 

Sur  le   developpement  de  la  fonction  elliptique  X  (x)  suivant  les  puissances 

croissantes  du  module.    Ann.  de  VEcole  normale  (2),  8. 

Developpements  par  rapport  au  module   des  fonctions  elliptiques  X  (xj,  u  (x) 

et  de  leurs  puissances.    Ann.  de  l'Ec.  normale  (2i,  9. 
Glaisher:   On   the  series  which  represent  the  twelve  elliptic  and  the   four  Zeta- 

functions.    The  Messenger  of  Math.  (2),  18. 
Rollin  A.  Harris:    On  the  expansion  of  snx.    Annais  of  Math.  4. 
Krause:    Ueber   die    Entwickelung    der    elliptischen   Functionen   in   Potenzreihen. 

Berichte  der  Leipz.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1894. 

Nr.  19  (§  45). 

Die  hier  eingeführte  Function  p  (u)  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  der 
von  Weierstrass  eingeführten  (p(u),  ebenso  wie  die  Functionen  Ala(u)  in  engem 
Zusammenhang  mit  den  Weierstrass'schen  g- Functionen  stehen.  Es  würde  den 
Rahmen  unserer  Betrachtungen  überschreiten,  wollten  wir  hierauf  näher  eingehen. 
Die  Beziehungen  finden  sich  ausführlich  in  den  Formeln  und  Lehrsätzen  zum  Ge- 
brauche der  elliptischen  Functionen  entwickelt,  welche  von  Schwarz  herausgegeben 
sind,  daneben  in  neueren  Lehrbüchern,  wie  dem  von  Halphen,  Weber  etc. 

Nr.  20  (§  47). 

Die  Abhandlung  von  Jacobi  befindet  sich  im  zweiten  Bande  seiner  Werke 
pag.  171.     Daneben  werde  verwiesen  auf: 

Krause:   Zur  Theoi'ie  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung.    Grelle  98. 
Hurwitz :  Ueber  die  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung,  welchen  die  Formen 
mit  linearen  Transformationen  in  sich  genügen.    Math.  Ann.  33. 
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Nr.  21  (§§  48,  52). 

In  Bezug  auf  die  DifFerentialgleichungen ,  denen  die  Grössen  K,  E  und 
damit  zusammenhängenden  Grössen  Genüge  leisten,  möge  ausser  auf  die  ge- 
nannten Lehrbücher  auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen  werden  (siehe  auch 
Nr.  22). 

LiPscHiTz:  Sur  un  point  de  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.    Comptes  rendus  97. 
Hermite:  Remarque  au  sujet  de  cette  note.    ibidem. 
Martins  da  Silva:    Sur   trois   relations    differentielles    donnees    par    M.    Lipschitz 

dans    la   theorie    des   fonctions    elliptiques.    Jornal  de  Sciencias  Mathe- 

maticas  etc.  pelo  Dr.  F.  Gomes  Teixeira  VI. 
Stuart:  Note  on  the  connexion  between  Legendre's  coeflicients  and  the  complete 

elliptic    integral    of    the    first    kind.      The   Messenger    of  Mathematics. 

(2),  XIII. 
Glaisher:    On   the   quantities   K,E,J,G,K',E',J',G'  in  elliptic  functions.     The 

Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics.    XX. 
Brioschi:    Le    equazioni    differenziali   pei  periodi  delle  funzioni  ellittiche.    Aunali 

di  Matematica  etc.  diretti  dal  prof.  Brioschi  (2),  14. 
Bruns:  Ueber  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Mathematische  Annalen  27. 
Kleiber:    On  some   differential  equations  satisfied  by  the  quantities  K,  E  etc.  in 

elliptic  functions.     The  Messenger  of  Mathematics.  18. 
Scheibner:  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  elliptischen  Modulfunctionen  und 

Invarianten.     Berichte    der   Leipziger    Gesellschaft    der   Wissenschaften 

41.  Band. 

Nr.  22  (§§  49  —  51). 

In  Betreff  der  Berechnung  und  Darstellung  von  K  etc.  als  Functionen  von  fc^ 

möge  auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen  werden  (siehe  auch  Nr.  21): 

ScHLÄFLi:  Sulla  sviluppo  del  periodo  imaginario  pel  easo  che  il  modulo  delle 
funzioni  ellittiche  sia  abbastunza  piccolo.     Annali  di  Matem.  2.  III. 

Steen:  Et  Par  Kjaedebröker  angaaende  elliptiske  Integraler.  Tidsskrift  for  Mathe- 
matik.   Udgivet  af  Zeuthen.   (3),  III 

Fuchs:  Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  als  Functionen 
eines  Parameters  aufgefasst.     Grelle  Journal  71.  Band 

Sur  quelques  proprietes  des  integrales  des  equations  differentielles  auxquelles 

satisfont  les  modules  de  periodicite  des  integrales  elliptiques  des  deux 
premieres  especes.     Grelle  83.  Band. 

Scheibner:  Zur  Reduction  elliptischer  Integrale  in  reeller  Form.  Abhandlungen  der 
Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.   XII. 

Radicke:  Eine  einfache  Darstellungsform  der  vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung.    Schlömilch  Zeitschrift  für  Math.  21. 

Darboux:  Note  sur  deux  integrales  elliptiques  qui  se  presentent  sous  forme  in- 
döterminee.  Memoires  de  la  Societe  des  sciences  physiques  et  naturelles 
de  Bordeaux  (2),  III. 

Goursat:  Sur  l'equation  lineaire  qui  relie  au  module  la  fonction  complete  de 
premiere   espäce.     Bulletin  de  la  Societe  Mathematique  de  France.   X. 

Weierstrass:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Sitzungsberichte  der  Ber- 
liner Academie  1883. 
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Hertens:   Zur  Theorie   der  elliptischen  Functionen.     Sitzungsberichte  der  Wiener 

Academie  1891. 
Glaisher  :  On  the  expression  for  the  complete  elliptic  integral  of  the  second  kind 

as  a  series  proceeding  by  sines  of  multiples  of  the  modular  angle.    The 

London,  Edinburgh  and  Dublin  Philosophical  Magazine  XIX. 
Catalan:   Sui"  un  developpement   de   l'integrale   elliptique   de   premiere   espece  et 

sur  une  suite  de  nombres  entiers.     Belg.  Mem.  16. 

Glaisher:    Expansions    of  K,  J,  G,  E  in  powers    of  k''^—k'^.     The    Messenger   of 

Mathem.  (2),  19. 

C     J{^      T 

On  the  expansion  of  -r?'  -77'  -^  etc.  in  ascending  powers  of  k^.    Ibidem. 

Jv      G-     Ji/ 

Nr.  23  (§  52). 

In  Bezug  auf  die  Legendre'sche  Relation  möge   ausser  auf  die  Lehrbücher 
auf  die  folgenden  neueren  Arbeiten  verwiesen  werden: 

Glaisher:  Proof  of  the  formula  KE' +  K' E -  KK' =  ^-   Messenger  (2)  IV.    1874, 

Jamet:  Sur  les  periodes  des  integrales  ellii^tiques.     Nouvelles  Annales  (.3),  X. 

und  vor  allem  auf: 
Kronecker:  Die  Legendre'sche  Relation.     Berliner  Berichte  1891. 
Buchheim:  Note  on  theorems  in  Weierstrass'  theory  of  elliptic  functions.    Messenger 

of  Math.  XVI. 
Hirwitz:    Grundlagen    einer    independenten  Theorie    der    elliptischen   Modulfunc- 

tionen  etc.     Leipzig  1881. 
Fuchs:   Sur  quelques  proprietes   des   integrales    des   equations  differentielles  aux- 

quelles  satisfont  les  modules  de  periodicite  des  integrales  elliptiques  des 

deux  premieres  especes.    Grelle  8.3  pag.  31. 

Nr.  24  (§  53). 
In    Bezug    auf    die    Entwickelung    der   Functionen    Ala(u)   in   Potenzreihen 
werde  verwiesen  auf: 

Weierstrass:    Ueber    die    Entwickelung    der    Modular -Functionen.      Math.  Werke 
I.  Band. 

Theorie  der  Abel'schen  Functionei^    Grelle  52. 

Joubert:  Sur  le  developpement  en  series  des  fonctions  Al(x).    0.  R.  82  pag.  1259 

und  1326. 
Scheibner:    Ueber   den  Zusammenhang   der   Thetafunctionen  mit   den  elliptischen 

Integralen.  ^Berichte  der  Gesellschaft  der  Wissenschaft  zu  Leipzig  1889. 
Desire  Andre:   Sur  le  developpement  des  fonctions  de  M.  Weierstrass  suivant  les 

puissances  croissantes  de  la  variable.    C.  R.  85.    Liouville  Journal  (3),  V. 

Sur   les    developpements    des    fonctions    Al{x),  Ali{x),  Aljx)    suivant   les 

puissances  croissantes  du  module.    G.  R  86.    Liouville  Journal  (3),  V. 
Krause:    Ueber    die    Entwickelung    der   elliptischen   Functionen   in   Potenzreihen. 
Berichte  der  Leipziger  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1894. 
In  den  letzten  Arbeiten  werden  für  die  Functionen  Ala{ii)  ähnliche  Eigen- 
schaften entwickelt,  wie  in  §  44  und  §  45  für  die  Functionen  snu,  cnu  etc. 
Haussner:  Ueber  die  Zahlencoefficienten  in  den  Weierstrass'schen  g- Reihen.    Nach- 
richten der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  1894. 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.  I.  21 
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Nr.  25  (§§  54  —  58). 

In  Bezug  auf  die  ältere  Literatur  über  die  Multiplication  der  elliptischen 
Functionen  möge  vor  Allem  auf  das  Enneper'sche  Werk  pag.  368  sequ.  verwiesen 
werden. 

Neben  den  entsprechenden  Lehrbüchern,  vor  Allem  von  Mansion  und  Koenigs- 
berger,  heben  wir  die  folgenden  Arbeiten  hervor: 
Santo:   De   functionum    ellipticarum   multiplicatione    et   transformatione   quae    ad 

numerum  parem  pertinet  commentatio.    Grelle  14. 
Cayley:    Note    sur  quelques  formules   qui   se  rapportent  a  la  multiplication  des 

fonctions  elliptiques.    Grelle  39  und  41. 
Brioschi:    Sur  quelques  formules  pour  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques. 

Comptes  rendus  tome  59. 
Baehr:    Sur   les   formules    pour   la   multiplication   des  fonctions  elliptiques  de  la 

premiere  espece.    (Multiplication  mit  7.)    Grunert's  Archiv  36. 
Betti:  La  teorica  delle  funzione  ellittiche.    Brioschi  Annali  IV. 
Kiepert:    Wirkliche   Anführung    der    ganzzahligen  Multiplication    der  elliptischen 

Functionen.    Grelle  76. 
Simon:   Ganzzahlige  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  in  Verbindung  mit 

dem  Schliessungsproblem.    Strassburg  und  Grelle  81. 
Frobenius  und  Stickelberger  :  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Grelle  83. 
Halphen:  Sur  la  multiplication  des  fonctions  elliptiques.    Comptes  rendus  88. 

Sur  deux  äquations  aux   d(irivees  partielles  relatives  ä  la  multiplication  de 

l'argument  dans  les  fonctions  elliptiques.    Gomptes  rendus  88. 

Frobenius  und  Stickelberger:  Ueber  die  Addition  und  Multiplication  der  ellip- 
tischen Functionen.    Grelle  88. 

Geaisuer:  Formulae  for  snSu,  cn8u,  dnSu  in  terms  oi'  snu.  Proceedings  of  the 
Royal  Society  of  Edinburgh  32. 

Novarese:  Intorno  alla  multiplicazione  delle  funzioni  ellittiche.  Atti  della  Reale 
Accademia  di  Torino  17. 

Runge:  Algebraische  Ableitung  der  Multiplication  von  cnu.    Grelle  94. 

Kronecker:  Bemerkungen  über  die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen. 
Berliner  Monatsberichte  der  Acad.  der  Wissensch.  1883. 

Weitere   Bemerkungen  über  die  Multiplication   der  elliptischen  Functionen. 

ibidem. 

• 

Nr.  26  (§§  59  —  63). 

In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Transformation  n^on  Grades  und  zwar  mit 
Rücksicht  auf  die  Coefficientenbestimmung  etc.  mögen  neben  den  Lehrbüchern,  vor 
allem  denjenigen  von  Koenigsberger,  Briot  und  Bouquet,  die  folgenden  Arbeiten 
hervorgehoben  werden,  wobei  bemerkt  wird,  dass  dieselben  auch  in  das  Gebiet 
der  Modulargleichungen  zum  Theil  hineingehören: 
Gayley:  A  memoir  on  the  transformation  of  elliptic  functions.   Philosophical  Trans- 

actions  of  the  Royal  Society  of  London  164.    Proceedings  of  the  Royal 

Society  of  London  XXII. 
Göring:    Untersuchungen   über    die  Theilwerthe  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen 

und  die  im  Gauss'schen  Nachlasse  mitgetheilten  Beziehungen  derselben. 

Math.  Annalen  VII. 
Lagueree:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.    Gomptes  rendus  82. 
Herstowsky:  Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen.    Math.  Annalen  9. 
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Laguerre:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Bulletin  de  la  Societe 
Math,  de  France  VI. 

Cayley:  Addition  to  the  memoir  on  the  transformation  of  elliptic  functions. 
Philosoi)hicaI  Transactions  169. 

Frobenius:  Zur  Theorie  der  Transformation  der  Thetafunctionen.  Crelle's  Journal  89. 

Smith:  Notes  on  the  theory  of  elliptic  transformation.  Mess.  of  Math.  (2),  XII. 
Notes  on  the  theory  of  elliptic  functions.    ibidem  XIII. 

Krause:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.    Acta  math.  III. 

Klein:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen  nter  Stufe.    Leipziger  Berichte  1884. 

Müller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.    Hoppe  Archiv  (2),  I. 

Klein:  lieber  die  elliptischen  Normalcurven  der  JVten  Ordnung  und  zugehörige 
Modulfunctionen  der  iVten  Stufe.    Leipziger  Abhandl.  1886. 

Kroneckek:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    Berliner  Berichte  1886. 

Hermite:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.  Rendiconti  del  Circolo 
Mat.  di  Palermo  V. 

Faa  de  Bruno:  Dfoionstration  directe  de  la  formule  Jacobienne  de  la  trans- 
formation cubique.    American  Journal  of  Math.  X. 

Cayley:  On  the  transformation  of  elliptic  functions.    American  Journal  of  Math.  IX. 

Nr.  27  (§62). 

In  Bezug  auf  die  Constantenbestimmung   in    diesem  Paragraphen  möge   auf 
das  citirte  Werk  von  Weber  verwiesen  werden  (§  27). 

Nr.  28  (§  64). 

Es  würde    den  Rahmen    dieses  Werkes    überschreiten,    wollten  wir   auf    die 
reichhaltige  Literatur  über  Modulfunctionen  hier  näher  eingehen.    Es   möge  nur 
verwiesen  werden  auf  die  Arbeit  von  Dedekind: 
Schreiben  an  Herrn  Borchardt  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modul -Functionen. 

Grelle  83. 
Daneben  auf  die  Lehrbücher  von  IJausenberger,  Klein,  Weber. 

Nr.  29  (§  65). 
In    Bezug    auf    die    Hermite'schen    qp-,  tp-   und  ;j- Functionen    werde    ver- 
wiesen auf: 
Hekmite:  Sur  la  resolution  de  l'equation  du  cinquieme  degre.    Paris  1859. 

Sur  la  resolution  de  l'equation  du  quatrieme  degre.    Paris  1859. 

Koenigsberger:    Die   linearen  Transformationen    der   Hermiteschen  qp- Functionen. 

Math.  Ann.  III. 
Schläfli:    Beweis   der  Hermite'schen  Verwandlungstafeln  für  die  elliptischen  Mo- 
dularfunctionen.    Grelle  72. 

Nr.  30  {§§  66  —  69). 

In  Bezug   auf  die  Modular-   und  Multiplicatorgleichungen  möge   ausser  auf 
die    Lehrbücher,    besonders    auf    die    Koenigsberger'schen    und    das    Werk    von 
Briot  und  Bouquet,  auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen  werden: 
Soiixcke:    Aequationes    modulares    pro    transformatione    functionuin    ollipticariini. 

Grelle  Journal  16. 
Matthieu:    Memoire    sur    les    fonctions    elliptiques.     Journal  de  TEcole  polytech- 

nique  25. 
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Koenigsberger:  Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliiitischen 
Functionen.     Grelle  Journal  72. 

Koenig:  Zur  Theorie  der  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  Heidel- 
berg 1871. 

Joubert:  Sur  les  equations  qui  se  rencontrent  dan.s  la  theorie  de  la  transformation 
des  fonctions  elliptiques.    Paris  1876. 

Krause:  Ueber  die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  ihre  An- 
wendungen auf  die  Zahlentheorie.    Mathematische  Annalen  12. 

Brioschi:    Sopra  una  classe  di  equazioni  modulari.     Annali  di  Matematica  (2),  9. 

Sopra  alcune  nuove  relazioni  modulari.    Naijoli  1866. 

Cayley:  Note  on  Schlaefli's  modular  equation  for  the  cubic  transformation.    The 

Messenger  of  Math.  (2),  20. 
Pockovsky:  Beziehungen  zwischen  den  Moduln  und  ihren  complementären  bei  der 

Transformation   5ten  Grades    der    elliptischen   Functionen.     Nachrichten 

der  Universität  Moskau. 
Cayley:  On  the  Jacobian  sextic  equation,     The  Quarterly  Journal  18. 

An  algebraic  transformation,    The  Messenger  of  Math,  15. 

Ely:  The  algebraic  Solution  of  the  modular  equation  for  the  septic  transformation. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  13. 
Cayley:    Note   sur  la  transformation   du   septieme  ordre  des  fonctions  elliptiques. 

Association  Fran^aise.    Toulouse  1887. 

Sur    l'equation    modulaire    pour   la   transformation    de   l'ordre    11.  Comptes 

rendus  91. 
ScHLÄFLi:   Beweis  der  Hermite'schen  Verwandlungstafeln   für  die  elliptischen  Mo- 

dularfunctionen,    Grelle  Jouunal  72. 
Sohncke:    Aequationes  modulares  pro  transformatione  functionum  ellipticarum  et 

undecimi  et  decimi  tertii  et  decimi  septimi  ordinis.    Grelle  12. 
Cayley:  Correction  of  two  numerical  errors  in  Sohncke's  paper  respecting  modular 

equations.    Grelle  81. 
Gützlaff:  Aequatio  modularis  pro  tran.«formatione  functionum  ellipticai'um  septimi 

ordinis.    Grelle  12. 
Igel  :  Versuch,  einige  Sätze  in  der  Theorie  der  Modulargleichungen  rein  algebraisch 

abzuleiten.    Monatshefte  für  Mathematik,  Band  3. 
Daneben   möge    auf   die    zahlreichen   Untersuchungen    von    Stejjhen    Smith 
hingewiesen  werden,  die  sich  in  dem  Werke  finden: 
The  collected  Mathematical  Papers  of  Henry  John  Stephen  Smith.    Oxford  1894. 

Nr.  31  (§  70). 
In    Bezug    auf    die    Literatur    über    Differentialbeziehungen    in    der    Trans- 
formationstheorie werde  auf  das  AVerk  von  Enneper  2.  Auflage  pag.  413  etc.  ver- 
wiesen. 

Wir  heben  die  folgenden  Arbeiten  hervor: 
Eisenstein:  Fernere  Bemerkungen  zu  den  Transformationsformeln.    Math.  Abhandl. 

pag.  159. 
Brioschi  :  1  >i  una  nuova  equazione  dififerenziale  nella  teorica  delle  funzioni  ellittiche. 

Rend.  Jst.  Lomb.  (2)  X. 
Genocchi:  Intorno  all'  equazione  differenziale  del  moltiplicatore.     ibidem. 
Valm: :   Sülle   equazioni   ditferenziali   alle  quali  soddisfanno  il  modulo  ed  il  mol- 
tiplicatore nella  transformazione  delle  funzioni  ellittiche.  Torino  Atti  XXV. 
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Nr.  32  (§  71). 

In  Bezug   auf  die  Entwickelung  der  Wurzeln   der  Modulargleichung  möge 
verwiesen  werden  auf  : 

Matthieu:  Memoire  sur  les  fonctions  elliptiques.    Journal  de  l'Ecole  Poljtechnique. 

Tome  XXV. 
Kkacse:  Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Math.  Ann.  XII. 

Ueber   die   Modulargleichungen    der    elliptischen   Functionen    und   ihre    An- 

wendungen auf  die  Zahlentheorie.    Math.  Ann.  XU. 

Nr.  33  (§  72). 

In  Bezug   auf  die   Discriminante   der    Modulargleichungen,    soweit   sie   hier 
behandelt  worden  ist,  werde  verwiesen  auf: 

Hermite:  Sur  la  theorie  des  equations  modulaii'es.     Paris  1859. 
Kbause:   Ueber  die  Discriminante   der  Modulargleichungen   der  elliptischen  Func- 
tionen.   Mathematische  Annalen  8.  und  0.  Band. 

Nr.  34  (§§  73,  74). 
Die  in  Betracht  kommenden  Arbeiten  von  Weber  sind: 
Webek:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  Acta  mathematica  G.  und  11.  Band, 
daneben  ist  sein  Werk  ,, Elliptische  Functionen  und  algebraische  Zahlen" 
zu  citiren. 
Es  würde  zu  weit  führen,  wollten  wir  alle  die  vielen  interessanten  Arbeiten 
anführen,  die  es  sich  zum  Ziele  stellen,  allgemeine  oder  specielle  Transformations- 
gleichungen im  Weber'schen  Sinne  aufzustellen.     Es  kommen  vor  allem  Arbeiten 
in  Betracht,   die  von  Kiepert,  Brioschi,  Klein  und  dessen  Schülern  verfasst  sind. 
Zum  grossen  Theil  befinden  sich  dieselben  in  den  Berichten  der  Sächsischen  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften,  in  den  Mathematischen  Annalen,  dem  Crelle'schen 
Journal  und  den  Annali  di  Matematica. 

Nr.  35  (§  75). 
In  Bezug  auf  die  Betrachtungen  des  §  75  werde  verwiesen  auf: 
Krause:  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques.    Acta  mathematica  3. 

Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.   Mathematische 

Annalen  25.  Band 
Rohue:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.    Hoppe  Archiv  (2),  III. 

Nr.  36  (§§  76  —  78). 

In  Betreff  der  Thetafunctionen  mit  gebrochener   Charakteristik  werde  ver- 
wiesen auf: 

Pry5i  und  Krazek:  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'schen  Thetaforniel. 

Acta  mathematica  3.  Band. 
Kkazer  :  Ueber  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  Dritteln  ganzer  Perioden 

gebildet  sind.    Mathem.  Annalen  22.  Band. 
Thomae:  Darstellung  des  Quotienten  zweier  Thetafunctionen,  deren  Argumente  sicli 

um  Drittel   der  Periodicitätsmoduln  unterscheiden,    durch   algebraische 

Functionen.    Math.  Annalen  6.  Band. 
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BiANCHi;  Ueber  die  Normalformen  dritter  und  fünfter  Stufe  des  elliptischen  Integrals 

erster  Gattung.    Math.  Annalen  17.  Band. 
Klein:  Ueber  die  unendlich  vielen  Normalformen  des  elliptischen  Integrals  erster 

Gattung.    Math.  Annalen  17.    Ueber  gewisse  Theilwerthe  der  0- Function. 

Math.  Annalen  17. 
Krause:  Ueber  Thetafunctionen ,   deren  Charakteristiken  gebrochene  Zahlen  sind. 

Math.  Annalen  26. 
Voss:   Theorie  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen,   deren   Charakteristiken 

sich  aus  gebrochenen  Zahlen  zusammensetzen  lassen.    Greifswald  1886. 
SiEVEKT:  Ueber  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus  Fünfteln  ganzer  Zahlen 

bestehen.     Programm  des  Neuen  Gymnasiums  in  Nürnberg  1890/91. 
Brauxmühl:    Untersuchungen    über  jj-reihige    Charakteristiken,    die    aus    Dritteln 

ganzer  Zahlen  gebildet  sind  und  die  Additionstheoreme  der  zugehörigen 

Thetafunctionen.    Abhandl.  der  K.  Bayer.  Academie  der  Wiss.  IL  Classe 

16.  Band. 

Ueber    die    Göpel'sche    Gruppe  p- reihiger    Theta Charakteristiken,    die    aus 

Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind  und  die  Fundamentali-elationen 
der  zugehörigen  Thetafunctionen.    Math.  Ann.  32. 

Ueber  Gruppen  von  j;- reihigen  Charaktei'istiken ,  die  aus  «tei"  ganzer  Zahlen 

gebildet  sind  und  die  Relationen  zugehöriger  Thetafunctionen  »1*""  Ord- 
nung.   Math.  Ann.  37. 

Heixze:  Beiträge  zur  Anwendung  der  Dreitheilung  der  elliptischen  Functionen  auf 
die  Theorie  der  Wendepunkte  einer  Curve  dritter  Ordnung.  Grunert's 
Archiv  70.  Band. 

Winzer:  Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen,  insbesondere  der  Trans- 
formation dritten  und  neunten  Grades.    Rostock  1886. 

Schleicher:  Darstellung  und  Umkehrung  von  Thetaquotienten,  deren  Charak- 
teristiken aus  Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind.    Bayreuth  1890. 

Nr.  37  (§  79). 

Die  im  §  79  eingeführten  Functionen  und  ähnliche  mit  ihnen  zusammen- 
hängende haben  sich  für  die  Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  von 
grosser  Bedeutung  gezeigt  und  sind  besonders  in  neuerer  Zeit  nach  den  ver- 
schiedensten Richtungen  hin  untersucht  worden.  In  Bezug  hierauf  möge  vor 
Allem  auf  die  Arbeiten  von  Klein-  und  seinen  Schülern  verwiesen  werden.  Das 
beste  Bild  von  dem  Geleisteten  giebt  das  citirte  Werk  von  Klein  über  die  Modul- 
functionen,  daneben  möge  die  Arbeit  von  Hurwitz  besonders  hei^vorgehoben  werden : 
HuRwiTz:  Ueber  endliche  Gruppen  linearer  Substitutionen,  welche  in  der  Theorie 
der  elliptischen  Transcendenten  auftreten     Math.  Annalen  27.  Band. 

Nr.  38  l§  80). 
In    Bezug   auf   die   Additionstheoreme    zwischen   Thetafunctionen   mit   ver- 
schiedenen Moduln  werde  auf  die  folgenden  Arbeiten  verwiesen: 
Schröter:  De  aequationibus  modularibus.    Regiomonti  1854. 

Ueber   die   Entwickelung   der   Potenzen  der  elliptischen  Transcendenten  & 

und  die  Theilung  dieser  Functionen.    Breslau  1855. 
Görixg:  Untersuchungen  über  die  Theilwerthe   der  Jacobi'schen  Thetafunctionen 
und  die  im  Gauss'schen  Nachlasse  mitgetheilten  Beziehungen  derselben. 
Math.  Ann.  7. 
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Herstowski:   Zur  Theorie  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen.    Math.  Annalen  11. 
Hoppk:  Verallgemeinerung   einer   Relation   der   Jacobi'schen   Functionen.     Hoppe 

Ai-chiv  70. 
Krause:  Zur  Transformation  der  elliptischen  Functionen.     Berichte  der  Königlich 

Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  1886. 
Ueber  Fourier'sche  Entwickelungen  im  Gebiete   der  Thetafunctionen  zweier 

Veränderlichen.    Math.  Ann.  27. 
Müller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.    Rostock  1887. 
Mertess:  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Schröter  sehen  Multiplicationsformeln 

für  Thetareihen.    Programm  Gymn.  Köln  1889. 
Bockhorn:  Beziehungen  zwischen  Thetafunctionen  mit  verschiedenen  Jacobi'schen 

Moduln.    Solingen  1891. 
HrnxER:  Ueber  die  Umformung  unendlicher  Reihen   und  Producte  mit  Beziehung 

auf  elliptische  Functionen.    Königsberg.    Programm   des   Kneiphöfischen 

Gymnasiums  1891. 
Prym  und  Kräzer  :  Xeue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunctionen. 

Leipzig  1892. 
Kr-w.se:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.     Berichte  der  Leipziger  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  1893. 
Die  in  §  80  aufgestellten  Additionstheofeme   sind  zuerst  vom  Verfasser  in 
den  citirten  Arbeiten  entwickelt  worden. 

Nr.  39  (§§  81  —  85). 

In  Bezug   auf  die  Theorie   der   doijpeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art,  soweit  sie  in  den  §§  81  —  85  in  Betracht  kommt,  werde  verwiesen  auf: 
Hermite:  Note   sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  ajoutee  ä  la  6«  edition  du 
Traite  de  Calcul  diflferentiel  et  de  calcul  integral  de  Lacroix. 

Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques.    Paris  1885. 

Remarques   sur  la  decomposition  en  elements  simples  des  fonctions  double- 

ment  periodiques.    Toulouse  Ann.  IL  C. 

Mittag -Leffler:  Sur  les  fonctions  doublement  periodiques  de  seconde  espece. 
Comptes  rendus  90. 

Krause:  Ueber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art  in  Potenzreihen.     Math.  Ann.  30. 

Zm- Theorie  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  u.  dritter  Art.  Sitzungs- 
bericht der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig  1889. 

Ueber  die  Differentialgleichungen,  denen  die  doppeltperiodischen  Functionen 

zweiter  Art  Genüge  leisten,    ibidem  1891. 

Scheibser:  Ueber  elliptische  Doppelsummen,    ibidem  1890. 

Cayley:  On  Hermite's  Ä-product  theorem.     The  Messenger  of  Math.  (2),  18. 

Weyr:  Remarque  sur  la  decomposition  des  fonctions  doublement  periodiques  en 
elements  simples.     Darboux  Bulletin  (2),  XH. 

Naetsch:  Zur  Theorie  der  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  mit  doppelt- 
periodischen Coefficienten.    Leipzig  189-4. 

Nr.  40  (§  82). 
Die   ältere  Literatur  über  die   eingefühiie  Function  J(«)  und  die  damit  zu- 
sammenhängenden Integi-ale  zweiter  Ai-t  findet  sich  in  dem  Lehrbuche  von  Enneper 
2.  Auflage  pag.  213. 
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Daneben  möge   auf  die   citirten  Lehrbücher,  insbesondere  das  Halphen'sche 

Werk  verwiesen  werden.     Von  neueren  Arbeiten  seien  die  folgenden  genannt: 

Glalsher  :  Proof  of  the  addition  equation  for  elliptic  integrals  of  the  second  kind 
by  means  of  the  5-series.     Messenger  of  Math.  (2),  XIL 

Walker:  Proof  of  the  addition  theorem  for  elliptic  integrals  of  the  second  kind' 
and  of  Fagnano's  theorem.    Proceedings  of  the  Lond.  Math.  Soc.  13. 

Forsyth:  The  addition  theorem  for  tho  second  and  third  elliptic  integrals.  Mes- 
senger of  Math.  XV. 

Glaisher:  On  the  Zeta-functions.     Messenger  of  Math.  XV. 

Note    on    the    functions   Z(m),  0(«),  n(u,  a).     Proc.    of  the   London   Math. 

Soc.  17. 

Olsson:  Harledning  of  Additionsteoremen  för  nägra  EUiptiska  Integralen.  Tids- 
skrift  for  Mathematik  af  Zeuthen.     Kopenhagen  (5),  V. 

ScHOTTKY :  Ueber  das  Additionstheorem  der  Cotangente  und  der  Function  ^{u)  ——-• 
Grelle  Journal  110.  ^^^''^ 
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Vorwort. 


Der  zweite  Band  meines  Werkes  über  doppeltperiodisehe  Func- 
tionen, welcher  hiermit  der  Oeffentlichkeit  übergeben  wird,  zerfällt  in 
drei  Theile,  von  denen  der  erste  die  Anfinge  der  Transformations- 
theorie auf  der  Grundlage  von  Additionstheoremen  zwischen  Theta- 
functioneu  mit  verschiedeneu  Moduln,  der  zweite  die  Entwickelung 
der  doppeltperiodischen  Functionen,  insbesondere  zweiter  und  dritter 
Art,  in  trigonometrische  Reihen,  der  dritte  endlich  die  mannigfaltigen 
Differentialoieichungen  behandelt,  denen  die  Functionen  zweiter  Art 
Genüge  leisten.  Diese  Theorien  sind  wohl  bisher  in  keinem  Werk 
vereinigt  worden.  Ursprünglich  war  es  meine  Absicht,  dieselben  allein 
mit  denjenigen  zu  veröffentlichen,  die  sich  im  vierten  Abschnitt  und 
einigen  Paragraphen  der  vorangehenden  Abschnitte  des  ersten  Bandes 
befinden.  Durch  die  Natur  des  behandelten  Gegenstandes  sah  ich  mich 
aber  veranlasst,  von  meinem  ursprünglichen  Plane  abzugehen  und  die 
schon  vielfach  behandelten  elliptischen  Functionen  mit  in  den  Kreis 
der  Betrachtungen  hineinzuziehen.  Der  Zusammenhang  zwischen  den 
gewöhnlichen  elliptischen  Functionen  und  den  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art  ist  nämlich  ein  so  enger,  dass  die  gesonderte  Betrachtung 
der  letzteren  eines  natürlichen  Rahmens,  sowie  eines  einheitlichen  Ge- 
sichtspunktes entbehren  würde  und  zu  mannigfachen  Uebelständen  ge- 
führt hätte.  Wie  ich  aber  schon  in  der  Vorrede  zum  ersten  Bande 
bemerkt  habe  und  nochmals  ausdrücklich  hervorheben  möchte,  ist 
es  keineswegs  meine  Ab.sicht  gewesen,  eine  alles  umfassende  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  zu  geben.  Es  sind  im  Wesentlichen  nur 
diejenigen  allgemeinen  und  bekannten  Untersuchungen  hineingezogen 
worden,  welche  die  Grundlage  und  die  Gesichtspunkte  für  das  ganze 
Werk  abgeben  und  zum  Verständniss  der  Theorie  der  Functionen 
zweiter  und  dritter  Art  nothwendig  sind  —  diese  letzteren  bilden  den 
eigentlichen  Schwerpunkt  meines  Werkes. 

Ich  habe  nun,  nachdem  im  ersten  Bande  auf  functionentheoretische 
Grundlage  hin  die  Thetafunctionen  sich  als  Elementarfunctionen  er- 
ß;el)en  hatten,  die.  weiteren  Betrachtungen  im  Wesentliclien  auf  dem 
Hermite 'sehen  Transformationsprincip  aufgebaut.  Zu  dieser  Darstell- 
ung bin  ich  nach  genauer  Vergleichung  der  verschiedenen  in  der  Theorie 
der  ])eriodischen  Functionen  üblichen  Methoden  als  der  einfachsten  und 
durchsichtigsten  gelangt.  Zwar  ist  es  nicht  zu  verkennen,  dass  mit  ihr 
gewisse   Uebelstände    verbunden    sind.     Die   Darstellung   hat   mehrfach 


rV"  Von\-ort. 

etwas  scheinbar  Zufälliges,  es  ist  nicht  immer  ersichtlich,  warum  gerade 
der  oder  jener  Ansatz  gemacht  wird,  daneben  entspricht  sie  nicht  der 
historischen  Entwickelung.  In  der  That  ist  in  der  Mehrzahl  der  Fälle 
das  Princip  erst  angewandt  worden,  nachdem  die  betreffenden  Formeln 
auf  anderem  Wege  schon  gefunden  waren.     Diese  Uebelstände  aber  — 

~  TD 

wenn  die  letztere  Thatsache  überhaupt  als  ein  solcher  bezeichnet  werden 
darf  —  werden  auf  der  andern  Seite  durch  gewisse  Vortheile  bedeutend 
überwogen,  die  der  von  mir  eingeschlagene  Weg  darbietet. 

In  dem  Hermite'schen  Transformationspriucip  concentrirt  sich 
thatsächlich  der  überwiegende  Theil  der  Theorie  der  doppeltperiodischen 
Functionen,  und  findet  in  ihm  seineu  klarsten,  einfachsten  und  all- 
gemeinsten Ausdruck.  Durch  eine  Modification  der  Fragestellung  er- 
geben sich  aus  ihm  der  Reihe  nach  die  einzelnen  Sätze  der  Theorie  in 
systematischer  und  folgerichtiger  Weise. 

In  dieser  meiner  Auffassuugs weise  liegt  es  u.  A.  begründet,  dass  ich 
von  der  Einführung  der  Weierstrass'schen  Functionen  abgesehen  habe. 
Die  (j- Functionen  folgen  nicht  gleich  den  O'- Functionen  dem  Trans- 
formationspriucip —  ihre  ausführliche  gesonderte  Betrachtung  würde 
mich  auch  nach  anderer  Richtung  hin  von  dem  vorgesetzten  Ziele  ab- 
gelenkt haben.  Es  möge  bei  dieser  Gelegenheit  auf  eine  Bemerkung 
von  Herrn  Scheibner  (Sitzungsbericht  der  Leipziger  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  1888  S.  276)  über  das  Yerhältniss  der  G-Functionen  zu 
den  0^- Functionen  hingewiesen  werden,  die  den  richtigen  Gesichtspunkt 
für  die  Vergleichung  derselben  geben  dürfte: 

„Es  ist  ja  an  sich  leicht  erklärlich,  dass  das  Studium  der  Sigma- 
functionen,  deren  Einführung  in  die  Analysis  durch  Weierstrass  in 
so  vielen  Beziehungen  sich  als  wichtig  und  fruchtbar  erwiesen,  seit  das- 
selbe den  Mathematikern  in  grösseren  Kreisen  zugänglich  geworden  und 
ihr  Interesse  in  Anspruch  genommen  hat,  eine  Zeit  lang  auf  Kosten  der 
länger  bekannten  Jacobi-Aberschen  Thetafunctionen  in  den  Vorder- 
grund getreten  ist.  Im  umgekehrten  Falle  würde  es  sich  vermuthlich 
gerade  umgekehrt  verhalten  haben,  während  wir  doch  froh  sein  dürfen, 
dass  für  die  Erfordernisse  der  Theorie  wie  der  Praxis  dem  Mathematiker 
nach  doppelter  Richtung  so  interessante  Functionen  zu  Gebote  stehen.'' 

Um  zur  Hauptsache  zurückzukommen:  Der  eigenthümliche  und  im 
Ganzen  einheitliche  Gang  meines  Werkes  bringt  es  mit  sich,  dass  in 
demselben  nur  die  i*)^- Functionen,  nicht  aber  die  (?-Functioneu  berück- 
sichtigt sind.  Ebenso  erklärt  sich  aus  dem  einheitlichen  Gange  meiner 
Darstellung  das  Fehlen  mancherlei  weitergehender  functionentheoretischer 
Sätze.  An  Stelle  jener  Sätze  tritt  eben  das  genannte  Transformations- 
princij)  als  das  eigentlich  Primäre,  und  jene  Sätze  kommen  im  Wesen t- 
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liehen  nur  so  weit  und  nur  in  solcher  Ausdehnung  in  Betraelit.  als  sie 
sich  aus  diesem  Princip  als  Folgerungen  ergeben.  Allerdings  können 
dabei  Rechnungen  nicht  vermieden  werden.  Wenn  man  heutzutage 
hin  und  wieder  die  Rechnung  als  „unmodern'-  bezeichnet  und  wonniglich 
allen  Arbeiten  einen  und  denselben  „modernen"  Zuschnitt  aufdrängen 
möchte,  so  scheint  mir  das  doch  einigermassen  unbillig. 

Dass  man  im  Allgemeinen,  wo  es  angeht,  beschwerliche  Rechnungen 
gerne  vermeiden  wird,  verstellt  sich  wohl  von  selber  und  bedarf  also 
kaum  noch  der  Erwähnung.  Oder  hätten  vielleicht  die  Mathematiker 
früherer  Jahrhunderte  oder  Jahrtausende  hierüber  anders  gedacht? 

Aber  häufig,  namentlich  beim  Hineingehen  in  neue  noch  unerforschte 
Gebiete  oder  auch  bei  der  Eröffnung  neuer  Wege  in  schon  bekannten 
Gebieten  werden  Fälle  eintreten,  in  denen  man  die  Rechnung  nicht  ent- 
behren kann.  Auch  ist  zu  beachten ^  dass  nicht  zu  weit  getrie))ene  Rech- 
nungen manches  anziehende  Moment  und  eine  gewisse  pädagogische  Kraft 
besitzen,  die  durch  blosses  Angeben  von  Ideen  iiicht  erreicht  wird,  und 
dass  überhaupt  die  Rechnung  stets  mit  einer  gewissen  Nothwendigkeit 
in  Function  treten  wird,  sobald  es  sich  darum  handelt,  die  Grösse  und 
Mannigfaltigkeit  eines  Gedankens  oder  eines  Princips  nach  allen  Seiten 
hin  klar  zu  legen. 

Endlich  erklärt  sich  aus  dem  einheitlichen  Gange  meines  AVerkes 
z.  B.  auch  das  Fehlen  geometrischer  Betrachtungen.  Wenn  ich  auch,  als 
Docent  einer  technischen  Hochschule,  ausserordentlich  geneigt  bin,  den 
geometrischen  Betrachtungen  die  allergrösste  Bedeutung  beizulegen  und 
meine  hiesigen  Vorlesungen  über  höhere  Analysis  auf  durchaus  geome- 
trischer Grundlage  aufbaue,  so  folgt  hieraus  doch  noch  keineswegs  die 
Nothwendigkeit,  in  allen  Theilen  der  so  weit  verzweigten  Mathematik 
und  unter  allen  Umständen  stets  das  Geometrische  zu  bevorzugen.  Viel- 
mehr wird  nach  meiner  Ansicht  die  Analysis  auch  in  ihrer  reinen  Form 
neben  der  Geometrie  stets  ihre  volle  Berechtigung  behalten.  Die  Ver- 
mischung geometrischer  und  analytischer  Methoden,  wie  sie  z.  B.  in  den 
Arbeiten  des  Herrn  F.  Klein  anzutreffen  ist,  wird  vielfach  zweckmässig 
sein.  Sie  als  allgemeine  und  obligatorische  Norm  hinstellen  zu  wollen 
—  daran  Avird  doch  wohl  Niemand  denken. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  sei  es  mir  gestattet,  auf  den 
ersten  Abschnitt  des  zweiten  hier  vorliegenden  Bandes  etwas  näher 
einzugehen.  Der  Zweck  desselben  ist  es,  die  Anfänge  einer  Transforma- 
tionstheorie auf  der  Grundlage  von  Additionstheoremen  zwischen  Theta- 
functionen  mit  verschiedenen  Moduln  in  elementarer  Weise  zu  entwickeln. 
Ich  lege  hierbei  das  Hauptgewicht  auf  das  Princip  selber,  nicht  aber 
auf  seine  hier  vorliegende  Durchführung,  die  noch  sehr  der  Ergänzung 
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und  Erweiterung  bedarf.  Der  Ausgangspunkt  für  meine  Anschauungs- 
weise ist  in  meinen  Arbeiten  über  die  hyperelliptisclien  Functionen  ge- 
legen. Ich  versuchte  dort  die  Methoden,  wie  sie  für  die  elliptischen 
Functionen  massgebend  waren,  auf  die  hyperelliptischen  erster  Ordnung 
zu  übertragen,  um  eine  Transformationstheorie  derselben  zu  erhalten. 
Es  gelang  mir,  die  verschiedenen  Arten  von  Transformationsgleichungen 
zu  definiren  und  ihre  Haupteigenschaften  zu  entwickeln  —  meine  Ver- 
suche dagegen  nach  jenen  früheren  Methoden  Transformationsgleichungen 
wirklich  zu  bilden,  stiessen  auf  die  grössten  Schwierigkeiten  und  führten 
mich  zu  keinem  bemerkenswerthen  Resultate.  So  sah  ich  mich  denn 
veranlasst,  für  die  elliptischen  Functionen  nach  neuen  Methoden  zu 
suchen,  nach  solchen,  die  sich  leicht  übertragen  Hessen.  Ein  Theil  der 
hierbei  gefundenen  Resultate  findet  sich  im  ersten  Bande  dieses  Werkes 
angegeben,  insbesondere  in  den  §§  59,  60,  61,  75  etc.  Die  Ueber- 
tragung  derselben  auf  die  hyperelliptischen  Functionen  ermöglichte  die 
Darstellung  von  Transformationsgleichungen  in  besonders  einfachen  Fällen. 
Ich  musste  mich  aber  bald  davon  überzeugen,  dass  auch  diese  Methoden 
keine  weitreichenden  und  befriedigenden  seien  —  so  interessant  die 
einzelnen  gewonnenen  Resultate  auch  an  sich  waren  — ,  und  kam  auf 
diesem  Wege  im  Anschluss  an  die  bekannten  Schrot  er 'sehen  Arbeiten 
zu  der  Aufstellung  meiner  Additionstheoreme  und  zu  der  Anschauungs- 
weise, die  in  dem  vorliegenden  zweiten  Bande  dargelegt  wird.  Bei  der- 
selben ist  das  eigentliche  Ziel:  die  wirkliche  Aufstellung  von  Trans- 
formationsgleichungen und  damit  diejenige  Aufgabe,  welche  als  das 
eigentliche  Transformationsproblem  zu  bezeichnen  ist  und  seit  längerer 
Zeit  die  Kräfte  einer  Reihe  von  Mathematikern  in  Anspruch  ge- 
nommen hat. 

Als  charakteristisch  sind  bei  dem  von  mir  eingeschlagenen  Wege 
folgende  Punkte  hervorzuheben. 

Erstens  können  die  Transformationsgleichungen,  die  sich  für  die 
elliptischen  Functionen  ergeben,  ohne  Schwierigkeit  auf  die  hyperellip- 
tischen  übertragen  werden.  Man  kommt  dabei  zu  einer  Fülle  von 
Transformationsgleichungen,  die  auf  anderem  Wege  nur  schwer  dürften 
herzustellen  sein. 

Zweitens  wird  die  allgemeine  Transformationstheorie  in  enge  Ver- 
bindung gebracht  mit  der  speciellen  Transformationstheorie,  nämlich 
mit  der  Entwickelung  der  Constantenrelationen.  Ich  habe  es  stets  als 
unnatürlich  empfunden,  dass  die  Modular-  und  Multiplicatorbeziehungen 
in  fremdartiger  Weise,  unter  Heranziehung  völlig  neuer  Principien,  und 
auf  ganz  anderem  Wege  als  die  gewöhnlichen  Thetarelationen  abgeleitet 
werden,    obgleich    sie    doch    im    Grunde   genommen    nichts   anderes   als 
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Thetarelationen  sind,  nur  bezogen  auf  specielle  Wertlie  der  Argumente. 
Es  erschien  mir  daher  höchst  wünschenswerth,  diese  Constantenrelationen 
durch  Specialisirung  der  Argumente  aus  allgemeinen  Thetarelationen 
abzuleiten,  sie  also  dem  Her  mite 'sehen  Princip  unterzuordnen  und 
zu  zeigen,  dass  auch  für  die  specielle  Theorie  das  Letztere  von  grösstem 
Nutzen  ist. 

Mit  den  soeben  entwickelten  Anschauungen  befinde  ich  mich  im 
Widerspruch  mit  den  Anschauungen,  wie  sie  in  einer  neuerdings  er- 
schienenen Besprechung  des  ersten  Bandes  dieses  Werkes  von  Herrn 
Fricke  enthalten  sind.  Legt  dieselbe  einerseits  von  einer  in  der  Mathe- 
matik ungewöhnlichen  Werthschätzung  der  eigenen  Anschauungen  des 
Herrn  Fricke  Zeugniss  ab,  so  ist  es  andrerseits  doch  zweifellos,  dass 
die  in  derselben  vertretenen  Ansichten  von  einer  grösseren  Anzahl  von 
Mathematikern  getheilt  werden,  als  deren  Wortführer  Herr  Fricke  an- 
zusehen ist.  Unter  solchen  Umständen  habe  ich  geglaubt,  mich  hier 
in  der  Einleitung  über  meine  Anschauungen  etwas  ausführlicher  aus- 
si)rechen  zu  müssen,  als  es  sonst  wohl  geschehen  wäre. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Entwickelung  der  periodischen 
Functionen  in  trigonometrische  Reihen,  wobei  das  Hauptgewicht  auf  die 
Functionen  2*®''  und  3*"  Art  gelegt  ist.  Derselbe  knüpft  an  einige  neuere 
Arbeiten  an,  vor  allem  von  Appell.  Als  charakteristisch  für  die  ge- 
wählte Darstellungsweise  ist  die  gemeinsame  Behandlung  der  Functionen 
2ter  yjj(j  gter  ^^.^^  sowie  die  Verknüpfung  mit  der  Transformationstheorie 
zu  bezeichnen.  Li  der  Theorie  der  Functionen  2*®'  Art  ist  es  seit  den 
Arbeiten  von  Her  mite  üblich,  die  allgemeinen  Functionen  auf  gewisse 
Gruudfunctionen  —  etwa  die  Function  0-j  (v  4  «)  :  iti(i')  —  zurückzuführen; 
in  ähnlicher  Weise  werden  von  mir  auch  bei  den  Functionen  3**''  Art  ge- 
wisse Primfunctioneu  eingeführt  und  dazu  gebraucht,  um  zu  den  trigono- 
metrischen Entwickelungen  der  allgemeinen  Functionen  zu  gelangen. 
Diese  Primfunctioneu  sind  der  Transformationstheorie  entnommen.  Um 
die  praktische  Bedeutung  der  angegebenen  Methoden  klar  zu  legen,  ist 
eine  Anzahl  der  wichtigsten  und  einfachsten  Beispiele  gegeben  worden. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  die  Theorie  der  Picard 'sehen 
Differentialgleichungen.  Um  den  elementaren  Charakter  dieses  Werkes  zu 
wahren  und  die  Stellung  zu  fixiren,  welche  die  Picard'schen  Differential- 
gleichuns^en  unter  den  linearen  homotjenen  Differentialgleichungen  ein- 
nehmen,  habe  ich  eine  kurze  Darstellung  der  ersten  und  einfachsten 
Sätze  über  die  letzteren  nach  den  Arbeiten  von  Fuchs,  Frobenius  u.a. 
vorausgeschickt.  Der  Schwerpunkt  der  Untersuchungen  ist  auf  die 
wirkliche  Integration  der  Picard'schen  Differentialgleichungen  gelegt 
worden.     Es   ist   das   geschehen,    weil  hierin   die   hauptsächlichste  Be- 
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deutung  und  der  Hauptwertli  der  Anwendungen  der  doppeltperiodischen 
Functionen  zweiter  Art  auf  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu 
suchen  ist.  Bei  der  Integration  ist  der  „allgemeine"  Fall  von  den 
„speciellen"  unterschieden,  wie  in  §  36  näher  auseinandergesetzt  worden  ist. 

Die  angewandten  Methoden  sind  einheitliche  und  zwar  beruhen  sie 
auf  der  Froductzerlegung  der  doppeltperiodischen  Functionen,  während 
die  Summendarstellung  mehr  zurücktritt  und  lediglich  als  Folge  der 
ersteren  angesehen  wird.  Es  dürfte  diese  Darstellung  den  Vorzug 
grösserer  Symmetrie  und  Durchsichtigkeit  besitzen. 

Die  speciellen  Fälle  sind  wesentlich  kürzer  gefasst  als  der  allgemeine. 
Es  ist  das  geschehen,  weil  man  bei  ihnen  zum  Theil  aus  der  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Functionen  heraustritt  und  in  die  Theorie  anderer 
Functionen  gelangt,  die  ihre  eigenen  selbststäudigen  Methoden  besitzen. 
Es  ist  z.  B.  einfacher  und  naturgemässer,  die  specielle  Lame'sche 
Gleichung  im  Rahmen  der  Theorie  der  Kugelfunctionen  zu  betrachten 
als  unter  Hinzunahme  der  doppeltperiodischen  Functionen,  und  ähnlich 
verhält  es  sich  in  anderen  Fällen,  vor  allem  bei  den  Differentialgleich- 
ungen zweiter  Ordnung.  Andrerseits  freilich  ist  nicht  ausgeschlossen, 
dass  man  auf  dem  in  diesem  Werke  eingeschlagenen  Wege  in  einfacher 
Weise  zu  der  Integration  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
gelangt,  deren  Coefficienten  rationale  oder  algebraische  Functionen  sind 
und  auf  welche  die  Aufmerksamkeit  von  anderer  Seite  her  noch  nicht 
crelenkt  worden  ist.  Auf  eine  weitere  Durchführung  dieses  Gedankens 
musste  hier  leider  verzichtet  werden. 

Auch  diesem  Bande  ist  eine  grössere  Anzahl  von  Literaturangaben 
beitrefügt  worden.  Wenn  ich  auch  bemüht  «"eweseu  bin,  die  wichtigeren 
in  Betracht  kommenden  Arbeiten  alle  anzuführen,  so  möchte  ich  doch  be- 
sonders betonen,  dass  das  Verzeichniss  auf  Vollständigkeit  keinen  An- 
spruch erheben  soll.  Den  überwiegenden  Theil  der  citirten  Arbeiten  habe 
ich  eingesehen,  wo  es,  wie  bei  einigen  Arbeiten  ausländischer  Autoren, 
mir  nicht  möglich  war,  habe  ich  die  betreffenden  Citate  den  Jahr- 
büchern über  die  Fortschritte  der  Mathematik  entnommen,  welche  sich 
hier  wiederum  von  grösstem  Nutzen  gezeigt  haben. 

Den  H.H.  Privatdocenten  Dr.  Naetsch  und  Candidaten  des  höheren 
Schulamtes  Röseberg  spreche  ich  für  ihre  liebenswürdige  Beihülfe 
beim  Lesen  eines  Theiles  des  Manuscriptes  und  der  Correcturbogen 
meinen  verbindlichsten  Dank  aus. 

Der  Firma  B.  G.  Teubuer  fühle  ich  mich  durch  freundliches  Ent- 
gegenkommen bei  dem  Drucke  des  Werkes  zu  aufrichtigem  Danke  ver- 

pflichtet. 

Martin  Krause. 
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Bemerkungen  zum  ersten  Bande  -^06 


Erster  Abschnitt. 

Die  Transformatioiistlieorie  der  elliptisclieii  Fuiictioueu 

auf  Grund  Yon  Additionstheoremeu  zwischen  Tlieta- 

functionen  mit  Yerschiedenen  Moduln. 


§1.^) 

Stellung  des  speciellen  Transformationsproblemes.  Recapitulation  der 

im   ersten   Bande    aufgestellten  Additionstheoreme    zwischen    Theta- 

funetionen  mit  verschiedenen  Moduln. 

In  den  folgenden  Paragraphen  des  ersten  Abschnitts  soll  versucht 
werden,  die  von  dem  Verfasser  in  §  80  des  ersten  Bandes  dieses 
Werkes  aufgestellten  Additionstheoreme  für  die  Transformationstheorie 
zu  verwerthen. 

Nach  den  Darlegungen  des  ersten  Bandes  zerfällt  das  Trans- 
formationsproblem in  zwei  gesonderte  Theile.  Der  erste  —  der  all- 
gemeine Theil  hatte  die  Aufgabe,  die  transformirten  Theta-  und 
elliptischen  Functionen  durch  die  ursprünglichen  darzustellen,  der  zweite 
—  der  specielle  Theil  hatte  die  Aufgabe,  die  Beziehungen  zu  unter- 
suchen, die  zwischen  den  mannigfachen  in  den  Transformationsformeln 
auftretenden  Constanten  bestehen.  Der  erste  Theil  kann  als  erledigt 
angesehen  werden  —  der  zweite  dagegen  nicht.  Derselbe  gipfelte  zu- 
nächst in  der  De  iuition  der  allgemeinen  Transformationsgleichungen 
und  den  Methoden  zur  Aufstellung  und  Discussion  derselben.  Diese 
Methoden  sind,  wie  aus  den  bezüglichen  Untersuchungen  folgt,  durch- 
aus verschieden  von  den  Methoden,  die  von  uns  im  Uebrigen  in  der 
Theorie  der  doppeltperiodischen  Funktionen  angewandt  worden  sind 
und  die  im  Wesentlichen  auf  dem  Hermite'schen  Transformations- 
princip  beruhen.  Insbesondere  zeigte  sich,  dass  die  gewöhnlichen 
Thetarelationen,  sei  es  für  beliebige  Werthe  der  Veränderlichen,  sei 
es  für  specielle,  ein  unmittelbarer  Ausfluss  des  allgemeinen  Jacob i- 
schen  Additionstheorems  sind. 

Krause.  DoiJiieltiierioc'  Functionen.    II.  J 


2  §  1.    Stellung  des  sjieciellen  Transforaiationsproblemes  etc. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  die  in  §  80  des 
ersten  Bandes  aufgestellten  A  dditionstheoreme  durch  geeignete  Um- 
formungen und  Specialisirung  zu  Transformationsgleichungen  führen, 
so  zwar,  dass  die  letzteren  als  specielle  Fälle  allgemeiner  Thetarelationen 
angesehen  werden  können.  Damit  ist  dann  ein  Zusammenhang  in  der 
Methode  zwischen  der  allgemeinen  und  der  speciellen  Transformations- 
theorie hergestellt.  Hierbei  verstehen  wir  unter  Transformati ons- 
gleichung  eine  beliebige  Relation  zwischen  ursprünglichen  und  trans- 
formirten  Grössen,  deren  Form  sowohl  rational  als  auch  irrational  sein 
kann,  während  die  Zahl  der  vorkommenden  Grössen  eine  beliebige  ist. 
Wir  wollen  nun  im  Folgenden  zwei  Formen  von  Additions- 
theoremen gebrauchen,  die  aus  den  beiden  Lehrsätzen  sich  ergeben: 

Lehrsatz  I:  Leisten  die  ganzen  Zahlen  a  den  Gleichungen 
Genüge:  .^  , 

SO  gilt  das  Additionstheorem: 
wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

IVe  =  eis  1  ül  +  (h  2  l'i'  H fhn  Vn, 

gs  =  ati  fiiSi  +  (li -2 U2S.J  H Um ft.„s„  mocl m,. 

Lehrsatz  II:  Leisten  die  ganzen  Zahlen  n  den  Gleichungen 

i^l  f^a  1  '''r  1  +  .«2  ^'f  2  f'^2  H i^«  ^'f »  "'■«  =  ^7 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

2?;^=  aeiVi+f*52V2H (hnrin, 

Die  Grössen  ?/  können  die  Werthe  U  und  1  annehmen. 
Die  Summen  und  Producte  sind  in  bekannter  Weise  zu  er- 
strecken. 

Es   könnten   noch   weitere   Additionstheoreme    aufgestellt    werden, 

bei   welchen    ganz   allgemein      ™      vorkommt,   indessen   sehen  wir  von 

ihnen    ab,     da    die    Beziehungen    zwischen    den    hierbei    auftretenden 


§  2.    Die  Transformation  dritten  Grades.  3 

Grössen  und  den  Grössen  der  gewöhnlichen  Transformationstheorie  7.u 
wenig  einfach  sind. 

Es  soll  nun  versucht  werden,  ans  diesen  Theoremen  Transformations- 
gleichungen abzuleiten,  die  zu  einem  bestimmten  )i  gehören.  Solche 
Gleichungen  würden  wir  ohne  Weiteres  erhalten,  wenn  in  den  fertigen 
Formeln  nur  die  Moduln  t  und  n  r  vorkommen.  Da  ferner  die  Trans- 
formation vom  Grade  2'"  als  bekannt  angenommen  werden  kann,  da 
dieselbe  zu  bekannten  Algorithmen  führt,  so  können  wir  auch  die 
Moduln  2''r  und  2''nT  zulassen. 

Zunächst  sollen  die  einfachsten  Transformationsgrade  in  Bezug 
auf  die  Anwendbarkeit  unserer  Theoreme  untersucht  werden. 

§2. 
Die  Transformation  dritten  Grades. 

Zunächst  untersuchen  wir  die  Transformation  dritten  Grades.  Die 
Additionstheoreme  zerfallen  in  solche,  die  zwischen  Producten  von  je 
zwei,  drei  etc.  Facto ren  bestehen. 

Wir  nehmen  zuerst  den  Fall  von  zwei  Factoren.  Für  diesen 
existirt  jedenfalls  das  Theorem: 

1)     ^,{i\.r)&,ii;.  2t)  =^»,[g,]{2v,-\-  V,,  6r)&,{!J,\{v,-i;,  3r), 
wobei  die  Congruenzen  stattfinden: 

(Ji  =  2s'^  +  2.Sjj  ))io(l  ö, 
g^  =    Si  —  2.^2  mod  3. 
Aus  denselben  folgt: 

[/^—  2fj.,  =  n  »lodG^ 
sodass  wir  die  Formel  erhalten: 

^Jj\.r)&,{v^:  2r)  =  »,{2i\-\-v,,  iir)&^(L;- v,,  3r) 

+  &,[2]  (2r,  +  v„  Gr) ^3[1] {v,  -  v,,  3r) 
+  ^3[4](2i-,  +  V,,  6t)  ^3[2]  (v,  -  V,,  3r). 

Durch  Specialisirung  ergeben  sich  hieraus  eine  Reihe  von  Bezieh- 
ungen, aus  denen  wir  die  beiden  folgenden  herausgreifen  wollen: 

p3(0,r)^3(0,2T)  =  ^3(0,6T)^3(0,3t)  +  2^3[2](0,6T)^3[l](0,3r), 
^  1  ^3  (0,  r)  ^,  (0, 2  t)  =  -^2  (0, 6  t)  ^3  (0,  3  r)  +  2  ^2  [2J  (0, 6  t)  -»3  [  1]  (0, 3  r). 

Dieselben  krinnen  als  Modulargleichungen  in  irrationaler  Form  auf- 
"•pfasst  werden,  da  die  Thetafunctionen  mit  den  Moduln  2t  und  Gt 
sich  in  bekannter  Weise  durch  die  Thetafunctionen  mit  den  Moduln 
r  und  3t    und    zwar    mit    Hülfe    von  Quadratwurzeln  darstellen  lassen. 

1* 


4  S  -•    Die  Transformation  dritten  Grades. 

Ein   weiteres   Additionstheorem   zwischen   Producten   von  je   zwei 
Faetoren  lautet: 

wobei  die  Beziehungen  stattfinden: 

und  zwischen  g^  und  [/.,  die  Congruenz  besteht: 

^-\-(j,=  0  mod  2. 
b 

Führen  wir  das  Theorem  aus,  so  erhalten  wir  die  bekannte  Relation: 

+  ^0  {lü^ ,  3  t)  0-0  {w^ ,  t)  -  -Ö-i  (lü^ ,  3 t)  ^1  (wg ,  t). 
Setzt  man  i\=  v.^  =  0,  so  ergiebt  sich  die  Modularbeziehung: 

4)  ^3^o='^o!/o+^2^o; 
setzt  man  v^  =  0,  ^2  =  7,  so  erhält  man: 

5)  '^3^i  =  -'^o2/i  +  '^2^i; 

wobei  von  der  Bezeichnungsweise  Gebrauch  gemacht  worden  ist: 


^-  '  ^.  =  ^2  VA  (0;  3r),     iv  =  ^1  [fy]  (0, 3r). 

Wir  kommen  jetzt  zu  Additionstheoremen  zwischen  Producten  von 
je  drei  Faetoren. 

Wir  nehmen  zuerst  das  Folgende: 

7)  2^ö-3(?;,,r)^,(i;,,2T)^3(i;3,6t)=^]Y^3[|]0r,+  ,?,,3r),  £  =  1,2,3, 

wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

2iv,  =  2v,  +  V.,  +  t\,  2r},  =  2»/,  +  r/,  +  rj',, 
2  w,  =  2 1\  -{-v,-v.^,  2ri^=2  r}\  +  //,  -  r]'^ , 
2iv^  =2v,-  2v,,  2r}^  =  2 Vi  -  2»/.,, 

während  die  Grössen  (Jx,[l2,Ui  die  Werthe  annehmen  können: 

A/l  =  5^2  =  5^3  =  0, 

Ui  =  92  =  9s=  2, 
yi  =  9i  =  üz=  4. 
Durch  Specialisirung  ergeben  sieh  hieraus  wiederum  Transformations- 
gleichungen.    Wir  greifen  zwei  derselben  heraus.     Setzen  wir: 

L\  =   l'g  =^  ^3  =  '-'; 

SO  erhalten  wir: 


§  2.    Die  Transformation  ilrittHn  (iradi-s. 

setzen  wir:  ^  .^ 

so  ergiebt  sich: 

2^,.'^2(0,2r)^,(0,6r)  =  (x,' -  y^)x,-{- 2{x,' -  y,')x,. 
Durch  Addition  erhalten  wir  die  elegante  Relatian: 

8)  ^3[^3(0,  2z)  ^3(0,  6t)  +  ^2(0, 2r)  #,(0,  6r)]  =  V  +  2^i^ 
Ein  zweites  Additionstheorem  ist  das  folgende: 

9)  2'^Äv^,r)^^(v,,r)&,{v„6r)  =^P., 

»><,  =  2,     w^=2,     ^3=6, 
wobei  die  Relationen: 

2w\=  t\+   V2  +  Vs,    2ni=   Vi+   n\+n\, 

2w,  =  2v,-2v„  2ri,=  2n\-2rf,, 

2tv.^  =  3 v^  +  3 i', -  1-3,     2i?3  =  3 >?'i  -\-dr}'^-  rj'^, 

und  die  Congruenzen  bestehen: 

Ol  =    s^  +    s^  +  6^3  w?of74, 

r/2  =  2Si  —  2^2  w?or7  4 , 

TT-  r  1  L  ^3  =  3s^  +  3^2  —  6*3  mod  12. 

Hieraus  folgt:         ^0         1  j  d 

Oi  =  ^  mod  4 ,     ry^  =  "—  mod4:,     r/3  =  0  mod  3, 

sodass  die  Summe  in  Bezug  auf  die  Grössen  (j  vier  Glieder  enthält. 
Wir  setzen  an  Stelle  von: 

^•1+2'    "^+2' 
so  gehen  die  Grössen 
Über  m:  152^3 

.        ,    ^^  «1+1,     «2-1;     «'3+3 

und  Avir  erhalten: 

2=1  ^.r«,,  t)  &,{v,,  r)  &,{v„  6t)  -=^(-  1)^P.. 

Durch  Addition  ergiebt  sich: 

i]jL  =  ^  wior/  2,     1^2=0  '"^^  ^  j     93-0  mod  3, 
wobei  gesetzt  ist: 

/i  =  '^3(^1,  ^)  ^3(^2;  '^)  ^öC^'a,  6^)  +  ^ü(^"i,  -f)  ^u(«'2,  ^)  ^sC^'s;  6^)- 


(j  §  2.    Die  Trausforaiatinii  dritten  Grades. 

Durch  Specialisirung  ergeben  sicli  hieraus  wiederum  Trausformations- 
gleiehungen  —  indessen  wollen   wir  noch   einen   Sehritt  weiter  gehen. 
Dazu  setzen  wir  an  Stelle  von: 

X  X 

^'l+ö'       «^'2+9'       %-^^-^, 

SO  geht   u\  über  in   n\-y'lz  und  wir  erhalten: 

wobei  gesetzt  ist: 

Durch  Addition  erhalten  Avir: 

/;  +  /2=2[^3(^^•,,2r)^3K,2T)^3(«•3,6T)  +  '^^(^(•l,2T)^3(«•,,2r)^2C«•3.6^)l 
eine  Relation,  die  durch  Specialisirung  wiederum  Transformations- 
o-leichungen   ergiebt. 

Drittens  nehmen  wir  das  Additionstheorem: 

10)  2^<^3(^,,r)9-3(i;2,2r)^3(r3,3r)  =2p., 

wobei  Pf  die   frühere  Bedeutung  hat   und   die  Grössen  m   die  Werthe 

^^^^^^^-  m,  =  ?>,     m,^Z,     »^3=6. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Argumenten  lauten: 

2zq=    y,+  2i;2+    ^3,    27?,=    ^1  +  2^2+    V3, 

2^(;2=3^l  -     1-3,     2t?2=3Vi  -     Vs; 

2?r3=  2i',-  2r,+  21-3,    27?3=  2V,  -  2^2+  2>?'3, 

die  Grössen  <j  endlich  leisten  den  Congruenzen  Genüge: 

(j^=    s,  +  4s^  +  3S3  mo<^7  6, 

^2  ^  3Sj  —  3 63  mod  ß, 

r/3  =  2Si  —  45^  +  063  wof?  1 2. 

Aus  den  letzteren  folgt: 

i/2^3r/,wor/6, 

r/3^2r/,?»orfl2, 

sodass    die    Summe    in    Bezug    auf    die    Grössen   <j    im   Ganzen    sechs 

Glieder     ergiebt.      Um    zu     möglichst    einfachen    und    übersichtlichen 

Relationen  zu  gelangen,  setzen  wir  an  Stelle  von: 

resp.:  ^  '      ^ 

so  geht   »"^   in  u\-\-\^    ic^  in  «'3+2  über  und  wir  erhalten: 


§  2.    Die  Transformation  dritten  Orailes.  7 

•  2^ .  »,{v„  r)  &,{v,,  2t)  ^,(.3,  3r)  =^(-  if^P, 
oder  also :  -^-t  -w—p 

wobei  nunmehr  gesetzt  ist: 

/i  =  ^3(^-2,  2t)  [^,{v„  r)  ^,{v,,  3r)  +  &,(v„  r)  ^„(r,,  3r)]. 
Durcli   Specialisirung   ergeben  sich  Transformationsgleichungen  — 
indessen  wollen  wir  auch  hier  einen  Schritt  weiter  gehen.    Dazu  setzen 
wir  an  Stelle  von: 

resp.:  .        '       ^ 

,   3t  ,    3.3t 


2       ^  '       2 
so  gellt  n\  in   a\-\-oT,  u:^  in  ir.-\-C)r  über  und  wir  erhalten: 

t,  =  &,(v„  2t)[&,(v„  t)&,(^,,  3t)  -  &,{>:„  r)»,(v,,  3t)J. 
Durch  Addition  ergiebt  sich: 
/i  +  /"2=  2^3(yf,,3T)[^30t^„3T)^3(/6'3,6r)+  ^3[l](.r,,  3r)^3[2J(i(;3,  6t) 

+  ^3[2](«:,,3T)^3[4]0r3,6T)]. 

Setzen  wir  hierin  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die 
Transforniationsgieichung : 

11)     ^3(«,2T)[^3(0,T)^3(0,3T)+^o(0,0^o(0,3T)  +  ^,(0,T)^,(0,3T)]  =  i?, 

E  =  2#3(0,3t)[^3(0,3t)^3(0,6t)  +  2#3[1](0,3t)^3[2](0,6t)], 
eine  Gleichung,    die   ohne  Schwierigkeit   auch   aus   den    früheren  hätte 
hergeleitet  werden  können. 

Ein  viertes  und  letztes  Additionstheorem  zwischen  Produeten  von 
je  drei  Factoren  lautet: 

12)  ^3(^i;'^)'^3(^'2.'^)^3(%;'^)  =2ri^Ä!Je](i(^e^  "'i'^) 

^^=3,        W2=ß>        "^3=2, 

während  die  Ueziehungen  stattfinden: 

10^  =         t\  +  v.^  +  i'37    Ol  =         -^1  +  -^'2  +  -h  »""^  'h 
tv.2  =  —  2vj^-\-  v.,-\-  Tg,     (j.^  3  —  2si  +  s.^  +  .S3  wod  (), 

IC^    =  Vjj    —     Üg,  ^3   =  6'^    —     .Sg    »lud    2. 

Aus  den  Congruenzen  folgt: 

2 r/j  +  f/,  +  0.73  :^  0  ;>? w/  6 , 

Ol  ~  fh  ^^  Ö  '"ö*^^  3. 
Es    bleiben    auf    der    rechten    Seite    demnach    im    Ganzen    sechs 
Glieder.     Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von: 


8 

resp. 
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h  +  9'      ^'3  +  9' 


SO  geht  n\  in  u-^-\-\,     /i:^  in  n\^-{-l   ü])er  und  wir  erhalten: 

12  =  2^3(/t'3, 2r)  [^3(«-„  3r)  ^3(n',,  6r)  +  -^3[1]  (n;,  3r)  ^sL^lO^,,  ßr) 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Trans- 
formationsgleichung 13): 

^zW+  V)  =  2^3(0, 2r)[^3(0,  3t)^3(0,  6t)  +  ^3[1](0, 3r)^3[2](0, 6r)], 

die  auch  in  einfacher  Weise  aus  den  früheren  abgeleitet  werden  kann. 
Wir  kommen  jetzt  zu  Additionstheoremen  zwischen  Producten  von 
vier  Factoren.  Um  eine  Erleichterung  in  der  Schreibweise  zu  erzielen, 
wollen  wir  die  Transformationszahlen  und  die  Zahlen  ft  und  »i  in 
einem  Schema  vorausschreiben.  Wir  nehmen  als  erstes  Additions- 
theorem das  folgende: 


f*l  =  l, 

^2  =  1. 

^3=lj 

^4=1 

3 

1 

1 

1 

««_,  =  3 

1 

-3 

1 

-  1 

/»2  =  3 

1 

-1 

-3 

1 

^3=3 

1 

1 

"1 

-3 

»^4=3 

14) 


2^  ^3  (t'„  r)  ^3 (i'„  r)  ^3  (i'3,  t)  ^3 (^',,  r)  ==^P, 


wobei  die  Congruenzen  bestehen: 

^1  e:z  3Si  -f  s.^  +  S3  +  S4  »lOfJ  6, 
g^  =  s^-  'ds.^  +  S3  -  s^  modQ, 

^r^  =  5^  +  ^2  —  S3  —  3s^  niod  ß. 
Aus  diesen  Congruenzen  folgt: 

fJi  =-^9i-\-  92  mod  ß, 
i/i+    0-2^  0mod2- 
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Es  sind  die  Grössen  //  also  zu  gleicher  Zeit  gerade  oder  ungerade. 
Wir  setzen  nun  an  Stelle  von: 

resp.:  ""'         '      ''         '      '"»  •      ''^ 

'«■1+2'     ^'^+9'     '''j+2'     '"'~2' 
so  tritt  au  Stelle  von: 

'"'^'•^  ^r.  +  l,     .r,-l,     .r,+  l 

und  wir  erhalten:  .^ 


oder  also: 
wobei  gesetzt  ist 


2^/;=2'^„ 


und  lue  Congruenzeu  bestehen: 

04= -29i +92^*0^3. 
Wir  setzen  zweitens  an  Stelle  von: 

resp.:  ''^  '     ""^  '      ''^  '      '"^ 

,3t  Br  ,3r  3t 

^i+y    ^2+2'    ^"3 +"2'    ^"^~  2' 


so  tritt  an  Stelle  von: 


resp  •  ^ 


U^  ,  IV -^  y  II  J^ 

n\  +  3t,     w.^  ~  '"^^j     >'^i  +  3t 


und  wir  erhalten: 

/2=iT^.('V,^)-/T^i('MT). 
Durch  Addition  ergiebt  sich  dann  die  Formel: 

Aus   dieser  Formel   ergeben  sich   durch   Specialisirungen   einfache 
Transfonnationsgleichungen.     Setzen    wir    die   Argumente    gleich    Null, 
so  erhalten  wir: 
oder  auch:  ^3^+ V  +  V=  2fV+ 8 v.^) 

15)  ^,'=x^'-\-^x,.x,% 

und  ähnlich  ergiebt  sich: 


■  ^i  • "" 2  ^~  "^0  •  "^o"  +  4a^Q .  a^j .  ^j  -\-  'iX^  .  Zq  .  z^. 


IQ  ^  -1.    Die  Transformation  dritten  (Grades. 

Ein  weiteres  Adclitionstheorem  gehört  zu  dem  Schema: 

/^i  =  l;      ^2=1;      M3  =  ^>      ^4  =  3  1 


3 

3 

1 

1 

!  m^  =  6 

3 

-3 

1 

-  1 

w?2  =  6 

1 

1 

-1 

-1 

m,=  2 

1 

-1 

-1 

1 

!  m.  =  2 

i 

imd  kann  geschrieben  werden: 

17)  2\»,{r„  t)»,{v,,  t)&,{v,,  'dr)&,{v„  3r)  =^P„ 

wobei  die  Cougrueuzen  bestehen: 

^,  =  3Si  +  OS,  +  3.S3  +  3.S4  mod  12,  ■ 
(/.,  =  3s^  —  3.%  +  oSj  —  3s^  ?»of?  12, 
.V3  ^    s,  +    .s^  -  3  .^^3  -  3  s^  mod  4 , 
fj^  :e    s^  —    «2  —  3.S3  +  38^  mod  4. 
Aus  diesen  Congrueuzen  folgen  die  weiteren: 
i/i  =  ^2  =  0wof/3, 

g^=^mod4,     ;j^=^mjd4, 

f/i-^fh=^^>fod2. 
Um  zu  einfachen  Relationen  zu  gelangen,  setzen  wir  an  Stelle  von: 

'•1+2'     '^'3+2' 
so  gellt  i(\  in  n\  +  l,  ir,  in   /r,  +  1  über  und  wir  erhalten: 

2\  &,(>■„  T)9,{r,,  r)  r\{v,,  3r)  &,(v„  3r)  =^(-  l)"^^!-^. 
oder  also:  21 1\  =^' I\, 

wobei    der   Strich   an   der   Summe   bedeutet,   dass   zu  den  früheren  Be- 
ziehungen zwischen  den  Grössen  <j  noch  die  weitere  hinzukommt: 

(j^^(j.^^2mod4, 
wobei  ferner  gesetzt  ist: 

/l  =  ^zih,  ^)  ^3(^"2.  T^)  %^>-'-6,  -J^)  ^3('"4J  3t) 

-  ^\{l\,  t)  &^{v.„  x)  i^o(i'3,  3t)  ^3(1^4,  3t). 
Ferner  setzen  wir  an  Stelle  von: 


resp.: 


h-^ 


1 


^'4+2' 


so  geht   ii\  in   ii\-\-\,  iv,  in  U'.^  —  \   über  und  wir  erhalten; 
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-  ^,(v„  t)  ^,(v,,  t)  ^0^ ^3;  3r)  ^oC'-4,  3r). 
Mithin  ergiebt  sich  durch  Subtraction: 

wobei   die   zwei   Striche    an    der  Summe  bedeuten,   dass  jetzt  nur  noch 
die  Werthe  zu  wählen  sind: 

^^1  =  0;     fh=Q, 
.^1  =  6;      ff -2  =  0. 
Wir  setzen  endlich  au  Stelle  von: 

-1  }      h  ;      ^3  ;      ''4 

,   3t  3r  3t  3t 

^"l  +  -^y       V,  +  -^'       1'3  +  -^'       h  +  ^' 


SO  geht  u\  in   ?rj  +  (jr   über  und  wir  erhalten: 

fs=-&2(.i'i,  ^)  ^iO'-y,  0^2(^3;  3t) -^2(^4.  3t) 

-  ^i(v„  t)  &^(v,,  t)  ^,{1:^,  3t)  a-2(r,,  3t), 

/4  =  '^2(*'i;  t)  ^i(^'2;  ^)^2(^"3;  3t)  »^{l-^,  3t) 

-  '^i(''i,  t:)  ^i0-2^  ^)^Äh,  3T)^i(ri,  3t). 

Durch  Specialisirung  dieser  und  Zusammenfassung  derselben  mit 
früheren  Formeln  ergiebt  sich  eine  Reihe  von  interessanten  Formeln, 
die  zum  Theil  auch  durch  Quadrirung  der  Formel: 

^3^o='9'oyo+'^2^o 
entstanden    sind.      Addiren    wir    z.  B.  die    Formeln    für    2'(f\  —  /!,)    und 
^^(ts  —  fi),  so  erhalten  wir: 

f\  -  /2  +  /3  -  f\  =  4[^3(<r, ,  Gt)  &,(><■,,  6t)  ^,(^(3,  2t)  ^,(h;,  2t) 
+      ff,{u\,  iU)%{>r^,6z)^,{u-,,  2t)&,{ic,,  2t)J 
und  hieraus  durch  Nullsetzen  der  Argumente: 

18)  ^,\  V -  2^3  .  ^0  •  ^o?/o  +  V-  Vo'  +  ^2'-  ^0'  =  J'^ 

J?  =  80-3(0,  Gt)  ^2(0,  6t)  ^3(0,  2t)  ^o(0,  2t) 
oder  durch  Hinzunahme  der  Formeln  der  quadratischen  Transformation: 

19)  ^3^  X,'  -2»,.%.x,.y,+  0/.  y,^  ^  »,\  z^ 

Wir  haben  also  im  Obigen  ein  Additionstheorem  aufgestellt,  welches 
durch  Specialisirung  eine  Formel  ergiebt,  die  der  wirklichen  Modular- 
gleichung  sehr  nahe  kommt.  Es  können,  wie  kaum  bemerkt  zu  werden 
braucht,  mehrere  derartige  Formeln  aufgestellt  werden. 


12  §  2-    Die  Traiisformation  dritten  Grades. 

Zu  ganz  ähnliclieu  Resultaten  führt  das  Additionstlieorem: 
f*i  =  l;     ^2=1?     /*3=6)     f^4=6 


1110 
1  -l  0  1 


m^  =  2 
»L,  =  2 


3  3-1  0        ;»3  =  6 

3  -  3  0  - 1         nu  -  6. 

Wir  schreiben  dasselbe: 
20)  2\'&,{v„T)&,(v,,r)^,(v„ßT)»,{v„6r)  -^F„ 

Avobei  die  Congruenzen  bestehen: 

^1=    6-1+     5^+ 6S3  wor74, 
^2  =    ^i  —    ^2  +  Qs^  mod  4, 
^3  =  3s^  4-  3^2  —  6S3  mod  12, 
[1^^  3sj  —  36.,  —  Q)S^  mod  12. 
Aus  denselben  folgt: 

0^  =  1^  wor/  4,     ^2  -  §  ^'^ w/  4,     r/3  =  //^  =  0  »?(>(/  3,     ^3  +  ^/^=0  »zof/  2. 

Wir  setzen  au  Stelle  von: 

resp.  ^  g  ^ 

«^2  +  2'    ^a  +  2'     ^'^ ~  2' 


so  geht  u\  in   ?rj  +  l,   «fg  in  ic.^  —  X  über  und  wir  erhalten: 

2-^ ^3  {v, ,  r)  ^o(r„  t)  ^„(fg,  6r)  ^„(f„  6r)  -^{-  iV^P,. 
Durch  Addition  ergiebt  sich: 

wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass: 

i'i  — r/2=0^»ör74 
ist  und  f\  die  Bedeutung  hat: 

A=  ^sC'i'n  ^)  [(^3('"2,  t)  ^sfe,  6r)^3(r,,  6r)  +  ^„(r^,  t) ^,{r,,  6T)^,(r„  6r)]. 
Wir  setzen  zweitens  an  Stelle  von: 

n+2'    '"^^2'    ^"■''^2' 
so  geht  ii\  in   n\-\-\,  u\^  in  üfg  +  1  über  und  wir  erhalten: 

/2  =  ^o(^"i,  2r)  [&.,{v,,  x) 9,{v„  6t)  ^o(i'4, 6^)  +  ^0(^2;  r)  ^,{v,^  6r)  ^3(1-,,  6t)J. 
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Durch  Addition  ergiebt  sich: 

wobei    der    doppelte    Strich    an    der    Summe    bedeutet,    dass    über    die 
Werthe  zu  summiren  ist: 

!Ji  =  0,     ^2  =  0, 

0,  =  2,    g,-=2. 

Um  zu  besonders  einfachen  Resultaten  zu  gelangen  setzen  wir  an 
Stelle  von: 

resp. 

TT 

^1+2'     ^''^+2'     ^'3+3r, 
so  geht  u\   in  ii\  +  2t  über  und  wir  erhalten: 

2^(/3-/J=^"(-l)'''  +  '-  +  "''^.; 
/3=^2(^u2r)[^2(r„2r)^,(r3,6T)^3(q,GT)-'&,(r„2T)^,(r3,GT)^oK,6T)], 
/,=^,(y,,2T)[^2(^'2,2t)^i(i'3,6r)^,(i;,,6r)  +  ^,(i'„2T)^,(y3,6T)^3(t;4,6T)]. 
Durch  Addition  ergiebt  sich: 

2(A  +  /2  +  /3-/V'=^    P., 

wobei   die   drei  Striche   an  der  Summe  l)edeuten,    dass  über  diejenigen 
)]'  zu  summiren  ist,  für  welche: 

,    . ,  n\  +  n\  +  n\ 

gerade  ist. 

Endlich  setzen  wir  an  Stelle  von: 


'-1+2"'     ''2-2"'     '■-1+^'' 
so  wird: 

2(/5  -  h  +  U  +'h)  =2"'(-  1)''''  +  '' =+'-^'.: 
wobei  die  Grössen  /'  die  Bedeutung  haben: 

/,=  ^,(l-„T)[^2(y2,T)'^o(i-3,6T)^l(y4,GT)  -  -^i  (r„  T)0-3(t'3,  6t)  ^2(y„  6t)], 

Addiren  wir,  so  erhalten  wir  die  elegante  Formel: 

2«  +/,=  4[d30ri,2T)#30r„2r)#3(«'3,6r)^3(?r„GT) 
'  +  ^^{iv, ,  2t)  ■8-2^,  2t)  ^oOt'g,  Gr)  ^.('^'4;  ^^)\- 
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Durch  Specialisirung  ergeben  sich  eine  Reihe  interessanter  Re- 
lationen. Setzen  wir  die  Argumente  z.  B.  alle  der  Null  gleich,  so 
nimmt  die  linke  Seite  die  Form  an: 

%'.  &^\ö,  Gz)  +  V-  '^3'(0,  <^0  +  %^-  '^2'(0,  <)t)  -  V-  ^'/{O,  (Jr) 
+  2^3.  ^0  •  '^o'(0, 6^)  +  2^,^.  &,{0, 6r)  ^3(0,  Gr), 
während  die  rechte  wird: 

4[^;^(0, 2r)  ^3^0,  Gr)  +  ^^^(O,  2r)  ^„'^(O,  Gr)]. 
Setzen  wir:  ,^^2  =  ^^2(0,  9^)  +  ^^2(0,  2r), 

^„2=^3^(0,2r)-V(0,2T), 
.\^3=V(0,2r), 

V=  2^2(0, 2r)  ^3(0,  2r), 
so   erhalten    wir,   wenn   noch  links  und  rechts  an  Stelle  von  2r:r  ge- 
setzt wird  die  Transformationsgleichuug: 

21)'&3l'^32(0,3r)+V-V(0,3r)-2^2.^3.'9-,(0,3r)^,(0,3r)=V-V(<^;3T); 
eine  Gleichung,  welche  durch  Quadriren  aus  der  Gleichung  erhalten  wird: 

0-3 .  d-^iO,  3t)  =  ^0  •  '^0(0,  3r)  +  -9-2  •  -^2(0, 3r). 
So  haben  wir  in  den  beiden  letzten  Additionstheoremen  Formeln 
erhalten,  die  durch  Specialisirung  unmittelbar  einfache  Modularbezieh- 
ungen ergeben  und  zwar  solche,  die  durch  Quadriren  aus  der  zuletzt 
hino-eschriebenen  Gleichung  entstehen.  Mit  diesen  Theoremen  sind  wir 
also  den  wirklichen  Modulargleichungen  einen  Schritt  näher  gekommen. 
Sehen  wir  von  weiteren  Additionstheoremen  ab,  die  im  Wesentlichen 
dasselbe  leisten,  so  können  wir  uns  sofort  zu  dem  folgenden  wenden, 
welches  zu   dem  Schema  gehört: 

^1=1)     ^2=2,     ft3  =  l,     ^4=2  1 


2 

l 

2 

1 

ni^  =  3 

2 

-2 

2 

_  2 

)><2  =  6 

2 

1 

-2 

-1 

»'3=3 

2 

—  2 

_  2 

2 

m,  =  6 

Dasselbe  möge  etwas  näher  durchgeführt  werden.     Wir  schreiben 
analog  Avie  früher  das  Theorem: 

22)  2^  ^30',,  r)  ^30'.,2r) ^3(^3,  r)  &,{v,,  2r)  =2p„ 

wobei  aus  den  Congruenzen,   denen  die  Grössen  </  Genüge  leisten,   die 
folgenden  Beziehungen  sich  ergeben: 

(/i  =  f/2  modQ,    f/^  ~  0  mod  2, 
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Wir   verfahren   nun  ähnlich   wie  früher  und  setzen  an  Stelle  von: 


t\  ,      V 


resp.:  ^  ^ 

so  tritt  an   Stelle  von: 

u\^-l,     n'-i  +  l 


res]).: 

und  wir  erhalten: 


2'.  &,{i;,  r)^,iv,,  2r)^oU'3;  ^)^3(^'4;  ^r! 
Hieraus  folgt  durch  Addition: 


wohei  gesetzt  ist: 

und  die  Grössen  gt  den  Congruenzeu  Genüge  leisten: 

92  =  Si  =  0  >^^"(^  -7     9i  ^  02  ^>'"(^  ^>,     9?  =  94  "^^(^  ^■ 
Wir    gehen    auch    hier   noch    einen    Schritt    weiter    und   setzen   an 
Stelle  von:  ^.^     ^,^^^1     ^,^ 

so    gehen    h\    und    ^r^    üher    in    n\-^3T   und    /r,  —  ()t.     Unter  solchen 
Umständen  erhalten  wir: 

[2=^2(^2,  2T)^2(t;4,  2T)[^3(r,,  t)^3(!;3,  r)  +  -^0(^1,  t)^o(«^3.  ^^1- 
Durch  Addition  ergieht  sich  die  Formel: 

wobei   der   Strich   an   der   Summe   bedeutet,    dass   nur  über  diejenigen 
7}  zu  Summiren  ist,  für  welche 

V'2  +  v', 
gerade   ist.     Unter   Hinzunahme   der  ciuadratischen  Transformation  er- 
geben  sich   dann   durch    Specialisirung   einfache   Transformationsgleich- 
ungen.    Setzen  wir  z.  B.  die  Argumente   gleich  Null,   so   erhalten  wir: 

23)    &,^  +  -^o'^»'  =  ^0'  +  S^o^i'  +  <'2/o'  +  4a:,y,(xo?,'i  -  x.ijj, 
eine  Formel,    die    auch    aus  früheren  entwickelt  werden  kann.     Es  hat 
dieses  Additionstheorem  die  Eigenthümlichkeit,  dass  es  durch  Speciali- 
sirung   Formeln    ergieht,    die    durch    Fortschafi'en    von    Irrationalitäten 
aus  Gleichungen  sich  ergeben,  die  AusHuss  des  Theorems  sind: 


1(y  §  2.    Die  Transfoiiiiation  dritten  fTi-ades. 

Diese  Additionstheoreme  zwischen  Produeten  von  vier  Factoren 
mögen  genügen. 

Wir  kommen  zu  Additionstheoremen  zwischen  Produeten  von 
sechs  Factoren. 

Hier  bietet  sich  zunächst  ein  Theorem  dar,  welches  lautet  resp. 
zu  dem  Schema  gehört: 

|iii  =  l,      fi2  =  l;      f*3  =  l;      ^4=1;      >"5  =  3,      ^.;  =  3 


0, 

2, 

1; 

1, 

1; 

1 

Wi  =  3, 

0, 

-2, 

-1, 

-1, 

1, 

1 

m,=  3, 

2, 

0, 

1, 

-1, 

1, 

-1 

;><3=  o, 

-2, 

0, 

-1, 

1, 

1, 

-1 

>»,=  3, 

2, 

0, 

-2, 

2, 

0, 

0 

%=3, 

0, 

2, 

-2, 

-2, 

0, 

0 

>;.,=  3. 

Wir  schreiben  das  Theorem; 


24) 


i=i 


wobei  die   Grössen  //,   wie   leicht    nachzuweisen   ist,    den    Congruenzen 
Genüge  leisten  müssen: 

//2  =-y,  mod 0 ,       g^^-g-i  mod  0 , 

r/.  -^—  2g^ mod 6 ,    g^^  —  2^i  />/of? 6 . 

Wir  setzen  an  Stelle  von: 


resp. 


v.-\- 


1 


t-.+  7^'       V.+ 


1 


1 


so  geht   u\  in   «-j  +  l,     i'r^;  in   ii\.  —  l  über  und  wir  erhalten: 

Durch  Addition  ergiebt  sich: 
Avobei  gesetzt  ist:  t— r 

die  Grössen  g^  den  Congruenzen  Genüge  leisten: 

g,  -  -  g,  modS,     g^  =  -  g,  mod 3,     gj  =  -  2 g,  mod  3 ,     g,  =  -  2 g,  mod 3 

und  /^i   den  Werth  hat: 


t\-^ÄVi,r)^s{t\,,T) 


n  »Äv,,  i^.r)  -\-JJ&oiv„  fi,  r) 


i=3 


§  -2.    Di(>  Transformiitioii  dritten  (rrades 
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Um    zu    besonders    einfachen    Relationen    zu    tjelangen,    vernieliren 


in 


wir  die    Grössen  v^,v^,Vr,,VQ  um  je  \^  ,   so  wird  h\  in   <r,  +  3r,   ic^ 
Wj;  —  3t  übergehen  und  wir  erbalten: 

wobei  /jj  den  Wertb  besitzt: 

.f  =  3  f  =  3 

Addiren  wir  die  Ausdrücke  für  f\  und  f^,  so  ergiebt  sich  die 
elegante  Formel:  2'(/;  + /,)  =^^4ä„ 

wo    der    Strich    an    der   Summe    bedeutet^    dass    über    diejenigen   7/    zu 

Summiren  ist,  für  welche: 

1     V  1  1    •  ^  ^/s  +  n'i  +  '/^,  +  »j'e 

eine  gerade  Zahl  ist  ** 

Auch  hier  ergeben  sich  durch  Specialisirung  einfache  Trans- 
formationsgleichungen. Setzen  wir  z.  B.  die  Argumente  gleich  Null, 
so  erhalten  wir  die  Formel: 

25)     9,\&,'.x,'  +  {^o'-  Uo'  +  ^2--  ^0')  =  2(ä;/'  +  4x,\  x,'  +  4^,^), 
die    aus    einer   der   früheren    Gleichungen   durch    Quadrirung   hätte    ge- 
wonnen werden  können. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  weitero-ehen  —  indessen  beo-nüsen 
wir  uns  damit,  drei  weitere  Additionstheoreme  zwischen  Producten  von 
sechs  Factoren  anzugeben,  ohne  sie  weiter  auszuführen. 

Das  erste  gehört  zu  dem  Schema: 

^1  =  1;      ^2  =  1;      ^3=1>      ^4=^> 


^5  =  3;      /*.!  =  3 


h 

h 

-1, 

-  1, 

-1, 

-1, 

—  1, 

-1, 

-1, 

—  1, 

-1, 

4, 

-2, 

-2, 

0, 

2, 

-2, 

1, 

0, 


1, 
1, 
1, 
1, 

0, 


m^ 

= 

3, 

m, 

= 

3, 

>'h 

= 

3, 

in^ 

= 

3, 

>\ 

= 

6, 

'"« 

= 

2. 

Das  zweite  entspricht  dem  Schema: 

^1  =  1;      ^2=1?      ^3=1^      ^4=lj      ^5=1; 


^G 


-7 

9 

"7 

2. 

-2, 

1, 

h 

1, 

-1, 

0, 

0, 

0, 

0, 

m,  =  3, 

—  ], 

—  1, 

;«2  =  3, 

-  1, 

—  1, 

—  1 

>/^3  =  6, 

—  1 

..,=  6, 

-  1, 

—  1 

'^'5=1, 

m-tim 

.•11     11 

—   I  , 

—  1 

l»^e=l. 
2 

Ig  S  -•    l^if  Transformation  dritten  Grades. 

Das  dritte  und  letzte  endlich  kann  dem  Schema  zugeordnet  werden: 
^1=1,      /*2=l7     .t^3=l>     /^4=2,     ."5=2,     M.;=2| 


2, 

2, 

0, 

0 

m,==3, 

2; 

2, 

<J, 

~2, 

—  2, 

u 

:  »?2  =  G, 

-1, 
-1, 

1, 
1, 

2, 

_  9 

—  Ij 

1 
- 1 

-2, 

2, 

^>, 

—  1, 

() 

%=3, 

0, 

0, 

2, 

0, 

0, 

_2 

m,=  3. 

Unter  den  Additionstheoremen,  die  zwischen  Produeten  von  acht 
Factoren  bestehen,  wollen  wir  zunächst  das  folgende  ausführlich  be- 
trachten: 

.«1=1;     F.!  =  3,     ^3=1;     f*4  =  3,    .«5=lj    i«G  =  3,    ^7  =  1?    ^8  =  31 


3, 

1; 

3, 

1, 

<J, 

<J; 

0 

(J 

«i^  =  (J, 

1, 

-1, 

1, 

-1, 

0, 

<->; 

0 

0 

»^2  =  2, 

0, 

0, 

<'; 

0, 

3, 

1, 

3 

1 

'»3  =  6. 

0, 

^; 

0, 

0, 

1, 

-1, 

h 

-  1 

;.,=  2, 

3, 

1, 

-3, 

-h 

0, 

0, 

0 

0 

'"o  =  «^^ 

1, 

-1; 

-1, 

1, 

0, 

0, 

0 

0 

"'6=2, 

0, 

0, 

0, 

0; 

3, 

1, 

-3 

,     -1 

;»j  =  6, 

0, 

0, 

0, 

0, 

1, 

-h 

-1 

1 

>".=  2. 

Wir  schreiben  das  Additionstheorem: 
2G)  2\f\=^P„ 


wobei  gesetzt  ist: 


/l=i7^3(^^,>«.0 


und  P^  die   frühere  Bedeutung   hat^    nur   dass   nach  e  von   1   bis  8  zu 
multipliciren  ist. 

Die  Grössen  (j^  leisten  den  Congruenzen  Genüge: 
/y,  =  (jr,  =  0  mod  3,  //^  =  fj-  =  0  »lod  3, 

//j  ^  (/i  ^  i/7  ^  ^/s  '"0^/  2. 


resp. : 


!h 

^  //.- 

»lud  6 

Hl 

=  ^^2 

-//ö  = 

(J^mod'2, 

Setzen 

wir 

an 

Stelle 

7 

von : 

^'i 

^\' 

..i. 

%+c,'        ^^4  + 


SO  gebt   a\  in  yc^  +  2  über  und  wir  erhalten: 
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wobei  gesetzt  ist:  -^-'  ^       ^       '• 

Durch  Addition  ergiebt  sich: 

wobei    der    Strich    an    der    Summe    Ijedeutet,    dass   <|^  eine  gerade  Zahl 
sein  muss. 

Setzen  wir  ferner: 
/s  =  ^3  (^i;  ^)  ^3  (^2 ;  3  r)  {^3  (vg ,  t)  &^(v,  ,  3  t)  ^,(  Vj;  ,  r)  &o(ü^  ,  3  r)  ^^,(y-,  r)  &^{c^ ,  3 1  j, 


fi-il^oi^t,  /^eOj 


f=i 
so  wird  analog  wie  vorhin: 

,        ,  2^(/"3  +  /.)-^'(-l>J^. 

oder  also:  •*"'  -v-, 

wenn  wir  die  Bezeichnungsweise  einführen: 

Nehmen  wir  an,  dass  F.^  aus  i^^  entsteht,  indem  in  den  vier  ersten 
Factoren  eines  jeden  Productes  an  Stelle  der  Indices  3  und  0  resp. 
2  und  1   gesetzt  wird,  so  ergieht  sich  auf  ähnlichem  Wege  wie  vorhin: 

2^  F,  -^(-  l)'/.  +  'A+'/3  +  '/«^;i„ 
sodass  wir  erhalten:  95/' 77  _  TT"  \  __  "^^'si^ 

Avobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  nur  über  diejenigen  // 
zu  summiren  ist,  für  welche: 

'/ 1  +  u^>-r  »;  3  +  ';  .1 
eine  ungerade  Zahl  ist. 

Setzen   wir   ferner  in  den  Ausdrücken  für  F^   und  F,^  in  den  vier 

letzten  Factoren   eines  jeden  Productes   an  Stelle   der  Indices  3  und  0 

die  Indices  2  und   1   und  nehmen  an,  dass  hierbei  F^  in  F.^,  F.^  in  F^ 

übergeht,  so  erffiebt  sich: 

2HF,-F,)  =^{-  l)'/^+'/c+'A  +  '/»^:i^,, 
also   wird  durch   Subtraction: 

2\F,-F,-F,  +  F,)=^^"%s,^ 
wo  nun  der  doppelte  Index  bedeutet,  dass  sowohl: 

V,+  V2+'/3+V'.l 

als  auch:  ,  ,  ,  , 

'/  r.  +  ^;  0  +  '/  7  +  '/  H 

ungerade  Zahlen  sein  müssen. 

9* 


20  §  -■    Die  Transfonnation  dritten  Grades. 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  rechts: 
2'\  V(0,  6t)  V(0,  2r)  =  2«.  &^H0,  3t)  0-o'(0,  3t)  ^^^iO,  x)  V(0,  t). 
Die  linke  Seite  wird: 

-  2y,\  zl  %,\  %;^  -  2zi.  x,\  ^l  ^/). 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Modularbeziehung: 

^3'  +  y,'-  H  +  V-  ^2'  -  ^<-  vo'-  ^b'-  »0' 

-  2y,\  z^.  ^,\  ^,'  -  2z,\  xl  ^l  ^3^  =  0. 
Diese  Gleichung  führt  mit  wenigen  Sclilüssen  zu  der  gewöhnlichen 
Modulargleichung    zwischen    -^    und        ril  ^   \'     ^^^   haben    dazu    nur 

#•3  'ö'gfU,  ÖTJ 

nöthig,  an  Stelle  von  x  durchweg  —  zu  setzen  und  die  Beziehungen  zu 
berücksichtigen : 


27)  1^»' 


^<o,|)= 


«0,^1  =  ^32-^, 

V(o,|)  =  2^,  .^3. 

Es  kann  nun  noch  eine  grosse  Fülle  weiterer  Additionstheoreme 
zwischen  Producten  von  acht  Faetoren  aufgestellt  werden.  Wir  be- 
gnügen uns  damit,  die  Schemata  aufzustellen,  zu  welchen  einige  von 
ihnen  gehören,  ohne  die  Theoreme  selbst  näher  durchzuführen  und  für 
die  Transformationstheorie  zu  verwerthen.     Nimmt   man    die  Zahlen  ^i 

dem 


alle    gleich    1    an,    die    Zahlen 

m 

alle    gleich    0,    so    gehört    zu 

Schema  der  Grössen  tt: 

1        1 

0 

0 

1000 

1  -1 

0 

0 

0—1        0       0 

0       0  - 

-1 

1 

0       ( )  -  1       0 

0       (»  - 

-1  - 

-1 

( )       0       0-1 

1       0 

0 

0 

-110       0 

0       1 

0 

0 

-1-1       0       0 

0       0 

1 

0 

0       0-1-1 

0       0 

0 

1 

0       0       1-1 

das  Additionstheorem: 

28)               [\^-Sy,, 

t)  = 

=^'ii^==f^^K"-.,3T), 

wobei  die  Producte  nach  f 

von 

l  1 

bis  8  zu  nehmen  sind. 

§  2.    Die  Transtbnnation  dritten  <.inuk'i-. 


21 


2  2  111 
2-2  1-1-1 
1  1-2-2  0 
1-1-2       2       0 


Ferner  orehört  zu  dem  Schema: 

1 

1 

0 

0 
0  -2  -2  - 
0  -2  -2 
1-1-1 
1-1  1 
das  Additionstlieorem: 

Endlich    möge    auf    das    Additionstheorem    aufmerksam    gemacht 
werden,  welches  zu  dem  Schema  gehört: 

J^i  =  1>  i«2  =  3,  .U3  =  1>  ."4  =  3,  .«5  =  1;  i"G  =3,  .u,  =  1,  «8=31 


1 

1 

0 

1  - 

-1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

(» 

0 

0 

1 

1 

1 

-  1 

1 

-1 

1 

-1 

2 

9 

9 

_  9 

r]^,  3i 


3,          1 

3, 

3, 

3;                    1 

'"1  =  12, 

1,      -1 

1, 

—  1, 

1, 

—  1, 

1'     r^ 

m^  =  4, 

3,           1 

0 

—  1, 

3, 

—  0,     —  1 

'"3  =  12, 

1,      -1 

,       -1, 

1, 

—  1, 

-1,        1 

"'4=4; 

3,           3 

3, 

-3, 

—  1, 

-3,     -1 

'"5  =  12, 

1,       -1 

h 

—  1, 

-1, 

-1,       1 

^6=4, 

3,          1 

,        -3, 

—  ], 

-3, 

—  1, 

3,        1 

w,=  12 

1,      -1 

,       -1, 

-1, 

1,     -1 

m^=4. 

So  könnten  wir  weitergehen,  indessen  mögen  die  bisherigen 
Theoreme  genügen.  Jedenfalls  geht  aus  ihnen  hervor,  dass  wir  Trans- 
formationsgleichungen in  grösserer  Zahl  als  specielle  Fälle  allgemeinerer 
Gleichungen  herleiten  können,  darunter  solche,  die  mit  wenigen 
Schlüssen  zu  der  eigentlichen  Modulargleichung  zwischen: 

^  ^2^Q>  3  t) 

-&3     ^^^      ^3(0,  3  t) 
überführen. 

Die  gewöhnliche  Multiplicatorgleichung  kann,  wie  unmittelbar  klar, 
auf  diesem  Wege  nicht  ohne  Weiteres  hergestellt  werden  —  wohl  aber 
können  wir  Theoreme  aufstellen,  die  durch  Specialisirung  Beziehungen 
zwischen  den  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  ergeben.  Dabei  ge- 
nügen unsere  Betrachtungen  unmittelbar,  um  alle  Coefficienten  der 
Multiplicatorgleichung,  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  zu  berechnen. 


22  S  -•    ^'it'  Transformation  dritten  Grades. 

In    der  Tliat,    als  Wurzeln  der  Multiplicatorgleichung  können  und 
wollen  wir  die  folgenden  Grössen  zu  Grunde  legen: 

+  i<3r 


30) 


\  v  —  l 

Llf.  +  i=  (-  l)~>^  V(0,  nT):&./{0,  t), 


wobei  n  als  ungerade  Primzahl  angesehen  wird 
Nun  hatten  wir  gefunden: 

'/  =  w  —  1 


5  =  0 

d  umgekehrt: 


wobei  gesetzt  ist:  2/7r 

a  =^  r''  . 

Setzen    wir    in    diesen    Formeln   v  =  0,    so    erhalten    wir    die    Be- 
ziehungen: n—X 


33)  ^3(0,"^^^)  =  9A%nr)+2^a^^'9,}!im  »r), 

34)  2&-A9m  >^r)  =  7^2a-c.^(^^„(o,  ^^)- 

Aus    diesen  Beziehungen  folgt  unmittelbar,    dass  wenn  ti  eine  un- 
gerade  Primzahl  von  der  Form  4r  +  3  ist,  jedenfalls: 

sein  muss,  oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  In  einer  jeden  Multiplicatorgleichung,  bei 
welcher  der  Transformationsgrad  eine  Primzahl  von  der 
Form  4>'  +  3  ist,  besitzt  der  Coefficient  von  J/"  den  Werth 
Null. 

Nun  folgt  ferner  für  u  =  3  unmittelbar: 

^3' (<^;  "^^IT^)  =  V  +  8 ßp. ^o'- oc,  +  24  a? ? . Xq\ x^^+?,2x^.x^^+ \ 0 «c. x^\ 
Hieraus  folgt  durch  Anwendung  unserer  Additionstheoreme: 
^a'(0,  r)^M-^  =  12(2/  +  Sx,x,')  ^  12^3^(0,  r), 


oder  also 
35) 

sodass  die  zweite  Potenzsumme  unmittelbar  bestimmt  ist 


35)  2jP=12, 


^  8.    Die  Traiistuniiiitioii   tuiiltrii  (iradcs,  23 

Ebenso  einfach  folgt: 

oder  ciLso: 

Es  zeigt  sich  also,  dass  unsere  Betrachtungen  unmittelbar  zu  der 
Berechnung  von  drei  Coefticienten  der  Multiplicatorgleichung  führen, 
sodass  nur  noch  ein  Coefficient  unbestimmt  bleibt.  Zu  demselben 
Resultat  kommen  wir  durch  die  folgende  Betrachtung.     Es  ist: 

&.f'^J\P  =  24  (-  X,'  +  20 .  Xq\  x,^  +  Sx/'). 
Wir   wollen    diesen   Ausdruck    durch  r  bezeichnen.     Erwägen    wir 
nun  die  Beziehung:  o.  2   ly- 

o 

so  erhalten  wir  für  31  die  Gleichung: 

87)  lf^-6.3P-|^-3  =  0 

und  das  ist  die  Multiplicatorgleichung,  die  zu  der  Transformation 
dritten  Grades  gehört,  wobei  freilich  noch  ein  Coefficient  unbestimmt 
bleibt. 

§3. 

Die   Transformation  fünften  Grades. 
Es  soll  nun  in  ähnlicher  Weise  die  Transformation  fünften  Grades 
untersucht  werden.     Für  den  Fall  von  zwei  Factoren  erhalten  wir  das 
Additionstheorem : 

1)  &,(t\,T)d-,{v,,T)  =2^.J^ilK+  2i'.,ör)^3[^J(2i-i-  i'^ör), 

r/j  4-  2/72 '-  ^  "'^''''  ^• 
Setzen    wir    in    dieser    Gleichung  i'i=V2=0,    so   erhalten  wir  die 
Multiplicatorbeziehung: 

2)  &,'^x,'+4x,x,. 

Unter  den  Additionstheoremen,    die    zwischen  Producten    von  drei 
Factoren  bestehen,  heben  wir  die  folgenden  hervor. 
Erstens  besteht  die  Gleichung: 

3)  2'".  %{v„t)  %{v„  2r)  ^3  (1^3,  5r)  =  ^P, 


I's-^. 


0.-,  +  r;.,2r)i%[|]06',+  ri,,At).%['!^](ic,^  ^;,,20r^ 


.2J 

wobei    die   Grössen    ?r,  )/,  .7    durch    das    Schema    von    Transformatious- 
zahlen  bestimmt  sind:  1  1  -< 

3         1     -1 
5     -5         1. 


24  S  3.    Die  Traiisfnmiation  fünften  Grades. 

Aus  eleu  Congruenzen  für  die  Grössen  g  folgen  die  weiteren: 

g^  =  -^  mod  4 ,    .92=  -^  mod  8 ,     //g  =  0  mod  5. 

Wir  wollen  nun  ülinlicli  wie   früher  die  Methode  der  Substitution 
hall)er   Perioden    anwenden,    um    zu    einfachen    Relationen  zu  gelangen. 
Wir  setzen  an  Stelle  von: 

resp. : 

^1+2'    ^'3-2' 

so  ändern  iv.,  und  iv^  sich  um   1. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 

23.  ^,{v„  r)  ^3(^2,  2t)  ^,{v,,  5t)  =^(-  1)'.  P,, 
wenn  wir  berücksichtigen,  dass  die  Congruenz  besteht: 

r/,  +  ^  =  4.V,  wrW8. 

Durch  Addition  ergiebt  sich  dann: 

4  .fy  -^^M^  \("\  +  Vi,  2t)  ^sMO«^.  +  %,  ^^)^zM{'r,  +  f;3,  20t), 
wobei  jetzt  die  Congruenzen  bestehen: 

wobei  ferner  gesetzt  ist: 

fi  =  ^i  (^2 ;  2  t)  [%  {v, ,  t)  ^3  (y^ ,  5  t)  +  O-o  (v, ,  t)  9-,  (^3  ,5  t)]. 
Setzen  wir  ferner  an  Stelle  von: 

^1+2'     ^2+-^;     «^;i  +  Y' 
so  ändert  sich   ti\   um   2t.     Mithin  ergiebt  sich: 

Durch  Subtraction  erhalten  wir: 

(/;-/;)  ==2'^3[fli]('''i  +  '?i,2T)^3lg,](m,  +  ^„4T)^3[g3](yr3  +  jj3,  20t), 

wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  rj'^  +  V2  +  v'a  stets 
gleich  1  anzunehmen  ist.  Die  Summe  enthält  demnach  nur  Glieder, 
die  den  Werthen  entsprechen: 

9i  =0,      02  =  0,      03  ==  0; 

9i  =  0,     02=2,     93  =1^. 

9i=l;     82=3,     03=5, 

9i=l,     92=1,     93=15. 


§  3.    Die  TrausfoiTuation  fünften  <Trades.  25 

Die  soeben  erhaltene  Formel  ergiebt  durch  Specialisiruug  eine 
ganze  Reihe  eleganter  Beziehungen,  darunter  solche,  die  schon  von 
Schröter  in  seinen  citirten  Arbeiten  aufgestellt  worden  sind.  Setzen 
Avir  die  Argumente  sämmtlich  der  Xull  gleich,  so  erhalten  wir  die 
Modulargleichung: 

4)  2.^o(0,2r)#„(0,4rj,\(0,20T)  =  0-3(0,  r)  ^,(0,  2  r)  ^3(0,5  r) 

In  ähnlicher  Weise  ist  das  Additionstheorem  zu  untersuchen: 

5)  8  .  9,{v„r)  &,(v,,ryt)  9,(v„  lOr)  =^  P„ 


i".  =  ^3 


L2. 


{iv,+  yu,  4t). %[^](w,+  ri„  10r)^3[^|](«-,+  >,,,  20t), 

wobei  die  Grössen  >i',y],g  vermöge  des  Schemas  bestimmt  sind: 

1        1        1 
5       1-1 
5-3       1. 
Aus  den  Congrueuzen  für  die  Grössen//  ergeben  sich  die  weiteren: 

Qg  -  g^  =  0  mod  b,    f/y  =  -/-  n/od  8,     -^  =  ^  mod  4. 

O  0  0 

Wir  setzen  an  Stelle  von: 
resp.: 

^1  +  2'     ^"2  ~  2' 
ferner  an   Stelle  von: 

resp.:  '^  '     '^  '     '^^ 

^l  +  Y'        ^■=^+'2'        ^3+-'^^' 

so  ergiebt  sich  nach  ähnlichen  Reductionen  wie  vorhin   die  Formel: 

2 (/;  -Q-2 '"% [9i] {i^\  +  ^?i, 4r)  ^3 [gj (w,  +  tj,, lOr)  0. [ gg] (^^3  +  ^,3, 20t), 
wobei  gesetzt  ist: 

fi  =  '9-3 ^«^3;  10t)  [^3K,t)^3(v2,5tj  +  Oo(yi,T)  Oo(y2,5T)|, 

/2  =  ^2  (^3,  10t)  [#2  (^1 ;  V  ^2  («^2;  ÖT)    -   9-1  (>^i  ,  t)  ^1  (  ^2,  5t)]  , 

der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass: 

n'i  +  V'2  +  ^'3 
ungerade  ist  und  endlich  die  Grössen  g  die  Werthe  annehmen  können: 
9i  =  0,    g,  =  0,    g3  =  0, 

9i=l;      02=5^      93=5; 

9i  =  2,    92  =  0,    g3=10, 

9i  =  3,     02=0,     93=10- 


2ß  §  -i.  Dio  Transformation  fünften  (Jradcs. 

Setzen     wir    die    Argumente    gleich    Null,    so    erlmlten    Avir    die 
Modularbezieliung : 

6)  %{0,  t)  ^,{0,  DT)  ^3(0,  lOr)  +  ^,(0,  r)  i>,(0,  5t)  ^„(0,  lOr) 

-  #2(0,  t)  ^2(0,5t)  ^2(0,  lOr)  =  2%{0, 4r)  ^„(O,  lOr)  ^^(0, 20r). 
Unter    den    Additionstlieorenien,    die    zwischen    Producten    von   je 
vier  Factoren  bestehen,  greifen  wir  das  folgende  heraus: 

7)  lQ.&,(v„T)^,{i;,2r)i^,{v„  'jr)&.M,  ^Or)  -^l'n 


P,-ri»,[^](^(^',-^rjn>>'er') 


m,  =  2,     m,  =  4,  '  m,  =  10,     m,,  =  20, 
wobei  die  Grössen   ii',rj,(/  vermöge  des  Schemas  bestimmt  sind: 

1110 
2-1  0-1 
5  0-1  1 
0  -5  2  1. 
Um  einfachere  und  übersichtlichere  Relationen  zu  erhalten,  wenden 
wir  das  alte  Verfahren  an. 

Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  r/  folgen  die  weiteren: 
(f.^  =  0  nwd  2,     r/3  =  0  mod  5,     ^4—0  niod  10 , 

f  -  -  //i  +  //.  »>'>d  4,     ff)  -  /7.  -  I  mod  4. 
Wir  setzen  an  Stelle  von: 

resp.:  ""'         '     '''         '      ''' 

^1+2'      ^2+1;      *3+2' 
so  ändert  sicli    iv^  um  2.     Mithin  erhalten  wir: 

16  .  .\(t'„  t) d;(v„  2r)  »,{v,,Öt)  .%{v,,  lOr)  =^\-  1>P, 
oder  also :  ,^^  »— ^     r  1  - 

8  •  /i  -2j  1 1  '^^ L  2  J ^'''  ^''''  '"'''^ ' 

wobei  die  Grössen  //'?  sich  dadurch  von  den  Gr()ssen  //    unterscheiden, 
(lass  t)\^()mod2  ist. 

Jetzt  setzen  wir  an  Stelle  von: 

resp.:  ^''  '     ^^          '     ''* 

,1  1  5 

^1+2'    ^2—2'    ^*~2' 

so  ändert  sich   w.^  um  2,  so  dass  wir  erhalten: 


ij  ö.    Die  'rruijsfiinuatidii  fiiul'ten   (ir;ii)c<.  27 

Durcli  Addition  ergiebt  sich: 

Hierbei  nehmen  die  Grössen  g  die  Werthe  an: 
Öi  =  ^;     9.==";     Öj=0,     c3i=0, 
9i=0,     02  =  2,     93=0,     91=10, 

9i=i;      9.  =  0,      9:i  =  5;      04=10, 

91=^     9.  =  2,     93  =  5,     g,=  0. 
Wir  setzen  an  Steüe  von: 

resp.:  i  7       j 

,    T  ,   3.5r  3.10r 

so  tritt  an  Stelle  von: 

IV,  ,      tv.,  ,      IC, 

resp.:  1  7        -i  ;        3 

/(^j  +  4r,      «r^  +  8t,      iVo,—  lOr. 

Mithin  wird: 

4(/3  +  /4)  =2(-  1)"' +''-^  +  "'^i7^3l9j(^'-.+  »;.,  '^'.r), 
/3  =  ^3(r2,2r)#,(i-„10r)[^,(i;,,r)^,0'3,5r)  +  ^,(i-,,T:)^i(t'3,5r)J, 
/,  = '^,(r„  2r)  ^1  (v„  lOr)  [^,  (vj ,  r)  ^j  (^3,  5r)  - '^i  (^;, ,  r)  ^2(^3;  5r)  |. 
Ferner  setzen  wir  au  Stelle  von: 

resp.:  7       ^         7       ^ 

r  5r 

SO  tritt  an  Stelle  von  w^:  it\-\-  2t  und  wir  erhalten: 

Mf,+f,)  =^(-  i)''''+''''+'^'^J7^3[9;i(,'''-.  +  n^  »>,-^)> 

fr,  =  -  '^1  iv,,2T)  ^,(f„  lOr)  [^,  (ü,,  r)  ^,(«3,57)  +  &,(v^ ,  r)  iy,(v„  5t)J. 
Durch  Subtraetion  erhalten  wir: 

4(/3  +  /.-/5-/J=2'^-i)'''+^4(-  iK-  (-i)^'^J^„ 


^E  =i  / ^%l  9J  ('''■5  +    ^/5  7  '«^t). 


Das  ist  die  Endformel,  die  wir  erhalten  wollten.     Durch  Speciali- 
sirung  ergeben  sich  (,'infache  Modulargleichungen. 


28  §  S.    Die  Transformation  fünften  Grades. 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Null,  so  folgt  die  Relation: 

A  =  2^o(0,  4tJ  »JO,  20t)  [^^(0,  2t  )  t%(0,  10t  )  -  -^3(0,21;  9^{0,  10t  i], 
Z>'  =  ^2  (0,  r)  0-2  (O,  5t)  [a-3 (0,  2t)  ^^  (0,  10t  )  -  ^2  (0,  2t)  ^3 (0,  10t) ]. 

Aus  dieser  Relation  ergiebt  sich  unmitteDjar  die  bekannte  Modular- 
gleichuug: 

9)  {^^k  (1/x  -  y'k)  =  fTJ'  (]/r  -  Vx'). 

Unter  den  Additionstheorenien  zwischen  Producten  von  sechs 
Factoren,  die  in  unserem  Falle  eine  besonders  wichtige  Rolle  spielen, 
greifen    wir   die    folgenden  heraus.     Erstens  nehmen  wir  das  Theorem: 

f  =  6 

10)  TI^z(Ve,r)=2Pe^ 

f  =  1; 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

0  11111 

1  O  -  1  1  1  -  1 
1-1  0-1  1  1 
1  1-1  0  -  1  1 
1  1  1-1  0-1 
1-1        1        1-1       0. 

Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  rj  folgen  die  weiteren: 
0^=-  2f/i  -    .^2  +  2r/3  mod 5, 

r/s  =  -    9i-  -r/2  -  ^9s  »""^  5? 

.7e  z:  -  2/7i  +  2g.,  -    r/3  »/or/  5. 
Die    Grössen   Od  9-2)  ff 3   bleiben   willkürlich.      Durch   Specialisirung 
ergeben    sich    interessante    Multiplicatorbeziehungen.      Setzen    wir    die 
Argumente  gleich  Null,    so    erhalten    wir  bei  betaunter  Bezeichnungs- 
weise  die  Relation: 

11)  ^3*^  =  x^^  +  12a-o  (Xi^  +  x^^)  +  60  xj'.  x^\  x^  +  40  x^^.x^. 

Als  zweites  Additionstheorem  nehmen  wir  das  folgende: 

t=^  

12)  4=^i7^3(^.,.".^)=2'^^, 

=  6 


^.=JT^3[|]("-.+   »?f-'".^). 


."l  =  ^^2  =  .t^s  =  f*4  =  1 :      ."5  =  >"g  =  5; 

m^  =  m^  =  2,     m.^  =  m^  =  4,     m^  =  «2,^  =  20, 
wobei  die  Grössen  ii','r}i</  durch  das  Schema  bestimmt  sind: 


§  3.    Die  Tranvifonuation  fünften  Grade>i.  29 


0 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

0 

1 

-  1 

0 

1 

0 

3 

1 

1 

-  1 

0 

3 

0 

1 

-  1 

() 

-1 

0 

5 

—  5 

—  5 

1 

() 

5 

0 

—  5 

5 

0 

1. 

Es  orelten  hier  nun  die  alten  Betrachtuno-en  wie  früher.  Wir  erhalten 
eine  Modulargleichung  durch  Xullsetzen  der  Argumente,  die  aber  wenig 
übersichtlich  ist.  Durch  wiederholte  Anwendung  der  Substitution 
halber  Perioden  kommen  wir  zu  besonders  einfachen  Resultaten. 

In    der   That,    zunächst    ergeben    sich    aus    den    Congruenzen    der 
Gi'össen  ;/  die  weitereu  folgenden: 
^.f/i  +  3</3  +  r/.  =  0  mod S,      2(1^  +  3 r/,  ^g^^O  mod 8,     f/^  =  g^^0  tnod 5, 

o  o  o 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von: 

resp. : 

so  gehen   /r^  und   u\.  über  in   (i\-\- \   und   n\.^-\-\.     Mithin  ergiebt  sich: 

43.  #(, (V,  )  ^3  I  V^  )  ^.  ( Vg )  ^3 {v^}  ^3 (>^ ,  5 T  )  {^^ (1^6 ,5t)  =^( -  1 ) ' ^''^     ^   i'r 
Durch  Addition  erhalten  wir: 

wobei  gesetzt  ist: 

/ 1  =  -^3  (^2  )  ^S  («3  )  ^3  C^4,)  ^3  (J^'t. ,'^^^1%  1,^1  )  -^3  l^G .  Ö T  )  +  O",  (ü,  )  ^^  (Vg ,  5  t)]  , 

wobei    ferner   die   Grössen   r/^  denselben    Congruenzen  Genüge   leisten, 
wie  die  Grössen  g^,  daneben  aber  noch  der  Congruenz: 

r/,  4-  'i''  =  OiiiodH. 

Wir  setzen  zweitens  an  Stelle  von: 

resp.: 

^2+2'    ^'-~~2' 
so  gehen   /r^  und   ?r.,  über  in   ^^g  +  1 ,  «>,  +  1   und  wir  erhalten: 

wobei  tresetzt  ist: 


»i^r 


30  ^  ^-    r)i6  Transformation  fünften  Grades.  , 

wobei  ferner  die  Grössen  //",  den  Congruenzen  Genüge  leisten: 

(/",  =  -  4^  mod  8 ,     (J\  -  -  -^  moü  8 , 

5 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von: 

resp.:  ^2         ?     ^3         j     ^4         j     ^5 

^'2  +    2'        '^"3  "^    2'        ^'^  2'        ^"  2' 

so  gellt  i{\^  /(■._,,  tr^  über  in  resp.: 

"\  +  ^,     ''a  +  l;     ''"o-^l 
und  wir  erlialten: 

wobei  gesetzt  ist: 

f,  =  ^0(^2)  ^0(^-3)  ^o('^4)  ^o(%,5^)  [^sC^^i)  ^sC'-G,  5^)  +  ■^o(^'i)  ^oK,  5^)], 
/,  =  ^3(6^  ^0(^3)  ^„(vj  ^3(i;„  5r)  [&,(v,)  ^,{ü„  5t)  +  {>o(y,)  ^„K,  Öt)]. 
Durch  Addition  ergiebt  sicli: 

8F,  =  8(7,  +  /:,  +  /3  +  /•)  =^77^3  [a.Jf''-,  +  '/„  ^>',T), 


9i;        7  I  9,;        7  , 


5 
Wir  setzen  nunmehr  an  Stelle  von: 

resp.:  ^1  '      ^3  ;     ^4  ,     ^6 

«^l+l"'        ^3+1"'        ^4-V        ^"(5+2' 

so  geht  ?r^,  in  n\^-\-2T  über.     Nehmen   wir    an,    dass  T\  von    dem  be- 
kannten Exponentialfactor  abgesehen  in  F.^  übergeht,  so  folgt: 

8F,=^V  i)'''+''3+'^+'''J7.'>3F9;j(".  +  ^;„  '>'.<), 

oder  also:  ,  ._       .^,       'Sn'T'T«  r     , . 

4(J^i  -  F,)  -^2j  11  ^3l9.K"-.  +  >;.;  '".D, 

wobei  in  der  Summe  jetzt: 

Vi  +  >/3  +  f/i  +  '/'g 
eine  ungerade  Zahl  ist. 


ij  i]     r>ie  Transformation  fünften  (irmles.  31 

Setzen  wir  endlich  an  Stelle  von: 

resp.: 

T  T  T  5t 

^2+2"'        «'3+^'        ^4+2'        ^>'+Y' 

SO  gellt  ii\   in   /fj  +  2t  über. 

Nehmen   wir    an,    dass   F^    und  jF!,   hierbei   von   dem  Exponential- 
factor  abgesehen  in  F.^  und  F^   übergehen,  so  wird: 

4.[F,-  F,)  =^'(-l)'/'^+'-  +  '''^+'''^']7^%l9j(^r,+  ,y,,  /;^,r). 
Mithin  erhalten  wir  das  Additionstheorem: 

2iF,-  F,-  F,-\-  F,)  ^^"  U&.M,]iH-^_+  ri„  »,,r), 
wobei  nunmehr  auf  der  rechten  Seite  die  Ijeiden  Grössen: 

und 

^'■2  +  n'3  +  V'i  +  n-, 

ungerade  sind.    Das  ist  die  Endformel,  /u  welcher  wir  gelangen  wollten. 

Setzen    wir    in    ihr  die   Argumente    gleich    Null,    so    erhalten   wir    die 
Mo  dular  gleichun  g : 

13)  A  =  B, 

-  2&,\  e,  (^0  •  Öo  +  ^%  .  Ö3)  +  ^./.  02^(^3-  -  V) , 
:B  =  8  ^0'  (0, 2  T )  ^,'  (0, 4  t)  &,'  (0,  20t  j , 

0a=^a(O,5T). 

Mit  dem  soe])en   behandelten  ist  aufs  Engste  das  Additionstheorem 
verwandt: 

14)  2«/J^3(.,,.a,T)=2'j',, 

»?j   =    >)/^  =    10,  ;>/.;  =    ^;/j  =    20,         IHr,  =    ^*/^;  =    4, 

wobei  die  Gr(")ssen   tt',)ii!/  durch   das  Schema   bestimmt  sind 

0  1115  0 

1  0  1-1  0  5 
0  3  1  1-5  0 
3  0       1-1       0-5 

0  1^1-1        1       0 

1  0-1       1       0       1. 


32  §  3.    Die  Transformation  fünften  Grades. 

Aus  deu  Congruenzen  für  die  Grössen  (j  folgen  die  einfacheren: 
r/3  +  5^5-0  ''^^^^  4 .     <u  +  5'«  =  0  wo^  4,     r/3  +  ^4  =  3  (i/5  +  </«;  »^0^/  S , 
2,7i  +  3r/3  -  3//j;  _  0  mod  8,     2^^  +  3.7^  -  3//g  =  0  mod  8, 
.9i^^2  =  '/3  =  r/4=0»^r>r75. 
Wir  setzen  nun  der  Reihe  nach  an  Stelle  von: 

T  ^   '^  1 


II. 

«'i 

«^2 

+ 

5 

2' 

'^3                 , 

^4 

1 

■^G 

III. 

^1          , 

^2 

+ 

1 
2' 

1 

^4+2- 

1 
^5+2' 

^'g 

IV. 

1  5r 

'-^2 

> 

5t 

^4+y. 

■% 

^G+^ 

Y. 

^1 

i'2 

+ 

5t 

5r 

5t 

^4  -     0  ' 

^5+|. 

^6 

und  stellen  ganz  ähnliche  Untersuchungen  wie  beim  letzten  Additions- 
theorem an,  dann  ergiebt  sich  durch  Nullsetzen  der  Argumente  die 
folgende  Modulargleichung : 

15)  A,=^B,, 

-2&,.  e,H&, .  0„  +  ^3  ■  Ö3)  +  ^2'-  0/(03^  -  öoO, 

^\  =  ^^o'C^^  10t)  ^o'(0,  20t)  »^\0,  4t\ 
Es   braucht    kaum   bemerkt    zu   werden,    dass   wir   diese   Modular- 
gleichung   auch    unmittelbar   aus    der    vorhin    aufgestellten    hätten    ab- 
leiten können. 

Zu  neuen  Modulargleichungen  führt  das  Additionstheorem: 


16)  rh.(v„  .a,T)  =^17^3[|_ 


(><>+  f/j,  »'fT),     £  =  1,2,...0, 


^1  =  f*2  =  /^3  =  1?     N  =  f'ö  =  .'^;  =  ^> 
ni^  =  w*2  =  2,     W3  =  4,     »^4  =  >%  =  10,     w/,;  ==  20, 
bei  welcliem  die  Grössen   )V,)j,<i  aus  dem   Schema  bestimmt  sind; 

2-2  0  0  0  0 
11110  0 
1  1-2  0  l  1 
0  0-5  1-1-1 
0  0  0  0  2-2 
5      5      0-2-1-1. 


§  3.    Die  Traiisfonnatiou  fünften  Grailes.  33 

Aus  den  Cougruenzeu  für  die  Grössen  (j  folgt: 

<j^  -  [/.,  -  .73  mod4,     <j^  =  2r/,  -  <i.^  moiU,    ().,  =  '^A-  '^^^  mod  '2, 

il^^Omod2,     (/^~  (/^EiOmodb,    yr,  =  0 mod  10. 
Wir  setzen  nun  der  Reihe  nach  an  Stelle  von: 


Vx 

To 

? 

^•3 

1 

^2- 

1 

^3 

V^  ,      ^2  ^     ^3  ;     ^4         y     %+2"'     ^6- 2"'     '«"i        ;     ""i        ,     '^5+1, 

1111  ^ 

•'-•i  ,     ^2  ;     ^3+2"'     ^^""2'     ^='"^0"'     ^«+2'     ""'        '     ^^^~    '     '^^        ' 

SO  ergiebt  sich  vermöge  ähnlicher  Betrachtungen  wie  früher: 

^'1  =  /i  +  f,  +  /3  +  /,  =^ JT^3[9j  (^'-^  +  n,,  >n,r), 

c3,  =  OwofZ2,     g^=g^-g3j>20(/2,     9^=213,-93^0^2,     9.-Owo(72, 

94=95=9g- 0»«of?5, 
wobei  gesetzt  ist: 

/i  =  ^3(^3)  ^3K;  5r)  0-3 (tv,  5t)  ^3(r„  5t) .D, 

^2  =  ^3(%)  ^sK;  5t)  ^o(i'„  5t)  ^o(ü,,  5t)  D, 

/a  =  9-0(^3)  ^oK;  Öt)  0-0  (y,,  5t)  #0(^6;  5<)  -^; 

/4  =  '^'0(^3;  ^0(^-4,  5t)  ^3(^5,  5t)  &.,{v^,  5t)  7>, 

Jetzt  setzen  wir  an  Stelle  von: 

resp. : 

^'i  +  ^'  V.,  +  ^J  t's  +  2^'  ^4  +  ^ .'  V5  ,  v^  ,  (V,  +  2r,  tv^ 

,   5t  5t  5t         ,  5t  ,,^ 

Nehmen  wir  an,  dass  bei  der  ersten  Substitution  von  einem  Ex- 
ponentialfactor  abgesehen  F^  in  1\,  bei  der  zweiten  F^  und  F.^  in 
F^  und  7'\  übergehen,  so  ergiebt  sich  die  elegante  Formel: 

i\  -F,-F,-\-  F,  =^'/7^3[9J0tV  +  >;„  rn,T), 

wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass: 

'/i+'/.+  V3  4-»/, 
und  '    I      '    1      '     I      ' 

ungerade  Zahlen  sind. 

Krause,  Doiii)elti)t'riodi3elio  l^'unctioucij     11.  3 


34  §  3.    Die  Transformation  fünften  Grades. 

Setzen  wir  die  Argumente  gleicli  Null,  so  ergiebt  sieh  die 
Modulargleicliung : 

17)  A-B=(\ 

A  =  {%,'  +  00^)  (^3-\  d,  +  ^0^.  Öo  +   ^0^  ^3  ■  Ö3  +  ^3^-  ^0  •  %), 

!>'=  '^2'-  0,(63' +  ö,/^   +  ^o.0./(^3'+  '9-o')   +  V-ö/(;^3-Ö3+  ^o-öo), 

C  =  8  .  ^3(0,  2r )  '9-3(0,  lOr)  ^^(<  »,2t)  ^(,(0,  lOr)  ^o(0;  4t  )  ^^(0;  20t). 

Die  Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  mehr  als  sechs 
Factoren  sollen  kürzer  behandelt  werden. 

Für  den  Fall  von  acht  Factoren  greifen  wir  zunächst  das  Theorem 
heraus: 

18)  2'\JJ{^,(r,,,a,T)=2JY^3[|](^r,+  r;,,w,T),     £  =  1,2, ...8, 

."1  =  >«2  =  .«3  =  >«4  =15       ^5  =  Mc  =  ^7  =  ^8  =  5, 
9)Jj  =   W2=2,        ^3=^4=   4,        Wir,  =   W^  =  10,        »?^=W?g=20, 

bei  welchem  die  Grössen   ^r,  ^y,  (/  aus  dem  Schema  bestimmt  sind: 


0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

—  1 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

-1 

—  1 

() 

(J 

—  1 

—  1 

2 

0 

-1 

0 

0 

—  1 

5 

0 

0 

0 

0 

-1 

—  1 

0 

5 

0 

0  - 

-1 

0 

0 

0 

-5 

-5 

2 

0 

0 

0 

—  5 

5 

0 

2 

—  1 

Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  //  folgen  die  weiteren: 

//5  =  3 r/2  +  3 f/4  mod  4,     g^  -^  3^i  +  3^3  wo(/ 4, 

(j^=2ii,-    (j^modS,     (j^=2(j^-    ij^modS, 

(j.^  e;  (J^  mod  2. 
Wir  vermehren  nun: 

1111 

erstens:      v^  um     —,    r^  um  — -^»    r^  um——,     v^  um  — ; 

1111 
zweitens:  v.,  um     -->    tv  um  —  „>    v,.  um      %^ ,     i\  um  -^1 

i  2  2        '  2^  2 

A    -,.  1  1  111 

drittens:    v.,  um  —1,     i\  um       ^^  >    v,  um        ,?      r-  um   ^;     v^  um  — > 
7      j  2  2  2  2 

und  stellen  ähnliche  Betrachtungen  wie  früher  an,  so  erhalten  wir: 
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So  ^  fl2  +  Ö  i  '»'"^  - ,     97  ^  2  Qi  -  93  >;/ w/  4 , 
9g  =  9i  +  (\,  >nod  2,     g,  =  2  g,  -  g^  moiU, 
wobei  gesetzt  ist: 

/l=  ^sW  ^3(%)  ^3(^4)  ^3(^5,  50  A         /;=  ^3(«2)^ü(^^3)  ^o(^J  ^3(%,  50  A, 

/,=  ^0(^2)  ^3(^3)  ^3(^4)  ^oC^'-ö,  5r)7)„  /,=  O-oCi;^)  ^,{0,)  ^,(v,) ^o(t'5,  5t)Z>, 
/>>  =-^3(^1)  ?^.Xv^,bx)?t^{v,,bT)  ^3(v„5r)  +  ^(,(?;J^„(t'6,5r)9-,(t'7,Dr)^„(yj,,5T), 
7)j  =  '^sC^'i)  ^3(^0  5  t)  ^(,('^'77  5  r)  ^„(^«5  5t)  +  ^0(^1 )  ^o(^65  5t)  9-s(r-,  5t)  ^3(^8, 5r ). 
Um  eine  Relation  zwischen  den  gewöhnlichen  Thetafunctionen  zu 
erhalten,  müssen  weitere  Substitutionen  halber  Perioden  angewandt 
werden.     Wir   begnügen    uns   damit,    diese  Substitutionen  wirklich  an- 

OD  / 

zugeben,    ohne    im    Uebrigen    die    Schlussformel    hinzuschreiben.     Wir 

(Dl  O 

haben  zu  vermehren: 

T  T  T  jX 

erstens:      v^  um  ^  j      v.^  um      —1     v^  um       -  ?     i'^  um  — > 

T  T  T  jT 

zweitens:  Vj  um    -  >      v.^  um      ^  >      r^  um  —  -  ?      1;^  um    y} 

drittens:    Vj  um  -    5     t',;  um  — '^  5      v-  um — ^j    •  v^  um  —  ? 

.     ,  5t  5r  5t  5r 

viertens:    v^  um       5     r^,  um—       5      v^  um      -^  5     üg  um       • 

Bei  diesen  Substitutionen  geht  resp.  über:  w^  in  i(\  +  2t;  /c,  in 
tv.^-[-  2t;  «'-  in  (5^^  +  10t ;  /r^  in  ir^-}-  10t,  während  die  anderen  Grössen 
ungeändert  bleiben. 

Ein  weiteres  Additionstheorem  zwischen  Producten  von  acht 
Factoren  lautet: 

19j         2\U&,{v„  fi,T)  =2'i7^B[f  ]('''.  +  n..  '»s-^)^ 

^1=^2=  f*3=  f*4=i5       f^5=  f^C=  f^7=f*S=  5, 

Wj  =  »<jj  =  »<3  =  ;>/  ^=  2,     ;w.  =  »/^  =  nij  =  ?»y  =10, 
wobei  die  Grössen  ir^  >;,//  aus  dem  Schema  bestimmt  sind: 
1        1-1       0-1       0       0       0 


1 

-  1 

0 

1 

0 

- 1 

0 

0 

1 

(J 

1 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

-1 

5 

0 

0 

0 

1 

1 

- 1 

0 

0 

5 

0 

0 

1 

- 1 

0 

1 

0 

0 

5 

0 

-1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

5 

0 

1 

1 

1, 

36  §  3.    Die  Transformation  fünften  Grades. 

Aus  den  Congrueuzeii  für  die  Grössen  //  folgen  die  weiteren: 

-  fU  =     Ol  -  fh  +  fJi  ""^'^  '^■ 
Das  Additionstheorem   zeichnet  sich  durch  eine  grosse  Symmetrie 

aus.  Die  Substitution  halber  Perioden  führt  zu  ähnlich  einfachen  Be- 
ziehungen, wie  die  bisher  aufgestellten.  Wir  haben  im  Ganzen  acht 
Substitutionen  anzuwenden.    Bei  den  vier  ersten  hat  man  zu  vermehren: 


1 

1 

1 

5 

^1 

um 

2"' 

1 

^2 

um 

2^' 
1 

^3 

um  -- 

2" 

1 

Vr, 

um  — 

5 

^•l 

um 

2' 
1 

^2 

um  — 

2' 
1 

^\ 

um 

r 
1 

Vc 

um  — 

2' 
5 

^1 

um 

"2' 
1 

^3 

um 

2' 

1 

Vi 

um  — 

1 

V- 

um 

2' 
5 

^2 

um 

2' 

^3 

um 

2' 

^4 

um 

2' 

% 

um  — 

2' 

Hierbei  geht  resp.  über:  u\  in  h\  +  2:  ir^  in  ^("2+  2:  u:.  in  ■u:_^-{-2: 
ic^  in   n-^  +  2. 

Ganz  analog  lauten  die  Substitutionen  um  halbe  Vielfache  von  r. 

Unter  den  Additionstheoremen,  die  zwischen  Producten  von  je 
zwölf  Factoren  bestehen  und  die  in  grösserer  Anzahl  gebildet  werden 
können,  greifen  wir  die  folgenden  heraus.    Erstens  besteht  das  Theorem: 

20)  r-^Yl^^iv,,  u,r)  -^[J^JC^ 

^1  =  ^h  =  ."3  =  ."4  =  ."-  =  >«o  =  1 J       f^7  =  ."s  =  .t*.j  =  «10  =  i«ll  =  ^12  =  ^) 

?»i  =  W2  =  l,    m..=  m^  =  2^    W25  =  We  =  4,    ?/i-  =  w^  =  5,    m;i=  ;»jq=  10, 
wobei  die  Grössen   iv^^^fj  aus  dem  Schema   bestimmt  sind: 


n-  +  //j,wijT),    £  =  1,2,...  12, 


1 

-1 

0 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

-1 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

- 1 

0 

0 

0 

-1 

-1 

2 

0 

0 

0 

-1 

- 1 

0 

1 

1 

2 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

1 

-  1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

0 

-1 

1 

0 

0 

0 

5 

0 

0 

0 

-1 

- 1 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

5 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

—  5 

—  5 

0 

0 

0 

0 

l 

1 

-2 

5 

5 

0 

0 

0 

0 

-1 

-1 

-  2 

0 

0 

0. 
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Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  fi  folgen  die  weiteren: 
Oi^      i/rt  +  U',  ^^iod  4 ,    .7i  1  ^  -  ^!f:,  -  2.^10  »>od  8 , 
r/^  =  -  ry-  -  g^^mocU,     (j^^  ~  -  og^.  -  2tj,,  modS, 
r/i  + !/.,  _  0  mod  2 ,     r/7  +  .'As  =  0  ^^od  2 ,    ^^  +  //;;  +  //4  +  (h  ^  (h,  +  //lo  '«^t?  2, 
//7  =  //.s  ^  .^n  =  !J  10  ^(Jn^  ffi  2  ^  0  wOfZ  5. 
Auch    liier    führt    die   Substitution   halber   Perioden    zu    eleganten 
Thetarelationeu.     Wir  deuten   die  Operationen   nur  an,   ohne  sie  wirk- 
lich durchzuführen. 
Wir  vermehren: 

1111 

erstens:      y,  um-;    v.,  um  —  -  ;    v^  um      —5    t^  um  — — 

.^1111 
zweitens:  i\  um  —  >     v^  um  —      7     ü^qUiii      —  ?     t'jj  um  —  ^^ 

^  ^  ^  ^ 

1  •..  1  1  1  ^ 

drittens:    v^  wm -— ?     v-  um  —  —?     v^  um  — -—5     v,,  um      -^ 

1  1  1  1 

viertens:    v,,  um      ?     rj^um       ^5     Vj,  um      —  ?     t'jgUm      ^- 

fünftens:   v^  um -_^5    r.-  um      5     Vp,  um  —  1  ?     i-j^um-^?     r,,uni— • 

Aehnlich  lauten  die  Substitutionen  um  halbe  Vielfache  von  r. 
Von  grosser  Symmetrie  endlich  ist  das  Additionstheorem,  welches 
zu  dem  folgenden  Schema  gehört: 
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_  2 
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0 

1 

1 
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0 

0 
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-  1 

0 

—  1 
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0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

—  1 

0 

—  l 

0 

0 

0 

5 

0 

0 

5 

- 1 

—  1 

1 

-1 

0 

0 

5 

0 

0 

—  5 

-1 

—  1 

1 

—  1 

—  1 

1 

0 

0 

0 

—  5 

—  5 

0 

0 

0 

0 

2 

5 

5 

0 

0 

0 

0 

- 1 

-  1 

_.  2 

0 

0, 

wobei  die  Zahlen  a  und  vi   die  folgenden  Werthe  annehmen: 

."1  =  i^2  =  ."3  =  f^4  =  ."5  =  f*ö  =   1 5       f^7  =  f^8  =  ^^9  =  ;'lO  =  i"ll     =  ."12  =   ^^ 


38  §  3.    Die  Transformation  fünften  Grades. 

Aus  den  Congrueiizen  für  die  Grössen  r/  folgen  die  weiteren: 
5^3  =  -  //lo  -  fin  +     fli%  '«orf  8 , 
^Oi  ^      ih^  -  flu  -    '.h-i  mod  8 , 
r/g  =  -  //,,  +  //,f,  —  5r/ii  mod  8 , 
r/ß  =       //,,  +  //jo  +  '^(Jvz  ^nod  8 , 
^/i  +  fh  =  //?  +  r/8  =  ^0  +  ^^10  =  0  mod  2. 
Hier  bleiben  wir  stehen. 

Die   bisherigen  Betrachtungen   genügen  zur  gleichen  Zeit,  um  die 
Multiplicatorgleichung,   die   zur  Transformation   fünften  Grades  gehört, 
bis  auf  einen  Coeflieienten  zu  bestimmen. 
In  der  That,  wir  setzen: 

21)  Jf,=  v(0,^^^):V(0,r),  ^  =  0,1,. ..4, 

22)  7)/,  =  5.^,^  (0,5t):  ^3^0,  r), 
dann  gelten  die  Beziehungen: 


23)  ^3  (o,  ^^^^)  =  ^0  +  2  a^x,  +  2  a^ 


und  es  wird: 


2n 

e 


5 
3 


24)  { 


^3^0, t)  S,=^  30 (V  +  4^, .  x^'  =  ^^  &,\0,  r)  S,% 

^z'(0,r) S,=  10[l3x^'  -{-  96x,{x,'>  +  X,') -i-60 .x^\x,.x,-\-  640 .x,\xi 

^3'X0,r) S,=  70(V  +  4x, . X,) F,  +  16 •  45 . x,\x,\ x^'], 

Aus  der  vorletzten  Gleichuns  folfft: 


25)  S,=  ^S,(2S,-~^L^- 


Diese  Gleichungen  genügen  für  unsere  Zwecke. 
Wir  hatten  nun  gezeigt,  dass  die  Gleichung  besteht: 

somit  ist  der  Werth  der  ersten  Potenzsumme  bestimmt  und  damit  auch 
derjenige  der  zweiten. 

Ferner  war  gefunden  worden: 

^'^3'  =  V  +  12:^0 (ä:,5  +  X,')  +  60 .  x,,K  x,\x.^  +  40  .  x,\  x^^ 
und  es  ist: 


§  -4.    Die  Transformation  siebenten  (irades.  39 

mithin  ergriebt  sich: 


{>%  -  1^)  =  ^■<+  OQ.Xo(x^-\-x/)  +  320. x,^^  X/+  m.x,'.x,'.x,^ 


10 

oder  also: 

26)  ,s;  = '1^^  +  80. 

Es  ist  demnach  die  dritte  Potenzsumme  und  mit  ihr  nach  den 
aufgestellten  Formeln  auch  die  vierte  berechnet.  Das  Product  aller 
AVurzeln  der  Multiplicatorgleichung  ist  unmittelbar  bekannt,  sodass 
wir  die  sämmtlichen  Coefticienten  derselben  bestimmen  können  mit 
Ausnahme  von  p-  und  zwar  ergiebt  sich: 

2h  =  -  10,    i\  =35,    i)3  =  -  60,    p^  =  55,    p^  =  5 
oder  also  wir  erhalten  die  Gleichung: 

27)  ^0*'  -  10  ^o^  +  35 x/  -  60  V  +  ^5^0^  +  Ih  ^'o  +  ^  =  0. 
Hiermit  schliessen  wir  die  Transformation  fünften  Grades  ab. 


§4. 
Die  Transformation  siebenten  Grades. 

Es  mögen  jetzt  die  aufgestellten  Additionstheoreme  für  die  Trans- 
formation siebenten  Grades  verwerthet  werden  und  zwar  möge  bemerkt 
werden,  dass  die  hierauf  bezüglichen  Auseinandersetzungen  von  Herrn 
R  ö  s  e  b  e  r  g  herrühren . 

Wir  nehmen  zuerst  das  Additionstheorem: 

l)    4.^3(r,,T)^3(t'„7r)=^^3[-|](^r,-f  v,,2T)^3[|]0t',+  >/„14i:), 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

1         1 

7    -]. 

Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  //  folgen  die  weiteren: 

g2=0  niodl ^     rj^^—modA. 

Vermehren  wir  v^  um  —5  v^  um  1  so  geht  ir^^  in  n\-\-  2  üljer 
und  wir  erhalten: 

oder  also  durch  Addition: 


40 


§  4.    Dil'  Transformation  sii'benten  (irados. 


wobei  jetzt  die  Congruenzeu  stiittfinden : 

92  =  0  7)10(1  7,     Qi  =  y  nwd  2. 

T  1t 

Wir  vermehren  jetzt  v^  um  ^5  ig  um    ^  i  so  geht  n\   in   /i\  +  2r 

über  und  wir  erhalten  die  Gleichung: 

2[^,{v,,r)9,(v,,lr)-»,{c,.r)»,{v,,lT)]^ 

Durch  Addition  und  Subtraction  ergeben  sich  dann  zwei  Gleichungen, 
die  schon  von  Schröter  aufgestellt  worden  sind  und  lauten: 

(  ^3  (^1 ,  t)  O3  (ü2  ,  "^  t)  +  -^ü  (V,,  t)  d-Q  (^2  ,  7  t)  +  -^2  (V, ,  t)  #2  (^2  ,  7  t) 

-  -^1(^1,^)  ^1(^2  Jt)  =  2[&,{w,,  2t)  ^30^2,141) 
+  i^2  O^'n  2r)  ^2  0^2  5  14t)]. 

+  ^1  (^-1,  r)  »,  (v, ,  7 t)  =  2 [#o (?f„  2t)  ^0 (w, ,  14t) 
~^,(tv,,2T)^,(tv,,Ux)]. 
Unter  den  Additionstheoremen  zwischen  Producten  von  vier  Factoren 
greifen  wir  das  folgende  heraus,  welches  zu  dem  Schema  gehört: 


2) 


3) 


1 ,      ^2  =  1:      Fs 


^4 


1               1 

1          -1 

7              0 

und  lautet: 

0              7 

4)            2\] 

'    /^3(^"5  5>«*f^ 

^2n-^i 


my  =  4, 
w?,,  =  4, 
««3=  14, 
w,=  14, 


(?r^+  ^f,  »^^t). 


Aus  den  Congruenzeu  für  die  Grössen  fi  folgen  die  weiteren: 


2//3_, 


2r/4_, 


g^~g^mo(12,  g.^EEg^=Onw<ll,  f/,+(j.,--^^Omo(lH,   f/,-g.^ — ^=0mod8. 


Setzen  wir  an  Stelle  von; 


resp.: 


.  +  ^ 


V2 

^3- 

2' 

^4 

,  1 

^'3 

^4- 

1 

2 

so  tritt  im  ersten  Falle  an  Stelle  von  u:^:  iV^-{-  2,  im  zweiten  Falle 
an  Stelle  von  h\  :  ic^  +  2  und  wir  erhalten  nach  einigen  einfachen 
Operationen  die  Gleichung: 


§  4.    T)io  Transtnniiation   >iclM'nti'n   (irailos.  41 

21  F.  F,  =^77^3 19.] 0'-.  +  '/.•  >".T), 

F  =  #3  (rj ,  T)  &.,  (v^ ,  7  r )  +  0,  (i', ,  r )  f>,  ( 63 ,  7  t  ) , 

wobei  die  Congruenzen  besteheü: 

Schon    hier    könnten    wir    stehen    bleiben,    indessen    können    die 

Resultate   durch   Hinzunahme   weiterer   Substitutionen   halber   Perioden 

noch  wesentlich   vereinfacht  werden.     Wir  setzen   dazu   an   Stelle  von 

7t             7t 
i\  und   ig    resp.    v^-}-       :    v.^ :    so    geht    ^^3  in   ^(-3+ 14t   über   und 

wir  erhalten: 

2'.  F, .  F,  =^(-  1Y'"U^%[Q,]  i>r,  +  n,^  ^n,r). 

Fo  =  ^2  (y, ,  t)  ^2  (V3  ,7  t)  -  &^  (i\ ,  r)  0"^  (v^  ,7t). 
Durch  Addition  ergiebt  sich: 

2 (F  +  F,)  F,  =2'  [7^3 [g J  (n;  +  »J, •  m., r) , 

wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass   »^3  eine  ganze  Zahl  ist. 

7t             7t 
Jetzt  setzen  wir   an   Stelle   von   v^  und   v^  resp.  1*2+^'  v^ ^• 

so  geht   iv^  in   n-^-\-14:r  über  und  wir  erhalten: 

2(F  +  F,)  F,  =2'(-  lf'"TJU%e]  (n-,  +  n.,  m,r), 
F^=&^(v,,  r)  ^2K,  '^0  -  ^,(v,,  t)  »,(v^,  7t). 
Durch  Addition  erhalten  wir  die  elegante  Formel: 

(F-{-  F,)  (F,  +  F,)  =2"T/^3[9.]0^^.  +  ri,,  m,r), 

wobei  der  doppelte  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  sowohl  jy,  als 
auch  )]^  eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Setzen  wir  in  dieser  Formel 
v^  =  v.2=  rg  =  r^  =  0 ,  so  ergiebt  sich  unter  Zuhülfenahme  der  c[uadra- 
tischen  Transformation  die  Modulargleichung: 

5)  (^3  •  03  +  ^0  •  Öo  +  ^2  •  %y  =  ^^(^3^  %'  +  ^o'-  00^  +  ^2^  %')■ 

Dabei  ist  analog  wie  früher  gesetzt  worden: 
0a=^arO,7T). 

Wir  haben,  um  zu  der  letzten  Formel  zu  gelangen,  die  durch 
Substitution  halber  Perioden  gewonnenen  Gleichungen  addirt.  Hätten 
wir  sie  in  geeigneter  Weise  subtrahirt.  so  ergiebt  sich  für  die  NuU- 
werthe  der  Argumente  die  Modulargleichung: 

6)  (#3 .  03  +  ^0  ■  Öo  -  ^2  •  0*)'  =  4^0^3  0003. 
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§  4.    Die  Transformation  siebenten  Orades. 


Es  möge  noch  ein  weiteres  Additionstlieorem  zwischen  Producten 
von  vier  Factoren  aufgestellt  werden. 
Dasselbe  sjehört  zu  dem  Schema: 


und  lautet: 


^1  =  ^ 

N  =  1 . 

."3 

=  7, 

>"i 

= 

7 

2 

2 

0 

0 

mi  =  2, 

0 

0 

2 

2 

m^  =  14, 

1 

-1 

1 

- 

-1 

^3  =  4, 

7 

—  7 

1 

1 

m,  =  28 

7)      2^-/T^3(^.,i^.o  =^'J7^3[|](''-.+ >?.,  ^.^)- 

Aus  den  Congruenzen  für  die  Grössen  //  folgen  die  weiteren: 
</i  =  0 t)wd 2 ,     r/^  =  0 >H6»r/ 14 ,    f/i=0 mod 7,    ,73  =  y  »<o(7 8 , 
^'i  +  f +5'3+y-0^.orf4. 
Wir  setzen  nun  erstens  an  Stelle  von: 


resp.: 


..| 


«^2+2" 


so  geht  u\  in  ?('^  -f  1  über.     Wir   setzen   zweitens   an  Stelle  von  ü^,  v^ 

resp.:    ^'3+-^?  ^4 +"9"'  ^o  geht  /r^,  in   n\^-]-l  über. 

Wenden  wir   dann   die  analogen  Betrachtungen  wie  früher  an,   so 
ergiebt  sich  die  Gleichung: 

2-^  T';  .  F,  =2/7^3  [g,]  Or,  +  r?„  m,r), 
w^obei  Ol  =  02  =  0  ist  und  gg  und  g^  die  Werthe  annehmen: 

93:0,1,    2,    3, 

g,:0,7,  14,21, 
während  F^  und  F.^  die   Werthe  haben: 

^2  =  ^3(^3,  '7^)  ^3(«^.l  JO  +  ^o(^'3,  '^O  ^o(«4,  '  0- 

Setzen  wir  endlich  an  Stelle  von: 
resj). : 


^'1  + 


r 


■*''3  + 


7t 


7t 


V. — 


2 '  "^  2  '  ""  '  2  '  "'*  2 
so  geht  ic.^  in  /r3-|-4r  über.  Bilden  Avir  die  entsprechende  Gleichung, 
addiren  und  subtrahlren  sie  von  der  ziiletztgefuudenen  und  setzen  die 
Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Relationen: 


§  5.    Die  Transformation  clfton  (iradcs. 
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J  =  ^ofO, 4t)  ^,(0,281) +  2^,[1](0,4t)^,[7J(0, 28t). 

Bei  Einführung  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Moduhi 
kann  die  erste  Gleichung  auch  geschrieben  werden: 


IC»)      (l  +  l-')  (l  +  r')  +  l-c  =  1/(1  +  h')  (1  +  c)  (1  i-Ykc  +  yjc'c). 


Die  Transformation  elften  Grades. 
Für    diese    Transformation    soll    ein    Additionstheorem    entwickelt 
werden.    Avobei    zu    bemerken    ist,    dass    auch    diese   Entwickelung   von 
Ivöseberg  aufgestellt  worden  ist. 

Das  Additionstheorem  gehört  zu  dem  Schema: 
jiii  =  1 ,     11*2  =  1 7     ."3=11,     ,a^  =  11   I 


1 

2 

1 

0 

m,  =  4, 

2 

-1 

0 

1 

m,  =  4, 

11 

0 

-1 

—  2 

»h  =  44, 

0 

11 

-2 

1 

w.  =  44, 

und  möge  geschrieben  werden: 

1 )     2^  &,(V, ,  t)  ^3(.„t)  &^(v,,  1  iT)  {>3(.,,  1  Ir)  =2'i7^3  [f  ]  Üf^s  +  »?.  •  '»a  ')■ 
Die  Grössen  g  leisten  den  Congruenzen  Genüge: 

»lod  8 , 
+  11  s^mod  8. 

s^  —    2S4  niodS, 

^=  So  -    2s.,  4-      s,  mod  8. 

11  i  i  i 

Die    Substitutionen,    die    in    diesem    Falle    anzuwenden    sind,    sind 
aus  dem  Schema  bestimmt: 

1 


9i 

=    -^^ 

+ 

2s.^ 

+  11s 

9, 

=  2s, 

— 

S2 

11 

=    h 

—      s^ 

I. 

^'i  +  2"' 

^'3  "    2 

IL 

v.+  Y 

^3-    1 

III. 

^1  +  1' 

^  Ur 

^•3  +     2 

IV. 

^'2-^' 

">+    2 

^4-    1    7 

><;  +  4     , 

t'.i+l' 

^'•»+4   , 

«^2+^5 

?6-i+  4t, 

i'"!  +   ^     , 

?f.  +  4  t. 
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Nach  Anwendung  der  beiden  ersten  Substitutionen  und  durch 
Addition  ergiebt  sich: 

■17,.  /.  =^/T^3  [9a]  («■.  +  V, ,  "'.  ^ ) . 
wobei    die    Grössen    ii^    den    analogen    Congruenzen  wie    die   Grössen  r/ 
aber  nach  dem  Modul  4  Genüge  leisten  und  f\  und  /'^  gesetzt  ist  gleich: 

Wenden  wir  die  Substitutionen  III  und  IV  an,  subtrahiren  und 
setzen  die  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Transtbrmations- 
gleichung: 

vl  =  V(^,^^')V(0,44T)-4V[l](0,4t)VlU](0,44T). 

Unter  Hinzunahme  der  bekannten  Beziehungen  der  quadratischen 
Transformation  können  wir  diese  Gleichnns  auch  schreiben: 


3)  (^3 .  e,  +  &, .  0o)'  -  2  &, .  e,  (% .  03  ~  ^0  •  Oo)  +  ^2^-  ö, 


^  2l/#o .  ^3  •  Öo  .  03  1/2  (^3^  03^  +  &,\  00^  -  ^,^  02^). 

Unter    Einführung     der    ursprünglichen    und    der    transformirten 
Moduln  können  wir  die  Modulargieichung  sehreiben: 


( 1  +  j/A-' c^y -  yi- c (2  -  2 yjc' e - yi c)  =  2 yv c  1/2 (i  -  z; c  +  v c\ 

Diese  Fälle  mögen  genügen  um  zu  zeigen,  wie  mau  für  die  ein- 
fachsten Transforniationsgrade  mit  Hülfe  unserer  Additionstheoreme 
Transformationsgleichuncren  ableiten  kann. 

§  6.-') 
Aufstellung  einiger  allgemeiner  Additionstheoreme 
für  gewisse  Zahlkategorien. 
Ehe  wir   nun  zu  mehr  systematischen  Untersuchungen  übergehen, 
wollen  wir  zeigen,  wie  für   gewisse  Kategorien  von  Zahlen   allgemeine 
Additionstheoreme  aufgestellt  werden  können. 

Wir  nehmen  dazu  zunächst  an,  dass  die  Zahlen  u  sämmtlich  crleich  1, 
die  Zahlen  m  sämmtlich  einander  gleich  und  zwar  gleich  dem  Trans- 
formationsgrade seien,  den  wir  als  Quadratzahl  n-  annehmen  wollen. 
Dividiren  wir  dann  die  Gleichungen,  denen  die  Transformationscoeffi- 
cienten  Genüge  leisten,  sämmtlich  durch  n^  und  nennen  die  Grössen 
a,.., :«,  «r,,,  so  leisten  die  Grössen  «;.,,  den  Gleichungen  Genüge: 
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Verstellt    man    daher    anter    /v^g- •  •  • />.-i.v    unbestimmte    Grössen, 
setzt  ferner  fest,  dass: 

sei,    so    können   die   Grössen  «    bekanntlich   durch   die  Ausdrücke    dar- 
gestellt  werden:  2(0ßr.  2aßrr-  B 

wenn  unter  B  die  Determinante  verstanden  wird: 


und  ßrs  den  Coefficienten  von  l>r,  in  B  bezeichnet. 
Hieraus  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:    Lässt   eine  Zahl  u    sich   in    die  Form   bringen: 

j  ^h\  ^^12  •  •  •  '''i  1 


n  = 


=  B. 


wobei  die  Grössen  />  die  vorhin  angegebenen  Bedingungen 
erfüllen,  so  gehört  zu  dem  Transformationsgrad  n-  ein 
Additionstheorem  zwischen  Producten  von  je  v  Factoren, 
hei  welchem  die  Zahlen  ju.  links  gleich  1,  die  Zahlen  vi 
rechts  dagegen  gleich  «^  sind  und  welches  dem  Schema 
entspricht: 


In  diesem  Schema  ist  gesetzt: 

((,,  =  2coß^,^        arr='2aßrr-  B. 

Die  Grössen  oj  und  ß  haben  die  vorhin  angegebene  Be- 
deutung. 

Setzen  wir  die  Argumente  gleich  Xull,  so  erhalten  wir  für  die 
genannten  Transformationsgrade  Multiplicatorbeziehungen. 

Ein  zweiter  Fall  ist  der  folgende.  Hat  der  Transformationsgrad 
die  Form  2",  so  kann  jedenfalls  ein  Additionstheorem  zwischen  Producten 
von  je  2*'  Factoren  aufgestellt  werden,  bei  welchem  die  Zahlen  u  links 
gleich  1 ,  die  Zahlen  m  rechts  gleich  2*'  sind  und  welches  zu  einem 
Schema: 
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*ii        •  •  •  '■'i  n  —  1 
Cl^l  ...a-in  —  l 


'<■;(— 11    •  •  -(hi^i  «  — 1 

gehört,    dessen    Zahlen    sämmtlich    gleich    -f  1    oder    gleich    —  1    sind. 
Hierbei  haben  wir  ^i  =  2**  +  1 

gesetzt.     Der  Beweis   ist   so   einfach,   dass  von    ihm   füglich  abgesehen 
werden  kann. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  für  die  Zahl  it  ein  Additions- 
theorem zwischen  Producten  von  je  ii  Faetoreu  aufgestellt  werden 
kann,  bei  welchem  die  Zahlen  ii  links  gleich  1,  die  Zahlen  m  rechts 
dagegen  resp.  gleich  sind: 

w^i  =  li ,     m.,  =  2'« ,     ?»3  =  •  •  •  m„  =  2'', 
und  welches  zu  dem  Schema  gehört: 

1  a^i  ...         ((in  —  l 

2''       «jj       ■  • .  —  (ti,^_i 
ü        (i.,       ...      (i->„-i 


'^  "rt  — 11  •  ■  •         ttn  —  l  n— 1- 

So  gehört  zu  dem  Transformationsgrade  n  =  9  z.  B.  ein  Additions- 
theorem,  welches  dem  Schema  entspricht: 

111111111 
8-1  -1  -1  -1  -1  -1  -1  -1 
0  1  1-1-1-1-1  1  1 
0  1-1-1  1-1  1  1-1 
0  1-1  1-1-1  1-1  1 
0  1  1  1  1-1-1-1-1 
0  1  1-1-1  1  1-1-1 
0  1-1-1  1  1-1-1  1 
0  1-1  1-1  1-1  1  -  1 . 
Die  Zahlen  u  liaben  den  Wertb  1 ,  die  Zahlen  ni  dagegen  sind 
resp.  gleich:     „,^  _  9^     ,„_,  _  72,     m.^  =  m^  =  •  •  •  w„  =  8. 

Wir  können  noch  allgemeiner  so  sagen.    Bestimmen  wir  ein  Schema: 
a^i  a^2  •  •  •  ^1  «—1 

«21  %2  •  •  •  ^2n  — 1 


"rt  — 1  1     •   •  •  rt'/i  — iH  — ] 

derart,    dass    die   Zahlen  ii    links    gleich   1.    die  Zahlen  ni   rechts   resp. 
gleich  sind: 
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«?i=-2',     »«2  =  2'i, . . .  t}f„-i=  2''"-i 
so  existirt  für  den  Traiisformationsgrad: 

n  =  2"  +  1 
ein    Additionstheorem    zwischen    Producten    von    je    n    Factoren,    bei 
wek'hem  die  Zahlen  fi  links  gleich  1,  die  Zahlen  m  rechts  gleich  sind: 


So    gehört    zu    dem    Falle    n 
welches  dem  Schema  entspricht: 


m.. 


2''>,...  »«„=2""- 


9    ein    weiteres    Additionstheorem, 


1 

1 

1      1 

1 

1 

1     1 

8 

- 1 

—  1 

-1-1 

-1 

- 1 

-1-1 

0 

1 

1     1 

-1 

-1 

-1  -1 

0 

1 

-1-1 

0 

0 

0       0 

0 

1 

—  1 

- 1     1 

0 

0 

0       0 

0 

1 

—  1 

1  -1 

0 

0 

0       0 

0 

0 

0 

0      0 

1 

1 

-1-1 

0 

0 

0 

0      0 

1 

-1 

-1     1 

0 

0 

0 

0       0 

1 

-1 

1  -1 

Die  Zahlen  ni  haben  die  Werthe: 

W?j  =  0,      Wg  =  "^2;      **^3  =  8,      W4  =  »?r,  =  ■  •  •  w?,,  =  4. 
Zu    demselben    Transformationsgrad    gehört    endlich    drittens    ein 
Additionstheorem,  welches  dem  Schema  entspricht: 

111111111 

8-1-1-1-1-1-1-1-1 

0       1       1       1       1-1-1-1-1 

0       l        1-1-1 

U       0       0       0       0 

.0       1-1       0       0 

0       0       0       1-1 

0      0      0      0      0 

0      0      0      0      0 

Die  Zahlen  ni  haben  die  Werthe: 

m^  =  9,      >H.^  =  72,      111^  =  8,      »1^  =  t)ir, 


0 

0 

0 

0 

1 

1 

-1 

- 1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

u 

1 

- 1 

0 

0 

0 

0 

1 

-1 

4, 


m^ 


m,^2. 


§7. 
Entwiekelung  von  Additionstlieorenien  zwischen  Producten 

von  zwei  Factoren. 
Nachdem  nuinnehr  für  einzelne  Zahlen  und  Zahlkategorien  Additions- 
theoreme   aufgestellt    und    für    die    Transformationstheorie    verwerthet 
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worden  sind,  gelien  wir  jetzt  dazu  über,  in  systematisclier  Weise  für 
Zahlclassen  die  mögliclien  Theoreme  zu  entwickeln,  und  zwar  legen 
wir  als  leitenden  Gesichtspunkt  zunächst  die  Zahl  der  Factoren  zu 
Grunde,  aus  denen  die  einzelnen  Producte  bestehen.  Das  erste  Problem 
lautet  dann,  es  sollen  alle  überhaupt  in  Betracht  kommenden  Additious- 
theoreme  zwischen  Producten  von  zwei  Factoren  entwickelt  werden. 
Dabei  kommen  nur  diejenigen  Theoreme  in  Betracht,  bei  welchen  die 
Zahlen  ^  auf  der  linken  Seite  die  Werthe  1,2,  ;?,2«  annehmen,  die 
Zahlen  m  auf  der  rechten  Seite  dagegen  die  Werthe  2'',  2''n. 
Es  besteht  nun  allgemein  das  Additionstheorem: 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

Zwischen  den  Transformationszahlen  bestehen  die  Gleichungen: 

/^l"21^+  ."2^<22^        =>>^2  7 

Wir  wollen  nun  die  folgenden  Werthcombiuationen  der  Zahlen  u 
und  Dl  ins  Auge  fassen: 

I.     ^0-1  =  1,     u.^  =  l.     }ii^  =  2''v,     ni.^  =  2*«. 
In    diesem  Falle  nehmen  die  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  die 

oder  also  wir  erhalten: 


"'21  ^  •   "12    •>        "22     —   -^  •   "11   • 

Unter  solchen  Umständen  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Leistet  eine  Zahl  n  der  Gleichung  Genüge: 

2'-n  =  «2  _|.  ^2 

und  ist:  ,  ^ 

s  =  r  iiiod'J. 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3  («-'i  5  ^  j  ^3  (^2  7  -f  J  ^^'^3 1  !h  J  ( 'f'i  5  -^ ^^  "t)  ^3  [^2]  ("'2 5  2' W  t)  , 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a         ß 

—   COß       (Ott 

wobei  03  den  AVerth  besitzt: 

s  —  >■ 

CO  ==  2^^ 
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Wir  setzen  jetzt: 

II.      fii  =  1,      /^2  =  1?      '''i  =  -^      '^'2  =  2'-  **• 
Wenn    dann  r    eine    ungerade   Zahl    bedeutet,    so    ist    der   Ansatz 
möglicli:  ,-,^  .,  ,        9 

-  "11     T^  "12  7 

wobei  die  Grössen  Oj^  und  «^^  die  Wertlie  haben: 

r— 1 
«11  =  «12  =2  •'  . 

Es  müssen  folglich  die  Gleichungen  bestehen: 

2,+r-i  ,^  _  2'-.(/^^^      =0. 
Mithin  erhalten  wir: 

und  damit  den 

Lehrsatz:  Ist  r  eine  ungerade,  s  eine  gerade  Zahl,  ferner 
n  =2a^,  so  gilt  das  Additionstheorem: 

welches  zu   dem   Schema  gehört: 

7—1  r— 1 

2~^       2^~ 

«  s 

Der   Fall   eines   geraden    r   führt   zu  keinen    irgend   wie  wichtigen 
Additionstheoremen,  eben  so  wenig  wie  der  Fall: 

.«1=1;  /^2=1>  '^1=2'",  »>.;,=    2\ 

Wir  nehmen  jetzt: 

III.     fii  =  1 ,     ^2  =  ^7  "'1  =  ^^  n ,     m.,  =  2^  n. 
Es  muss  dann  die  Zerlegung  stattfinden: 

ferner  folgt  unmittelbar  aus  den  aufgestellten  Gleichungen: 

f,     2_0.»  — r+l    f,     2         .,     2^  9«  — r— 1    f,     2 

oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leistet  eine  Zahl  11   der  Gleichung  Genüge: 

2'-.n  -«2^  2ß' 
»  und  ist: 

■:  s-\-l-r  r0mo(l2. 

so  tjilt  das  Additionstheorem: 

Krause,   noiiiifltiieriodiüche   Functi«men.    11.  4 


i 
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welches  zu  dem  Schema  gehört: 

cc  ß 

—  2co/3     aa 
wenn  w  den  Werth  besitzt: 

s  —  1  —  r 

to  =  2     2     . 

Hätten  wir  ^.^  =  2?  gesetzt,  so  hätte  sich  wesentlich  Neues  nicht 
ergehen  können,  da  wir  die  Quadratzahl,  die  in  2?  enthalten  ist,  mit 
den  Zahlen  <i^^  und  a.^^  zusammenziehen  können. 

Wir  nehmen  jetzt: 

IV.     f^i  =  1 ,     iti2  =  2,  »«1  =  2%     m.^  =  2\  n. 

Es  müsste  dann  sein: 

2'-=ft,,2+2a,2'- 
Nehmen  wir  an,  dass  r  ungerade  ist,  so  folgt: 

f'n  =  ^7       "l2  =  2     % 

ferner  muss  a.^^  =  0  sein  oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:    Ist  r    eine    ungerade    Zahl    und    leistet    n    der 
Gleichung  Genüge:  9n' ^^  ^  ^^2 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3(^n  ^)  ^sK;  2t)  =^\[ö',]K,  2'-r)  ^,[g,]  {tv,,  2^nt), 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

r  —  t 

0     2'~^ 
a     0. 
Analog   wäre   der   Fall   zu   behandeln,   wenn   r   eine   gerade   Zahl 
bedeutet,  ferner  führt  der  Fall: 

fti  =  l,     fi2=2,     ^»1=2'-,     m,=  2' 

zu  keinem  irgend  wie  wichtigen  Theorem. 
Wir  setzen  jetzt: 

V.     iiti  =  1 ,     ^2  =  ^h     ^>h  =  2'',     »?2  =  2'. «; 
so  gelten  die  Gleichungen: 

2'      =^^n^+"^'l2^ 
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Sind  die  Zahlen  a^^  und  a^.^  aus  der  ersten  dieser  drei  Gleichungen 
bestimmt,  so  können  wir  ,_^ 

.1  —  r 

setzen  oder  also  wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leistet  n  der  Gleichung  Genüge: 
2'-=  a'-\-nß-', 
und  ist  s  =  rmo<12,  so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3  K  5  '^)  ^3  (^2  5  »*  0  =^^3  \0x  ]  ( «<^i ,  2'-  t)  d-3  [f/2 J  («^•2 ,  2^  a^  t)  , 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

tt  ß 

—  coßit,     ooa, 
wobei  gesetzt  ist:  .,_,- 

Die  beiden  Fälle: 

Uj  =  1,     Ug  =  V,     III ^^  =  2''.  n,     m.^  =  2'.  n  . 
und: 

Uj  =  1 .     Uo  =  n,     iit^  =  2'"     ,     Wo  =  2' 

führen  zu  keinen  irgend  wie  wichtigen  Theoremen. 

Ganz  analog  wie  der  Fall  V  ist  der  Fall  zu  behandeln: 

VI.     ,Uj=l,     ju.2=2«,     />/^  =  2'",     /y<2=2*.  j^ 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leistet  ii  der  Gleichung  Genüge: 

ist  ferner  s\    r  -{- 1  mod2,  so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3  (^1 ;  ^)  ^3  ^>2>  2  Wt)  =2^3  [i/J  (  if  i ,  2'T)  ^3  [f/.^]  {iV^ ,  2^Wt)  , 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

ß 
—  2ncoß     coa 
wobei  gesetzt  ist:  v  — r— i 

oj  =  2     ^~. 

Die  weiteren  möglichen  Fälle  führen  zu  keinem  wichtigen  Additions- 
theorem. 

4* 
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§8. 
Entwickelung  von  Additionstheoremen  zwischen  Producten 

von  je  drei  Factoren. 
Wir    wenden   uns    nunmehr   zu  Additionstheoremen,    die  zwischen 
Producten  von  je  drei  Factoren  bestehen.    Hierbei  können  die  Zahlen  /x 
die  Werthe  1,2,«,  2 n  annehmen,   die  Zahlen  m   die  Werthe  2''.«,  2*. 
Wir  setzen  nun: 

I.     fii  =  (iig  =  Uo  =  1,     »ii  =  »1.2  =  »?3  =  n. 
Die  Bedingungsgleichungen  lauten  dann: 

ffn  +  «12^  +  «13^  =  ^*-  «U«21  +  «12  «22  +  «13  «23  =  ^> 
«2l'  +  «22^  +  «23^  =  "  5  «21  «31  +  «22  «32  +  «23  «33  =  ^  • 
«3l'+  «32^+  «33^=  ^'-       «31  «11+   «32«12+  «33«I3=  0. 

Aus  den  Gleichungen  folgen   dann  die  Beziehungen: 
«u:«i2:«i3^  ^i-ö-2'^d- 

Ol  =  «22  «33  "~  «23 «32  7 
Oo  =  «23  «31  ~  «21  «33? 
<^3=«21«32-    «22  «31- 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  die  Relation: 

oder  also  es  muss  n  eine  Quadratzahl  sein.  Ist  diese  Eigenschaft  er- 
füllt, so  können  wir  leicht  mit  Hülfe  bekannter  Parameterdarstellungen 
entsprechende  Additionstheoreme  finden.  In  der  That,  setzen  wir  — 
was  stets  möglich  ist:      ,  o  ,    r,2  ,     2  ,  jsa 

so  können  wir  für  die  Zahlen  a  die  folgenden  Werthe  wählen: 
a,,=      a'-ß-'-y'-rd^     a,,^      2{aß-yd)        ,     a,,=  2{ay  +  ßd)        , 
a,,  =  -2{aß-{-yd)        ,     a,,=      a'-ß'-^y^-ö\     a,,=  2{ad-ßy)        , 
a,,  =  -2{ay-ßd)        ,     a,,= -2{ad -\- ßy)        ,     n,^  =  a'+ ß-'-y'-ö\ 

Es   möge   dieses  das  Gleichungssystem  1)   sein,    dann  können  wir 

den  folgenden  Lehrsatz  aussprechen: 

Lehrsatz:  Ist  11  eine  Quadratzahl,  welche  der  Gleichung 

Genüge  leistet:  ,-         2  ,   02  ,      '>  1   a" 

y II  =  a'' -\- ß^ -\- y- -\- 0-, 

so  existirt  das  Additionstheorem: 

Yl^zi^nr)  =2iT^ar.^yJ(«-.,«^),      ^  =  1,2,3 
welches  zu  dem  Gleichungssystem   1)  gehört. 
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Wir  setzen  nunmehr: 

In  diesem  Falle  miisste  sein: 

Ist  f  =  1,  so  ist  nur  eine  Zerlegung  möglicli: 
2  =  1  +  1  =  P  +  (  -  1)2, 
ist  f  =  2.  so  ist  ebenfalls  nur  eine  Zerlegung  möglich  und  zwar: 

4  =  21 
Auf  diese  beiden  Fälle  kann  der  allgemeine  zurückgeführt  werden. 
In    der    That,    ist    f>  2,    so    müssen   jedenfalls    die    drei    Zahlen 
^'an '^'32?  ^'33  gerade  Zahlen  sein.     Setzen  wir: 


9 

so  würde  folgen 


ü^o  - tt  3  o  5 


2'-—  «'31^+^'V+^V 

und  daraus  folgt  die  Richtigkeit  der  Behauptung  unmittelbar.    Nehmen 
wir  nun  an,  dass  f  ungerade  ist.  so  folgt  als  einzige  Zerfällung: 

nehmen  wir  an,  dass  t  gerade  i.st,  die  einzige  Zerfällung: 

2'=  (2  V. 
Wir   wollen   nun   lediglich   den   Fall  ins  Auge  fassen,    dass  f  un- 
gerade   ist.   da  der  zweite  Fall  zu  unwichtige  Resultate  ergiebt,    dann 
können  wir.  ohne  der  Allgemeinheit  im  Wesentlichen  Abbruch  zu  thun, 
annehmen,  dass  t  =  [   ist  und  erhalten  das  Gleichungssystem: 
2'-.  n  =  a,i2  _|.  ^,^^2  ^.  „^^2^     f,^^  _  ^,^^  _  Q . 
2^  n  =  a,^^  +  rt^gä  _|_  ^^^2^     ,,^^  _  ^,^^  _  Q^ 
2=  12+  (-1)2,     2n^^a,^+n^^a,,=  0. 
Den  Gleichungen  wird  Genüge  geleistet,  wenn  wir  setzen: 

s  —  r—l  s  —  r  +  l 

^'21=2     -     .^^3'     ^'73= -2     -     .«11. 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:   Lässt  die  Zahl  2''.  11  sich  in  die  Form  l)ringen: 
2':n  =  2a2+^2 
und  ist  r  =^  s -\- 1  »lud 2 ,  so  gilt  das  Additionstheorem: 

7)1^  =  2'')!,     )Ho  =  2'n,     ni^  =  2, 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 
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a        a  y 

coy     coy     —  2fo« 

1       -1  0 

wenn  gesetzt  ist:  s—r—i 

M  =  2     -'     . 
Der  hieran  sicli  anschliessende  Fall: 

i^i  =  i^2  =  ^3  =  1 ;     ''^1  =  ^'^  ■  '^ ;     '"2  =  2',     m^  =  2' 
kann  als  zu  unwichtig  fortgelassen  werden. 
Wir  nehmen  jetzt: 

III.         (U^j  =    ^(ig  =   1  .  ftg  =    2,  ))li  =    »1.2  =    Wj  =    >?. 

Die  Bediugungsgleichungen  erhalten  die  Form: 

%i^  +  f<n  +  2  «^3^  =  n ,     r/ji  «,i  +  a^2  f'22  +  2  «13  «23  =  0, 

%i^  +0^22^+2  a2s^  =  ;? ,     «21  ^/-3i  +  rt22  ^'32  +  2  ^s  «33  =  0 , 

«31^  +  «32'  +  2«33'  =  n,     «31  a,^  +  rt32«i2  +  2«33rri3  =  0. 

Jedenfalls  ist  so  viel  klar,  dass  n  das  Doppelte  einer  Quadratzahl 

sein    muss.      Ist    dasselbe    der    Fall,    so    ergiebt    sich    unmittelbar    die 

Richtigkeit  der  beiden  Sätze: 

Lehrsatz:  Ist  n  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  und  lässt 
es  sich  in  die  Form  bringen: 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a  aß 

ß  ß         -cc 


V'i  -i/| 


2      0- 

Lehrsatz:  Ist  n  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  und  lässt 
es  sich  in  die  Form  bringen: 

n  =  2(a2+2/3^), 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3(^n  ^)  ^3(«'2;  ^)  ^3(^3,  2r)  =2JJ%Uje\  C^^'«:  '^0^ 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 


V 


n 
2" 

a 

ß 

2" 

a 

ß 

2ß 

—  a 
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Diese  beiden  Sätze  können  aber  verallgemeinert  werden. 
In    der  That.   wir  wollen   zunächst   der   einfacheren  Bezeichnungs- 
weise wegen  setzen: 

so  niuss  )i  sich  in  die  Form  bringen  lassen: 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  folgt: 

ß  ^y 

«21  =  —  ^'22 «15 

a  a 

sodass  sich  für  a.^^  die  quadratische  Gleichung  ergiebt: 

(V  +  ß^)nj  -  4ßya,,a,  =  a\  n  -  2a\  a,^  -  4a,2.  y\ 
Durch  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  nach  (i.,.y  erhalten  wir: 

2ßya,±aß,V27l 

Die  drei  noch  fehlenden  Transformationszahlen  sind  genau  so  zu 
bestimmen,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  die  gefundenen  Werthe  nur 
dann  brauchbar  sind,  wenn  sie  ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  a^  -\-  ß^  gleich  dem  Producte  einer  ungeraden  Primzahl 
mit  2  resp.  einer  Potenz  von  2  ist,  so  ist  dasselbe  bei  einem  Vor- 
zeichen stets  der  Fall. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den  Lehrsatz,  der  die  beiden 
vorigen  als  specielle  Fälle  in  sich  fasst: 

Lehrsatz:  Ist  n  das  Doppelte  einer  Quadratzahl  und  lässt 
es  sich  in  die  Form  bringen: 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

«?  -ßi  7 

-2aa^y±ßß^y2n      2ßya^  ±  aß^ y2n 

a^+/3-  '  «2+^2  '     «ij 

-2ccß,y  ±ßu^y2n       2ßyß,±aa,V2n 


a'  +  /32  «2  _,_  ß-z 

Ist  z.  B.  «  =  98,  so  ergiebt  sich  das  Schema: 

8-4       3 

-5-1       6 

3       9       2 


ß. 
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Der  Fall,   dass   die  Moduln   auf  den   rechten  Seiten  gleich  2''.nT^ 
2'.Mr,  2^.nr  sind,  kann  füglich  fortgelassen  werden. 
Wir  wollen  ferner  die  Annahme  machen: 

IV.  fti  =  1 ,     f^2  =  1 7     i^3  =  2,     nij^  =  2'".  7i .     »i.^  =  2'.  n .     m^  =  2'. 

In  diesem  Falle  müsste  die  Gleichung  bestehen: 

2'=-  r/    '  4-  a    ^  4-  9n    2 

Nehmen  wir  jetzt  au.  dass  ^>2  ist.  so  müssen  die  Zahlen 
r/jj,  «32  7^3  jedenfalls  gerade  sein.  Dividireu  wir  daher  die  letzte 
Gleichung   durch  4,   so  würden   wir   eine  Gleichung  von  der  Form  er- 

Wir  können  das  Problem  demnach  bis  auf  die  Fälle  ^  =  1 ,  t  =  2 
reducireu.  W^ir  wollen  den  Fall  ^  =  1  als  zu  unwichtig  ausser  Auge 
lassen,  so  bleibt  f  =  2  übrig  und  zwar  können  wir  dann  schreiben: 

4  =  12+ 12+ 2.  P. 

Auf  diesen  Fall  wollen  wir  uns  beschränken  und  demgemäss  setzen: 

Die  Bedingungsgleichungen  nehmen  die  Form  an: 

2-.  n  =  a„2  +  a^^^  +  2ai3-,     a^^  +  a^^  +  2rtj3  =  0, 

2'.  V  =  a^i"  +  «22"'  +  2«•23^        Un  +  «22  +  -  «23  =  O5 
«11  «21  +  «12  «22  +  2^13^23  =  ^^ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

2'-^'^  =  («u  +  «i3)'+2a,3^ 
2^~\n  =  (a,,^-a.,,y-\-2a,,\ 

(«11  +  «13)  (.«21  +  «23)  +  -«13  «23  =  0. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 
Lehrsatz:  Findet  eine  Gleichung  statt: 
2'-i.>/  =  «2+2/3-. 
KO  gilt  das  Additionstheorem: 

^3(^1,  ^)  ^3  (^'2,  -r)  *3(%5  2  t)  =2/y^3[^6](«"f '«aT)^ 
»<i  =  2*". «,     m.2  =  2*. «,     jHg  =  4, 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a-/3,  -«-/3,  /3 

a3(a  +  2/3),     w(a  -  2/3),     -  wa 

1.  1,  1, 

wobei  gesetzt  ist: 
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s  —  l—r 

und: 

igt.  s  =  1  +  /•  mo(l2 

Der  Fall: 
jUj  =  1 ,     ^1.2  =  1 ,     .U3  =  2,     m^^  =  2''?? ,     ;»^  =  2%     »1^  =  2' 
führt  zu  keinen  wichtigen  Resultaten,  ebenso  wenig  der  Fall: 
ii,  =  l,     .Ua  =  1 ,     /*3  =  2,     w^l  ==  2'",     ;>/^  =  2%     m.,  =  2'. 
Wir  nehmen  jetzt: 
V.  lUj  =  1 ,     ^2=1;     i^^s  =  "  5     '''1  =  ^^  •»? ,     ?»2  =  2'.  5^ ,     W/3  =  2'.  w. 
In  diesem  Falle  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

"11^  +  "12^  +  ^'  «13^  =  2''.  « ,  ^'11  «21  +  «12  «22  +  " f'l3  «23  =  0 , 
«21  ^  +  «22^  +  **  «23^  =  2'-  »« ,  «21  «31  +  «22  «32  +  *^  «23  «33  =  ^ , 
«31^  +   «32^  +   ^^  «33^  =  2'-  «< .       ''31  «11  +  «32«12  +  '^«33«13  =  0" 

Jedenfalls  müssen  die  drei  Ausdrücke: 

n(2'--a,,'),     »(2'-0,     n(2'-a,,') 
sich    als    Summen    zweier    Quadratzahlen    darstellen    lassen.       Dasselbe 
würde  von  den  drei  Ausdrücken  gelten: 
n[2'-+  2^-  (r/i3+  «23)']^    'n\2^-\-  2'-  {a,,+  a,,)'],    n[2'+-2'--  (^33+  a,,f]. 

Dann  aber  folgt,  dass  2'"—  «j^^  einen  Primfactor  von  der  Form 
4/  +  3  nicht  eine  ungerade  Anzahl  mal  besitzen  darf.  In  der  That. 
wäre  dasselbe  der  Fall,  so  müsste  ihn  )i  auch  eine  ungerade  Zahl  mal 
besitzen,  denn  sonst  könnte  n(2''—  rtjg^)  sich  nicht  als  Summe  zweier 
Quadratzahlen  darstellen  lassen. 

Dasselbe  würde  für: 

2'-  -  a,,\     2'  -  a,,',     2'  +  2^  -  («,3  +  a,^'  etc. 
gelten,  also  müssten  auch  die  Producte: 

«13  «231       «23  «33;       «33  «13 

durch  die  Primzahl  von  der  Form  4/  -f  3  theilbar  sein.  Das  führt  zu 
einem  Widerspruch,  denn  besässe  z.  B.  a^^  den  definirten  Primfactor, 
so  könnte  ihn  2''  —  rf^g^  nicht  besitzen. 

Unter  solchen  Umständen  müssen  die  Ausdrücke: 

die  Form  haben:  (-Xm  +  l)2f* 

—  den  Fall,  dass  eine  der  drei  Grössen  gleich  Null  ist,  wollen  wir  als 

zu  unwichtig  ausschliessen. 

Unter  solchen  Umständen  können  die  drei  Grössen  '''13, '^'23. '^'03  nur 
r— 1      .1—1      t—l 

die  Werthe  0  oder  2   ^  ,  2  '^  ,  2  ^  annehmen.    Alle  drei  Grössen  können 

nicht  von  Null  verschieden  sein,  denn  es  besteht  ja  die  Gleichung: 
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2'-  '^   2'         2'         ' 
und  diese  würde  im  Falle,  dass  die  Grössen  a  die  Werthe  besitzen: 

a,3=2"^,     r.,3=2^,     ^%=2~ 
zu  einem  Widersprucli  führen. 

Ebenso  wenig  können  zwei  oder  drei  der  Grössen  ^^g,  a^g,  ^33  gleich 
Null  sein  —  es  bleibt  also  nur  der  Fall  übrig,  dass  zwei  von  ihnen 
von  Null  verschieden,  die  dritte  dagegen  gleich  Null  sei.  Wir  nehmen 
an,  es  sei  dieses  rigg,  so  ergiebt  sich: 

r  — 1  s—l 

«,3  =  2       ,     »23  =  2  "  j     «33  =  0. 
Die  Bedingungsgleichunffen  nehmen  die  Form  an: 

fhl^  +  ^'12'  =  2'—^.  n,  «11  «31  +  «12032  =  0, 
«21^  +  «'22^  =  2»- 1.  n ,  «21  «31  +  "'22 %2  =  ^ , 
«31^  -f  (»32^  =  2'.  n        ,       «11  «^1  +  rti2«22  +  ö«  =  0, 

w  =  2     -'     . 
Die    Bestimmung    der   noch    fehlenden  Grössen  aus  diesen  Gleich- 
ungen hat  keine  Schwierigkeit.     Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Lässt  sich  die  Zahl  n  in  die  Form  bringen: 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

m^  =  2'". ;? ,     m.^  =  2*.  w,     m.^  =  2'.  j^, 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

1 1  r  —  1  } 1 

2^«,       2~^/3,       2"^, 

«  —  1  Ä  — 1  s  —  l 

2"^«,      2~^ß,-2~^, 

t  i 

2^/3    ,  -22«    ,      0      . 
Die  Zahlen  r  und  .s  sind  ungerade,  t  gerade. 
Der  Fall: 

i«i  =  1 :     i^2  =  1 5     if*3  =  **  5     ^^1  =  2'"- « ,     nh  ==2\n,     m.^  =  2' 
kann    wieder    ausser    Auge    gelassen    werden,    da    er    nur    unAvichtige 
Theoreme  ergiebt. 

Wir  nehmen  jetzt: 
VI.     ^1  =  1,     ^(ig  =  1 ,     ^3  =^  JA,     m^  ==  2'".  ?^,     m^  =  2*5     Wg  =  2'. 
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Die  Bedingungsgleichungen  können  geschrieben  werden: 
^'n  +  «12^  +  "f'is^  =  S*-. n,     «^i^r^i  -f  a,,((.,.2  +  ""j3^'23  =  ^i 

«21^  +  0^22^  +   »^«'23^  =  2'        ,       «21  «'31  +  ^^22  %2  +  ««23^3  =  ^f 
«3l'  +  «32^  +  ««33^  =  2'        ,       «11  «31  +  «12  »32  +  '^«13  «33  =  ^■ 

Aus  den  Bedingungsgleichungen  folgt,  dass  a^^  und  a.^  durch  » 
als  theilbar  angenommen  werden  können.     Wir  wollen  setzen: 

wir  wollen  ferner  der  Einfachheit  halber  a^^  durch  y  bezeichnen,  dann 
folgt  für  n  die  Gleichung: 

n(a^  +  ß')  =  2'- -  y\ 
Aus  den  Bedingungsgleichungen  folgt: 
_  /3        _  y 

«21  —    ^    «22  ^    «23? 

sodass  wir  für  «22  ^^^  quadratische  Gleichung  erhalten: 

(«2+  ß')a,,'-  2ßya,,a,,=  a\2^ -  na,,')  -  fa,/. 
Hieraus  folgt: 

«22-^._^^.±«2^^.K(«    +PJ-  «.'3-- 

Wir  erhalten  für  «92  einen  rationalen  Ausdruck,  wenn  wir  setzen: 

•5  =  '•,       «23  =  « 

und   annehmen,   dass   r   eine   gerade   Zahl   ist.      Unter   diesen  Voraus- 
setzungen nämlich  können  wir  schreiben: 

r 

aßy±  aß.  2^ 
«22-         ^2^p^^ 

Ferner  ist  klar,  dass,  wenn  a' -\- ß'  eine  Primzahl  ist,  jedenfalls 
das  Vorzeichen  so  gewählt  werden  kann,  dass  rt^jg  eine  ganze  Zahl  ist. 
Wir  wollen  der  einfachen  Bezeichnung  wegen  setzen: 

r 

r  +  2^ 

«-*  +  /3^ 

dann  kann  der  Werth  von  «32  geschrieben  werden: 

Hiermit  sind  alle  Schwierigkeiten  überwunden,  und  wir  erhalten  den 
Lehrsatz:  Leistet  n  der  Gleichung  Genüge: 
«(a^+/3^)  =  2'--  y^, 
so  existirt  das  Additionstheorem: 
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m^^2'-.n,     m^^2'-,     w^  =  2'", 
welches  zu  dem  Scliema  gehört: 

aw,  —  /3w,  7 

aßiv,  —  7  +  a^?r,    —  /3, 

»" 

_  r±2j 

Das   Vorzeichen   bei  ?c   ist   so    zu   wählen,    dass    ir    eine 
ganze   Zahl  wird,   ;•  ist   als   gerade   Zahl  anzunehmen. 

Ein   ähnliches    Resultat    würde    sich   ergeben,    wenn   wir   die   Be- 
dingung fallen  lassen,  dass  r  =  s  ist. 
Der  Fall: 

fti  =  1 ,     /^2  =  1 :     .^3  =  '>h     '>'i  =  2'-,     >'>2  =  2^     m.^  -  2' 
führt  zu  keinen  irgend  wie  wichtigen  Theoremen,  denn  aus  der  Gleichung: 


\  2'"         2*"         2'  J 


würde  folgen,  dass  i)  eine  Potenz  von  2  sein  müsste. 
Wir  kommen  zu  dem  Fall: 
VII.     itii  =  1,     iw,2  =  2,     /U.3  =  n,     m^  =  2''.  11,     m.^  =  2^  j?,    m^  =  2^ «. 
In  demselben  nehmen  die  Bedingungsgleichungen  die  Form  an: 
a,,2+  2a,,'==n(2'--  a,,'),    a,,'-\-  2a,,'=  n{2-^-  <), 
a,,'+2a,,'=n{2'-a,,'), 
^'n  «21  +  2rt^2'/22  +  na^^a^^  =  0,     ^/j^a.!  +  2a^^a.^i  +  «f'i3«33  =  0, 

''21  ^'31  +  2  «22  «32  +  ««23^33  =  ^■ 

Aus   diesen  Gleichungen   ergeben  sich  drei  weitere,  als  deren  Re- 
präsentant wir  die  Gleichung  ansehen  können: 

(''u+«2i)'+  2(«x2+  «22)'+  «K«i3+  «2s)'=  (2'-+  20«. 
Aus   unseren  Gleichungen  folgt,   dass  2'"  -  a^^^  keinen  Primfactor 
von  der  Form  Sp  +  5   oder  Sp  4-  7   eine  ungerade  Anzahl  mal  haben 
kann,    denn    sonst   müsste  n  und   mit   ihm   2*  —  n.,^  und   2'  —  a^^^  ihn 
auch  besitzen.     Dasselbe  würde  dann  für  die  Ausdrücke: 

2^+2«-(//,8+a,3)2  etc. 

gelten,  also  müssten  die  Producte: 
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^IS'^^ÜS?       ^'■zs'^äS?        ^33^*13 

durch  eine  Primzahl  und  zwar  die  vorhin  definirte  von  der  Form 
8()  4-  5  oder  8  p  +  7  theilbar  sein.  Das  führt  zu  einem  Widerspruch, 
denn  besUsse  z.  B.  a^^  den  definirten  Primfactor,  so  könnte  ihn  2'"  — «jg^ 
nicht  besitzen. 

Unter  solchen  Umständen  müssen  die  Ausdrücke: 

^  "iS   7        ^  "23  7        "  "33 

die  Form  haben:       _        ,  ^,c^.         ■,  ,       .    «n^^ 

(8  m +1)2'"     oder     (8w;  +  3)2'', 

wobei  wir  den  Fall,  dass  eine  dieser  Grössen  Null  ist,  als  zu  un- 
wichtig ausschliessen. 

Mit  Hülfe  weniger  Schlüsse  folgt  dann,  dass  die  Grössen  a^.^,  a.,.^^  a.^.^ 
die  folgenden  Werthe  annehmen  können: 

r  — 1  «  —  1  t—X  r  —  -2  .«  —  2  <  — 2 

0,2^    2"^,    2~^,    2^~,    2^    2^~. 
Nimmt  man  die  Gleichung  hinzu: 

2'-  "•"    2'   "^    2'  ' 

so  folgt,  dass  zwei  Fälle  zu  erwägen  sind: 

r  — 1  Ä  — 2  /  — 2 

l;  «13=2^,    «.3=2^,    «33  =  2^, 

r— 1  «—1 

2)  «i3  =  2    %     fi^g  =  2    2   ,     ^33  =  0. 

Im  ersten  Falle  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dass: 
r=^\,     6- =  2,     f  =  2 
sei,  dann  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

a^j-  4-  2a^2^  =  n,     a^^  +  2a.^^^?>n,     a.^^  +  2^322 _  3,^^ 

etc. 
Aus    diesen    Gleichungen    ergiebt    sich    für    a.^.,    die    quadratische 

a^ä^-j,  2^/i,,a,2=  — ^i^ ' 

oder  also  wir  erhalten: 

«22=  -  «12  ±«11- 

Die    übrigen    Grössen    sind    dann   leicht    bestimmt.      Behalten    wir 
das  untere  Zeichen  bei,  so  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Lässt  n  sich  in  die  Form  bringen: 
so  existirt  das  Additionstheorem: 
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%  =  2)1,       7)1.2  =  4«,       ?»3  =  4:71, 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a  ß  1 

-K  +  2/3,     -a-ß,  1 

-a-2ß.         a-ß,  1. 

Der  Fall  allgemeiner  Werthe  r,  .s,  i'  ist  ganz  analog  zu  behandeln. 
Wir  nehmen  zweitens  an.  dass  die  Gleichungen  bestehen: 


r  —  l 


<hz  =  2     -    ,       ^/23  =2     -^    ,      «33  =  0 

und  zwar  möge  wiederum  der  Einfachheit  halber  gesetzt  werden: 

)*   =   1  e  1 

SO  erhalten  wir  den  ^i     ^       '■•> 

Lehrsatz:  Lässt  »   sich  in  die  Form  bringen: 
n  =  «2  4.  2ß\ 
so  existirt  das  Additionstheorem: 

)n^  =  2 11,     VI  2  =  2«,     W3  =  2w, 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a       ß  1 

a       ß     -1 

2ß    -a       0. 

Der  Fall  allgemeiner  Werthe  )•,  s,  f  ist  ganz  analog  zu  behandeln. 
Den  FaU: 

,a^  =  1,     fig  =  ^}     i"3  "=  ^j     %  =  2''.  w,     »»2  =  -*•  '^>     ^'^3  =  2' 
können  wir  füglich   wieder  fortlassen  und  wenden  uns  sofort  zu  dem 
FaUe: 

Vin.    }ii=l,     ^1=2,     ^3=w,     m^=2'".n,     m.2=2^,     m.^=2'. 

Wir  wollen  der  einfacheren  Bezeichnungsweise  wegen  setzen: 

a,,=  an,     a^.,=  -  ß)i,     a,^^  y, 

wobei   angenommen   ist,   dass  d^^  und  a,2  durch   )i   theilbar  sind.     Es 

möge    in   Bezug   hierauf  auf   einige    frühere    Bemerkungen    verwiesen 

werden. 

Dann  folgt  aus  den  Bedingungsgleichungen: 

_  2ßa.2^  -  ra.23 
"•21 
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Setzen  wir  diesen  Wertli  von  (l.^^  in  die  Gleichung  ein: 

so   erhalten  wir   für  a.^^  ^ine    quadratische  Gleichung,   aus  Avelcher  das 
Resultat  folgt: 

''•22  9     1      r.  oS>  X 


«2+2^2 


Es  ergieht  sich  für  (i.)2  ein  rationaler  Ausdruck,  wenn  wir  setzen: 

«23  =  cf  j     f  =  s 
und  zwar  erhalten  wir: 

«22=  a/Sw, 

r 

y  ±  2^ 


26"  = 


a'-\-2ß' 


Ist  «-+  2/3-  eine  Primzahl,  so  kann  das  Zeichen  stets  so  gewühlt 
werden,  dass  ic  eine  ganze  Zahl  ist,  wobei  vorauszusetzen  ist,  dass  r 
eine  gerade  Zahl  bedeutet. 

Mit  diesen  Bemerkungen  sind  alle  Schwierigkeiten  überwunden. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leistet  n  der  Gleichung  Genüge: 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

^3 (*^i ;  ■^)  ^3 (^2 ;  2 r J  ^3 (ü3 ,UT)  =  y^ JJ^3 \9e\  {.^(^\ ,  m, t) 
m^  =  2''n,     m.2  =  2'',     m^  =  2''~^ 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

na,  ~  ß>'}        y 

-y  +  2ßhi-,  aß  IV,         a 

aßw,      -|-  +  ^'.      -ß 


y  +  2^ 
tc  = 


«2+2/3« 


Hiermit  sind  wir  im  Wesentlichen  am  Ziele.  Die  fehlenden  Fälle 
können  entweder  auf  die  bisherigen  zurückgeführt  werden  oder  sind 
so  einfach,  dass  von  ihrer  Aufstellung  abgesehen  werden  kann. 
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§9. 

Entwiekelung  von  Additionstheoremcn  zwischen  Producten 
von  je  vier  Factoren. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Zahl  der  Factoren  in  den  einzelnen 
Producten  grösser  als  3  sei  und  zwar  zunächst  gleich  4  und  wollen 
auch  hier  Additionstheoreme  aufstellen.  Hierbei  gehen  wir  aber  nicht 
so  systematisch  vor,  wie  in  den  vorigen  Paragraphen,  sondern  be- 
gnügen uns  damit,  einige  besonders  einfache  und  naheliegende  Additions- 
theoreme herauszugreifen.  Dasselbe  soll  für  den  Fall  von  G  und 
8  Factoren  geschehen.  Wir  sind  hierzu  um  so  mehr  berechtigt,  als  in 
einem  der  folgenden  Paragraphen  Regeln  angegeben  werden  sollen,  wie 
Additionstheoreme  zwischen  Producten  von  beliebig  vielen  Factoren 
in  grosser  Anzahl  aufgestellt  werden  können. 

Wir  setzen  nun: 

I.     ^^_  ^2=  ^g=  ^^=1^     ^^_  ^^_  ^^_  ^^=^ 

In  diesem  Falle  lauten  die  Bedingungsgleichungen: 

Diesen  Gleichungen  kann  in  einfachster  Weise  genügt  werden. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zahl    n    sich    in    die    Form 
bringen:  ■i  \    02  \     2  1    js2 

—  eine  Annahme,    die   immer   möglich   ist,    so    existirt   das 
Additionstheorem: 


n 


%i:v,:-')  =^jrf^3^/JK.^«^);     f  =  1,2,3,4, 


welches  zu  dem  Schema  gehört: 

a  ß  y  d 
ß  —  a  d  —  y 
y  —  8  —  a  ß 
d  y  —  ß  —  a. 
Zweitens  nehmen  wir  an,  dass  die  Werthe  vorgelegt  seien: 

^1  =  ^2  =  1;      ^3=/*4=2. 

Dann  werden  die  Bedingungsgleichungen: 
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Diese   Gleichungen   lassen   sich  in  besonders  einfacher  Weise  auf- 
lösen, wenn  wir  setzen: 

2»?!  =  2^2  =  2«  =  »?3  =  W4. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zahl    11    sich    in    die    Form 

bringen:  .,       ^,      ^   „ 

n  =  a'  +  ß'-+2y'+26\ 

so  existirt  ein  Additionstheorem: 

für  welches  die  Zahlen  ^^  und  m^  die  Werthe  besitzen: 

M-i  =  i"2  =  1  ?     /*»  =  f*4  =  ^7     2m^  =  2m2  =  2«  =  mg  =  w^, 
und  welches  dem  Schema  entspricht: 
a  ß         y  d 

ß       —  a  d        —  y 

2y    -2d    -a  ß 

2d         2y     -ß       -a. 
Drittens  setzen   wir: 

^1  =  1»     f^2  =  l;     ^3='^;     ii'i=n. 
Die  Bedingungsgleichungen  nehmen  die  Form  an: 

"'M^+  ^'62"  +   »«^3''^+  '^^«£4"=  »Wf; 

11,^(1, ^  +  <hi<^n  +  ««f3«y3+  ^'^f4«/-4=  0- 
Die    Gleichungen    lassen    sich    in    besonders    einfacher    Weise    auf- 
lüseUj  wenn  wir  setzen: 

mj  =  2\  n  =  im,,     m^  =  2'  =  m^. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Leistet  die  Zahl  n  der  Gleichung  Genüge: 
n{a^-\-ß^)  =  2^-y^-d% 
so  existirt  das  Additionstheorem: 

jU-i  =  fig  =  1 ,      iu-g  =  (II4  =  « ,     Wj  =  1^2=  2'. :??,     Wg  =  W4  =  2', 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

na,         uß,         y,         d 

nß,     —  na,     —  Ö,         y 

y,  d,     -  f/,     -/3 

ö,        -y,         /3,     -a. 
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Viertens  setzen  wir: 

^1=1)      ^2=2,      ^^3='^^,      ^4=2«, 
so  iielimeu  die  Bedinguiigsgleicliungen  die  Form  an: 

Die    Gleicliungen    lassen    sicli   in  besonders  einfacher  Weise  lösen, 
wenn  wir  setzen: 

m^  =  2\  w,     ?%  =  2^+^ . '«,     wig  =  2"',     m^  =2*+^. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Lüsst  eine  Zahl  n  sich  so  bestimmen,  dass  sie 
der  Gleichung  Genüge  leistet: 

n{a'+2ß^)  =  2'-y'-2d-, 
so  existirt  das  Additionstheorem:  -. 

welches  zu  dem  Schema  ü'ehört: 

2nß,  —  :>m,  —  2d,  y 

y,          d,  -    ß,  -ß 

2Ö,  -     7,       2/3,  -a. 
Wir  setzen  fünftens: 

^l=^,,=  ^3=l,       /i4=M, 

dann  werden  die  Bedingungsgleichungen: 

«f  i"  +  ^''^2"  +  «f  3'  +  »«o^f  /  =  »Wf : 

Wir   wollen    zwei   Fälle   betrachten,    in   denen    dieses    Gleichungs- 
system ohne  Mühe  auflösbar  ist. 
Zunächst  setzen  wir: 

Wj  =  mo  =  2n  =  2W3  =  2m^. 
Dann  ergiebt  sich  ohne  Mühe  der 

Lehrsatz:  Wenn  eine  Zahl  sich  in  die  Form  bringen  lässt: 

a'- 


fi  =  (^/  -  «  -f    . 
so  existirt  das  Additionstheorem: 


I 
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welches  zu  dem  Schema  gehört: 

cc  ß  y  1 
a  ß  7-1 
ß  y  a  (J 
y       a       ß       0, 

Wir  wollen  nun  zweitens  annehmen  —  es  ist  das  im  Ganzen  der 
sechste  Fall,  dass  die  Zahlen  nt  die  Werthe  haben: 

,  ni^=  2'.  n,     Wg  =  2'",     Wg  =  2%     m^  =  2', 

dass  ferner  die  Grösse  «„^  gleich  Null  sei.    Dann  folgt  aus  der  Gleichung: 

2'•=rtol^+.^2^+«,3^ 

dass    wir    uns    im  Wesentlichen    auf   die  beiden   FüIIl-    zu   beschränken 

haben:  -.  ^  ^ 

/•  =  2,     a,i  =  -2,     a,.^  =  0,     a,^  =      0, 

/•  =  1 .     a,^  =  0,     (1.^.2  =  1 ,     a,^=  -1. 

Xur    mit    dem    letzten    Falle    wollen    wir    weiter    operiren.      AVir 
setzen  nun  ähnlich   wie  früher: 

a^i  =  na,     a^^  =  nß.     «,3  =  ny,     <(^^  -  d, 
dann  müssen  jedenfalls  die  Gleichungen  bestehen: 

ß  -  y  =  0,    '(^,  -  (i;.i  =  < ',    '(i.  -  ''43  =  0, 

sodass  die  übrig  bleibenden  Bedinguugsgleichungen  die  Form  annehmen: 

2''={a'-]-2ß')n-\-d-', 

2'  =  fi^,^-{-2a,,--\-  na,^, 
aa,^  +  2ßa^.,  +  it  öa.^^  ^  0, 
a  a^,  +  2  /3  « j,  -f  >i  ö  "44  =  0 , 

"31  «41  +   2  «32  «42  +   >'«3l«44=  <"->• 

Demgemäss  ergiebt  sich  für  a.^.j  die  quadratische  Gleichung: 
2a^./(2ß-  +  u')  +  Aa.i^nß8a^^=^  2'  -  //«-«at-  -  n^d-a^^'. 
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Eine  analoge  quadratische  Gleichung  erhalten  wir  für  die  Grösse  a^^. 
Die  Gleichungen  lassen  sich  in  besonders  einfacher  Weise  auflösen, 
wenn  wir  setzen: 

q  =  s,     t  =  s-l,     «34=  «5     «44=-^- 
Wir  erhalten  demgemäss  den 

Lehrsatz:  Leistet  die  Zahl  n  der  Gleichung  Genüge: 

so  existirt  das  Additionstheorem: 

JJ^3  (y, ,  ^,  T )  =        JJ^3  lg,]  (w, ,  w,  t)  , 
f*i  =  M2=  .«^3=1'    .t*4='"^    Wi  =  2\w,    ^2  =  2,    m^=2%    m^  =  2'-\ 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

na,     nß,     nß,       d, 
0,       1,     -1,      0, 

%n      '^'■32  5      ^h2^        ^1 

^415       ^42  5       ^^iiJ       ~ß} 

s  s 

_       da^±2ß^2'^  _  -  d  ±2'^ 

%1  ~  ,.2    I     0/32        '        ^'^32  —  ^  P 


«2+2/32  32         t^    a'+2ß 

s  s 

d±2^'  2ß^d±2'^a' 

^41  =     '  "P      „2    .0/32'  ^42  = 


«2+2^2'     -42       2(a2+2ß2) 

Damit  wollen  wir  die  Additionstheoreme  zwischen  Producteu  von 
vier  Factoren  einstweilen  abschliessen. 

§  10. 
EntwiekelTing  von  Additionstheoremen  zwischen  Producten 

von  je  sechs  und  acht  Factoren. 
Noch   kürzer   wollen   wir  in   dem  Falle   verfahren,   dass   die  Zahl 
der  Factoren   in    den   einzelnen  Producten   gleich   sechs'  oder  acht  ist. 
Nehmen    wir    an,    dass    eine    Zahl   tt    sich    als    die    Summe    von    sechs 
Quadraten  darstellen  lässt: 

ttr 


6 

1 


r  ■) 


so  wird  es  im  Allgemeinen  nicht  möglich  sein,  Additionstheoreme  zu 
bilden,  bei  Avelchen  die  Zahlen  jm  sämmtlich  gleich  1,  die  Zahlen  i)t 
sämmtlich  gleich  n  sind,  während  die  Transformationszahlen  Uir  vom 
Zeichen  abgesehen  gleich  den  Zahlen  Or  sind,  wohl  aber  ist  es  der 
Fall,  wenn  die  Grössen  a  gewissen  Bediugungsgleichungen  Genüge 
leisten.     Einen  solchen  Fall  greifen  wir  heraus. 


I 
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Nehmen  wir  das  Schema: 

n,,       a,,       «3,       a„       (/.,       ^fg. 

«3,       «4,       «5,       «g,       «,,       a„ 

«.-,,  «6  5  «J:  «2J  «3;  «4- 

«C;    -«5;         %;    -«n         «4;    "«3  5 

und  bezeichnen  es  kurz  durch  5,  so  wird  zu  ihm  ein  Additionstheorem 
gehören,  wenn  die  Zahlen  n  den  beiden  Bedingungsgleichungen  Ge- 
nüge leisten: 


1) 

«I  («4  -  «J  +  «2  («5  -  «s)  +  %«ö  -  «4 «5  =  0. 

Wir  finden  also  den 

Lehrsatz:  Leistet  eine  Zahl  n  der  Gleichung  Genüge: 

1 

während  zwischen  den  Grössen  a,.  die  Bedingungsgleich- 
ungen 1)  bestehen,  so  gehört  zu  dem  Schema  S  das  Additions- 
theorem: 

iT^3  (v, ,  r)  =  y /7^3  rr/ J  ^^^n  '^' 0     f  =  1 .  2 , . . .  G. 

Es  stellt  dieses  Additionstheorem  in  speciellen  Fällen  eine  Multi- 
plicatorbeziehung    dar,    welche   zu   dem   Transformationsgrad  ;/    gehört. 

Aus  den  Gleichungen  1)  können  die  sechs  Grössen  a^  durch  vier 
geeignet  gewählte  dargestellt  werden. 

Wir  begnügen  uns  mit  den  folgenden  Bemerkungen.  Aus  den 
Gleichungen  ergeben  sich  für  a^  und  a.2  die  Werthe: 

AX  =  «sK'  -  «5")  +  «5  («3'  -  «4')  +  ^a^aeCflg  -  o^), 

Na^  =  a^(aJ  -  a/)  -f  «^(a^^  _  af)  +  ^a-^a^Xa^  -  0^), 

N  =  «5-  +  «,;-  -  «3-  -  a^-. 

Es  müssen  also  die  vier  Zahlen  a,,  a^,  a-,  «^  so  gewählt  werden, 
dass  die  linken  Seiten  durch  A'  theilbar  sind.  Es  geschieht  das  zum 
Beispiel,  Avenn  die  Zahlen  a..,  a^,  r/.,  a^.  der  Gleichung  Genüge  leisten: 

«5'+«c^-  «3'-  a4"=±l- 
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Setzen  wir  z.  B..  „„_, 

n  =  d65, 

so  würde  sich  eiu  Additionstbeorem  ergeben,  welcbes  zu  dem  Scbema 
gebort: 


10, 

-16, 

2, 

0, 

1, 

2, 

-16, 

-10, 

0. 

_  9 

9 

-1, 

9 

0, 

1, 

2, 

10, 

-16, 

0, 

-2, 

9 

-1, 

16, 

-10, 

1, 

-^ 

10, 

-16, 

2. 

0, 

9 

-1, 

-16, 

-  10, 

0, 

—  2. 

Ein  weiterer  specieller  Fall  ist  eutbalten   in  dem 

Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zabl    v    sieb    in    die    Form 
Id  r  i  n  s  e  u : 


71  = 


«-+9/3- 


so  existirt  ein  Additionstbeorem: 


u 


^3(^'f>  '^)  =2jr7^3[i/£]K;  '«^\ 


welcbes   zu   dem    Scbema  S  gebort,   vorausgesetzt,   dass   ge- 
setzt  wird: 


cc  +  ß 


a  -  ß 

a=,  =  — ~    j 


a» 


a. 


ß.     a^==a,,=  ~ß. 


Für  den  Fall  von  aebt  Factoren  möge  zunächst  ein  Additions- 
tbeorem herausgegriffen  werden,  auf  welcbes  mich  Herr  College  Kohn 
aufmerksam  machte.  AVir  nebmen  dazu  an,  dass  die  Zahlen  ^  sämmt- 
lich  gleich  1,  die  Zahlen  m  sämmtlieb  gleich  n  sind,  so  muss  n  sich 
als  Summe  von  acht  Quadratzablen  darstellen  lassen.  Die  ents]3recben- 
den  Zahlen  lassen  sich  dann  unter  Zuhülfenahme  des  negativen  Vor- 
zeichens so  permutiren,  dass  allen  Bedingungsgleicbungen  Genüge  ge- 
leistet werden  kann.  Wir  wollen  sie  durch  a^,  a^,. .  .a^^  bezeichnen 
und  mit  ihrer  Hülfe  die  Schemata  Inlden: 


rtj,  -a,, 


A 


«. ,  —  a 


4) 


a, 


8> 


a 


ij 


a, ,  —  a., 


B,= 


«17    -«2 

«7,       a^ 


A  = 


'7> 


8> 


a 


8? 


«7, 


B.= 


«<:,   —a. 


a„ 


*3  5 


a-. 


a., 


n,,  —  a. 


«5> 


a. 


2) 


«4, 

«n 


a 


11 


«,s 

«s,  «7 

«s ,  —  a. 


6> 


ff^ 


65 


«r. 
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Es  gilt  dann  der  folgende 

Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zahl    )i    sich    in    die    Form 

bringen:  ,s 

1 
—   Tvas  stets  möglich  ist  — ,  so  gilt  das  Additionstheorem: 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

^.,   A- 

In  analoger  Weise  ergehen  sich  die  folgenden  drei  Sätze: 

Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zahl    n    sich    in    die    Form 
bringen: 

n  =  a;'  +  «,-  +  «3-  +  a/  +  Sa-^  +  2a^  +  2ör,-  +  2a^\ 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

."l  =  >«2  =  i"3  =   i^4  =  1  >        >"5  =  ^6  =  i"7  =  ."«  =  ^5 

welches  zu  dem  Schema  gehört: 

A,    Jh, 

2B,,     A,. 
Lehrsatz:  Leistet  eine  Zahl  n  der  Gleichung  Genüge: 

«(«i"  +  cf  +  <i-^  +  «4^)  =  2'"  -  ^f5^  -  ^t«'  -  af  -  a^\ 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

.t*l  =  i«2  =  f*3  =  f*4  =  1  J       /*5  =  /*6  =  /^7  =  f*s  =  »^ 

7Mi  =  W;,  =  mj  =  w?4  =  2''.  n,     »W5  =  w?6  =  w«^  =*  Wg  =  2'', 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

Lehrsatz:  Leistet  eine  Zahl  //  der  Gleichung  Genüge: 
n(a^-  +  2a./  +  «3'  +  2a/)  =  2'-  a/  -  2a/ -  a/  -  2a/, 
so  gilt  das  Additionstlieorem: 
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n 


^3  (''f ,  ^e  ^)  =2n^i  i^f  ^  ( ^'"^^ '  "'f  ^) ' 


f^i  =  ^3  =  1  j     ^^2  =  ^4  =  2,     ^5  =  M"  =  ^' ;      ftr,  =  Ms  =  2;?., 
w^  =  JW3  =  2'".  1?.,     Wo  =  m^  =  2''+ ^  ;?.,     mj;  =  w?^  ==  2'",     mg  =  w,^  =  2''+ ^, 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

na^,      na.2,        na^,       na^,         «5,       a^,,         »7,       a,s, 
2na^,  —  na^,  —2na^^       na^,  ~2af,,       a^^^      2a^,  —  a^, 

2^054,  —  na^,       2na.^^  —  na^j      2a^,  —a~,       2o^,  —«5, 

Ö5,  0!ß,  Öf^,  <2g,  Ctj ,  ötj,,  «3,  a^, 

2«6,     -%,     -Sag,         a„      2a.,,  -a,,  -2a^,       Ö3, 

2«,,         «7,         2ac,         «5,  -204,  -%5  -2a27  -  «i- 

Diese  Adtlitioiistheoreme  zwischen  Producten  von  acht  Factoren 
mögen  genügen.  Zu  bemerken  ist,  dass  die  beiden  ersten  zu  Multi- 
plicator-,  die  beiden  letzten  zu  Modularbeziehungen  führen. 

§  11. 
Zusammensetzung  von  Transformationen. 

Mehrere  der  in  den  vorigen  Paragraphen  gebildeten  Additions- 
theoreme können  als  Beispiele  gewisser  Sätze  dienen,  mit  deren  Hülfe 
aus  speciellen  Additionstheoremen  allgemeinere  hergeleitet  werden  können. 
Zu  der  Ableitung  derartiger  Sätze  wenden  wir  uns. 

Wir  nehmen  dazu  an,  dass  das  Symbol: 

^^117         ^12  7   ■    •   ■   ^1  " 
^=    .  .  ."      .  .  . 

ttnl}      0,1-2,  ■   ■   ■  Clnn 

ein  Additionstheorem  definirt,  bei  welchem  die  einzelnen  Produete 
aus  M  Factoren*bestehen,  bei  welchem  ferner  links  die  Zahlen  jlIj,  rechts 
die  Zahlen  m^,  vorkommen-,  Avir  nehmen  zweitens  an,  dass  das  Symbol: 

''^117       "12  7  ■  ■  ■  ^'i-n 
5= 

'>nl,      'hiij  •   ■   ■   '>nn 

ein  analoges  Additionstheorem  zwischen  Producten  von  n  Factoren 
definirt,  bei  welchem  links  die  Zahlen  ft'^,  rechts  dagegen  dieselben 
Zahlen  m^  vorkommen,  dann  definirt  das  Symbol: 
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A        B 
A    -ß 

ein  Additionstlieorem  zwischen  Producten  von  2//  Factoren, 
bei  welchen  links  die  Zahlen  u,,  u',,  rechts  dagegen  die 
Zahlen  2m^,2m^  vorkommen. 

Der  Beweis  ist  unmittelbar  klar.  Durch  Specialisirung  ergeben 
sich  hieraus  eine  ganze  Reihe  von  Sätzen.  Wir  greifen  einige  heraus. 
Liisst  z.  B.  eine  Zahl  n  sich  in  die  Formen  bringen: 

und:  «  =  ar'+< 

n  =  h^-  -f  hf, 
so  existiren  die  beiden  Additionstheoreme: 


«1; 

a. 

m^  =  n 

und 

\, 

K 

\< 

=  n 

a.„ 

-«1 

A/?2  =  1) 

K, 

^'K 

m'.^ 

=  n. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Schemata  durch  A  und  B,  so  existirt 
ein  Additionstheorem  zwischen  Producten  von  je  vier  Factoren,  bei 
welchem  die  Zahlen  u  links  der  Einheit  gleich  sind,  die  Zahlen  m 
rechts  den  AVerth  2)i  besitzen,  welches  überdies  zu  dem  Schema  gehört: 

A,       B, 
A,   -B. 
Ganz  allgemein  können  Avir  sagen,  es  gilt  der 

Lehrsatz:  Lässt  eine  Zahl  n  sich  in  die  Formen  bringen: 
und:  n  =  a,'+a,^ 

n  =  \'  +  h.^, 
so    können    mit    Hülfe    der    Schemata    A    und    />'    Additions- 
theoreme zwischen  Producten  von  2''"^'  Factoren  aufgestellt 
werden,   bei   welchen   die   Zahlen  ^i   links  den  Werth  1,    die 
Zahlen  m  rechts  den  Werth  2'".«  besitzen. 

Lässt  sich  ferner  eine  Zahl  n  in  die  Formen  bringen: 

so  existiren  zwei  Additionstheoreme,  welche  den  Schemata  entsprechen: 


und: 


«1=  1; 

«.  =  1; 

«;j=l; 

,u 

1 

1 

«l> 

«2, 

«3J 

Ö4 

1 

Wi  =  n 

«2? 

-«1, 

-«4; 

«8 

m^  --=  n 

«3» 

«4, 

-a,, 

— 

^2 

W3  =  n 

«4, 

—  «3? 

«2J 

- 

«1 

m^  =  n 
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',  =  1,     ;t'2  =  l,     fi'3=l,     ^'4  =  1  I 


K 

h, 

K 

K 

m\  =  n 

K 

-^, 

-K 

h 

m'2  =  n 

K 

h, 

-h, 

-h 

m\  =  n 

K, 

—  ^'0., 

h. 

-1k 

m',=  n. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Schemata  durch  A  und  J>,  so  existirt 
ein  Additionstheorem  zwischen  Producten  von  je  acht  Factoren,  hei 
welchem  die  Zahlen  ;/  gleich  1,  die  Zahlen  m  gleich  2n  sind  und 
welches  zu  dem  Schema  gehört: 

A,       B, 
A,  -B. 
Ganz  allgemein  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Lässt  eine  Zahl  n  sich  in   die  Formen  bringen: 
und:  n  ==  a,^ -\- a^^ -h  a^^  +  a,^ 

n  =  W'  +  />/  +  h,'  +  h/, 
so    können    mit    Hülfe    der    Schemata    A    und   B   Additions- 
theoreme zwischen  Producten  von  2'+-  Factoren  aufgestellt 
Averden,  bei  welchen  die  Zahlen  ^  links  gleich  1,  die  Zahlen  vi 
rechts  gleich  2'.)/  sind. 

Lässt  ferner  eine  Zahl  v  sich  in  die  Formen  bringen: 
u  =  a,^  +  2a^^ 

so  existiren  die  beiden  Additionstheoreme: 


und 


^^1  =  1) 

N 

= 

2 

«1, 

«0 

m^ 

n, 

2«,, 

— 

«I 

w/jj 

= 

2n 

j.',  =  l,     ^',  =  2 


2h 


m 


m, 


2n. 


■2,  ^1        ""2 

Bezeichnen    wir  die  beiden  Schemata  durch  A   und   />,   so  existirt 

ein    Additionstheorem    zwischen    Producten    von  je    vier  Factoren,    bei 

welchem    die    Zahlen    [i    die    Werthe   1,2,  1,2  besitzen,    dagegen    die 

Zahlen  m  rechts  die  Werthe  n,  2n,  n,  2n  und  welches  zu  dem  Schema 

A      B 
A  -B. 


gehört: 
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Ganz  allgemein  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Lässt  eine  Zahl  ti  sich  in  die  Formen  bringen: 
n  =  «1^+  2a^^, 

so  können  mit  Hülfe  der  Schemata  A  und  //  Additions- 
theoreme zwischen  Prodncten  von  2''+^  Factoren  hergestellt 
werden,  bei  welchen  die  Zahlen  yi  abwechselnd  die  Werthe 
1  und  2,  die  Zahlen  m  abwechselnd  die  Werthe  2''.ii  und  2'"+^.;? 
annehmen. 

Endlich  nehmen  wir  noch  den  folgenden  Fall. 

Leistet  eine  Zahl  n  den  beiden  Gleichungen  Genüge: 
2'=  a^^-\-  naf, 

so  gelten  die  beiden  Additionstheoreme: 

/*i  =  1;     f*2  =  "  i  .'i'l  =  1 ,     ^'2  =  **  I 


I 


a^,  a.2       2*  und  />j,  Jk^       2' 

iia2,        —«1     '  2-.n  itb.^,  —  fej       2\  II, 

Bezeichnen  wir  die  beiden  Schemata  durch  A  und  li,  so  existirt 
ein  Additionstheorem  zAvischen  Producten  von  je  vier  Factoren,  bei 
welchem  die  Zahlen  ^u  die  Werthe  1,  u,  1,  u  die  Zahlen  m  die  Werthe 
2*+',  2*'+^yi,  2'+^,  2*+^«  besitzen  und  welches  zu  dem  Schema  gehört: 

A,      B 

Ganz  allgemein  gilt  der 

Lehrsatz:    Leistet    eine    Zahl  //    den    bciiU-n    (« leichiingen 
Genüge: 

2^=  h^^  +  nh.r, 

so  k()nnen  mit  Hülfe  der  Schemata  A  und  />  Additions- 
theoreme zwischen  Producten  von  2*^+'  Factoren  hergestellt 
werden,  bei  welchen  die  Zahlen  a  abwechselnd  die  Werthe 
1  und  n,  die  Zahlen  m  abAvechselnd  die  A^Vrthe  2"+''  und 
2"+''.«  annehmen. 

Diese  Beispiele  mögen  genügen,  um  die  Bedeutung  des  allgemeinen 
Theorems  am  Anfange  dieses  Paragraphen  klarzulegen. 
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In   ähnlicher   Weise   kann    ein    zweiter   allgemeiner   Lehrsatz   auf- 
gestellt Averden.     AVir  setzen  dazu  analog  wie  vorhin: 

^= B= 

dnlj      (fn'J)  ■  ■  ■  Cln„,  'J/il  )      'Jn-2j  ■  ■  ■  'K  n 

und  nehmen  ferner  an,  dass  die  Zahlen  u,  die  zu  den  beiden  Schemata 
gehören,  die  nämlichen  Werthe  besitzen,  während  die  Zahlen  m  bei 
dem  ersten  Schema  die  Werthe  m,,  m^,  .  .  .  ni„,  bei  dem  zweiten  die 
Werthe  m\,  m'.,,  .  .  .  m'„  besitzen  sollen  Leisten  dann  die  Trans- 
formationszahlen  den  weiteren  Gleichungen  Genüge: 

SO  gilt  das  Additionstheorem: 

A       B 

B  -A, 
bei  welchem  die  Zahlen  a  die  Werthe  haben: 

/^l )    1^2  y  ■  •  ■  f*"J      ^17   i^-2)  ■  ■  ■  i^«; 

die  Zahlen  m  dagegen  resp.  gleich  sind: 

m^  4-  *«'i,     »Wg  +  m'2,  .  .  .  m„  +  tn' „y  m^  -\-  m\,  .  .  .  m^  -f  m'„. 

Auch    dieser    Satz    lässt    reiche    Anwendungen    zu.      Wir    greifen 
einige  heraus. 

Ist  M  =  4a",  so  gilt  das  Additionstheorem: 


a 

a 

a 

a 

a 

a 

—  a 

—  a 

a 

—  a 

—  a 

a 

bei  welchem  die  Zahlen  ^i  gleich  1,  die  Zahlen  m  gleich  4a^  sind. 
Ferner  gilt  das  Additionstheorem: 

/3     0     0     0 

0/300 

0     0/30 

0     0     0^ 

bei  welchem  die  Zahlen  u  wiederum  gleich  1,  die  Zahlen  m  dagegen 
gleich  ß^  sind.  Bezeichnen  wir  die  beiden  Schemata  durch  A  und  i)', 
so  gilt  der 


I 
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Lehrsatz:    Lässt    eine    ganze    Zahl    ii    sicli    in    die    Form 
bringen:  n  =  4.u' +  ß\ 

so  existirt  das  Additionstheorem: 

Ä       B 
B  -A, 
bei    welchem    die    Zahlen    u    links    gleich   1,    die    Zahlen    m 
rechts  gleich  ii  sind. 

Ferner  existirt  das  Additionstheorem: 
a  ß  -y  0 
ß  -a  0  y 
y  0  a  -ß 
0  y  ß  a 
bei  welchem  die  Zahlen  u  links  gleich  1,  die  Zahlen  m  rechts  gleich: 

a'+ß'-i-y' 
sind.     Ferner  gilt  genau  wie  vorhin  das  Theorem: 

d     0     0     0 

0       ö       0       0 

0     0  -d     0 
0      0      0      d. 

Da  die  Bedingungen  des  allgemeinen  Theorems  erfüllt  sind,  so 
ergiebt  sich,  wenn  wir  die  beiden  Schemata  noch  durch  A  und  B  be- 
zeichnen, der 

Lehrsatz:    Lässt   eine   Zahl  n    sich    in    die  Form   bringen: 
n  =  a^+  ß^-i-  /+  d', 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

A,  B 

B,  -A, 

bei    welchem    die    Zahlen    u    links    gleich    1,    die    Zahlen    m 
rechts  gleich  n  sind. 

Endlich  betrachten  wir  das  Tlieorem: 

u.       a,       a,       ß, 

((,  —  a,        oc,  —  cc, 

a,       a,  —  a,  —  a. 


cc,  —  «,   —  ß,        a 


mit  den  Zahlen  ft  =  1,  WJ  =  4«^  und  das  Theorem: 
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ß.         7;         0,         0, 

-y,     ß^     0,     0, 

0,       0,       ß,       y, 

0,       0,  -y,       ß 
mit    den   Zahlen  \i   gleich  1 ,   m    gleich    /J"'*  +  7^.     Auch   hier   sind    alle 
Bedingungen  erfüllt.     Bezeichnen    wir    die  Schemata    durch    A   und    R 
so  gilt  der 

Lehrsatz:    Lässt    eine  Zahl  n   sich    in    die  Form  bringen: 

SO  gilt  das  Additioustheorem: 

A,  i>', 

B,  -A, 

hei    welchem    die    Zahlen    ^i    links    gleich    1,    die    Zahlen    m 
rechts  gleich  n  sind. 

Wir  können  den  Lehrsatz,  für  welchen  soeben  Beispiele  gebracht 
worden  sind,  noch  verallgemeinern. 

Unter   denselben   Bedingungen    für  die  Zahlen  aer,^>ir  wie   vorhin 
gilt  nämlich  das  Theorem:  a  jj 

liJß,    -A, 
wobei  die  Zahlen  links  die   VVerthe  haben: 

^11^21  ■■  ■  ^'o     fif^n  ^ih^  ■  ■  ■  i^^'n 
die  Zahlen  rechts  dagegen: 

m^  +  fiwi'i,  m^  +  fim'y,  .  .  .  m„  +  ,um'„,    /i(mi  +  ^m'i)i  ■  •  •  f^  (w„  +  ^m'n). 

Wir  wollen  auch  für  diesen  Satz  einige  Anwendungen  geben  und 
zwar  analog  wie  l)ei  dem  vorhergehenden. 

Setzen  wir: 


a 

a 

a 

a 

ß 

0 

0 

0 

a 

a 

—  a 

—  a 

U 

ß 

0 

0 

A  = 

_ 

B  = 

- 

Ci 

—  a 

—  a 

a 

0 

0 

ß 

0 

a 

—  a 

a 

—  a 

0 

0 

0 

ß 

und  nehmen  au,  dass  n  sich  in  die  Form  bringen  lässt: 

n^  Aa'+  2ß-, 
so  gilt  das  Additionstheorem: 

A,     jy, 

2B,  -A, 

bei  welchem  die  Zahlen  ^  und  m  die  Werthe  besitzen: 

i^i=  f*2=  ^3=  ."4=17      f*5=  ^c=  ^7  =  ^8=  ^5 


$  11.     Zusammensetzung  von  Transfonnationen.  79 

Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  n  der  Gleichung  Genüge  leistet: 

gilt  das  Additionstheorem : 

A.       IL 

uB,  -A. 

bei  welchem  A  und  B  die  vorigen  Schemata  bedeuten  und  die  Gn'Jssen 

fi  und  }ti  die  Werthe  haben: 

a^  =  ftg  =  JLI3  =  («4=1,     a-  =  |U,;  ^  iu-  =  u^  =  w, 

m^  ==  wij,  =  ^3  =  m^  =  2'",     «<5  =  Wß  =  w«.  =  m^  =  2'".  ». 

Setzen  wir  ferner: 

a        ß   -y       0  5        0        0        0 

^ -«       0       y  0       ö       0       0 

^  ^  7       0       u  -ß  ^^  ^  0       0  -  (3       0 

0        y        ß        a  0        0        0        r) 

und  nehmen  an,  dass  n  sich  in  die  Form  bringen  lä.sst: 

>>  ==  a^  +  ß' -\- y"" -{-  '2d', 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

A,       IJ, 

2B,  -A, 

bei  welchem  die  Zahlen  u  und  ///   die  Werthe  besitzen: 

^1  =  ^2  =  ^3  =  ^4  =  1 ;     >"5  =  f^ü  =  ."7  =  ^»  =  2, 

Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  n  der  Gleichung  Genüge  leistet: 

a'+  /^'+  7^+  nd'^  2'-, 
gilt  das  Additionstheorem: 

A,       B 

uB,  -A, 
bei  welchem  A  und  Jj'  die  vorigen  Schemata  bedeuten  und  die  Grössen 
u  und  in  die  Werthe  haben: 

aj=  ^2=  ^3=  ^4=1,     ^^=  fig=^^  =  ^g=  w, 
Wj  =  »Wg  =  «<3  =  W/4  =  2'',     m^  =  w,;  =  JW7  =  mg  =  2''. «. 
Endlich  setzen  wir: 

u        a        a        u  ß        y        0        0 

a   —  u        a   —  u  —  y        ß        0        0 

a  —  a   —  a        a  0       0— 7       /i 

und  nehmen  an,  dass  ;/   sich   in  die  J-'orm   bringen   lässt: 
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dann  gilt  das  Additionstheorem: 

A,       B, 
2B,-A, 
bei  welchem  dio  Zahlen  ju  und  m  die  Werthe  besitzen: 

i^l  =    H=    ^3  =    >"4  =  1  5 
^5=    ^6=    ."7=    .«8  =  2, 

mg  =  7Wg  =  ?w-  =  mg  =  2n. 
Unter  der  Voraussetzung  ferner,  dass  n  der  Gleichung  Grenüge  leistet: 

gilt  das  Additionstheorem: 

A,       B, 

nB,  —  A, 

bei  welchem  A  und  i^  die  vorigen  Schemata  bedeuten  und  die  Grössen  ^i 
und  m  die  Werthe  haben: 

.       f*l=   /*2=   ^3=    .t*4=l; 
f^5  =    /^G  =    ."7  =    ^S  =  '>h 

my  =  m^=  m^  =  m^  =  2'", 
m^  =  m^=  m^  =  m^  =  2''. «. 

Diese  Beispiele   mögen  genügen.     Ein  weiterer  Satz   kann   in  der 

folgenden  Weise  entwickelt  werden. 

Es  definire:  ^     „ 

"n  "i2  •  ■  •  "In 

A  =    -'     " 

ö!nl  flf«2  •  •  •  ^^;»7t 

ein  Additionstheorem  mit  den  Zahlen  ^j,  ft.,, . . .  ^a„  links,  ni^,  m^, . .  .nin 
rechts,  ferner  definire: 

l\i,h^,,  .  .  .hu- 

^=  hu  h'-i}  ■  ■  ■  hv 

hvl,    0,2,      •      •      •      hyy 

ein  Additionstheorem  mit  den  Zahlen  u\,  jtt'^, . . .  ;t<',,  links,  m\,  tn\, . . .  m'v 
rechts,  wobei  m^  =  m\  sein  soll,  dann  besteht  auch  das  Additions- 
theorem : 
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«„,... 

»1«, 

f'n,- 

f'lv, 

«in- 

«1«, 

-l'n-- 

f'i,. 

«21  ;• 

a-2n, 

0,.. 

<J. 

Uni,-- 

^nnj 

0,.. 

0, 

0,  . 

0, 

K ,  ■  ■ 

/-.. 

0,    .. 

0, 

h,. ,.. 

/Vv, 

mit  den  Zahlen   u^,  u.^,  .  .  .  ^i„,  ^d',,  .  .  .  u',.  links  und  den  Zahlen: 

2m^,  2m^,m^,  .  .  .  m„,     m\,  .  .  .  m\ 

rechts.  Als  speciellen  Fall  für  dieses  Theorem  wählen  wir  den  folgenden. 
Es  möge  gelungen  sein,  ein  Additionstheorem  zwischen  Producten 
von  n  Factoren  zu  bilden,  bei  welchem  links  stets  der  Modul  t,  rechts 
stets  der  Modul  mt  steht.  Die  entsprechenden  Transformationszahlen 
seien  die  Zahlen  a,r,  daun  existirt  auch  ein  Additionstheorem,  welches 
dem  Schema  entspricht: 

flj,  «12  .  .  .  öl«       1 

«11  fli2  •    •  «1«  -1 

«21   «Z2   •    •   •   «2?J  '^ 


a,,  Xttn2  ■   ■   ■  ttnn        " , 

bei  welchem  die  Zahlen  u  die  Werthe  haben: 

i"l  =  >"2  ■  •  •  =  i"*«  =  1 ;     it*«+ 1  =  WJ , 
die  Zahlen  m  dagegen  resj).  gleich  sind: 

Wj  =  Wo  =  2>»,     m^  =  m^  ■  ■  ■   7»,,^ ,  =  7ii. 

Zum  Schluss  möge  noch  der  folgende  Satz  hervorgehoben  werden. 

Es   sei   ein    Schema  von  ii^  Zahlen  vorgelegt  a^r  und  ein  Schema 

von   n^    Zahlen    bir,    das    erste    bezeichnen    wir    durch   A,    das    zweite 

durch  li     Die  Transformationszahlen  mögen  den  Bedingungen  Genüge 

leisten: 

f^i«>i  +  MijOf  2      H «««fn  =  ni,, 

,«1  ^>€ \  -f  t'o ^><^ -i'     -\ .«t„ }), ^^  =  m',, 

f  =  1^  .  .  .  «,     r  =  1,  .  .  .  «,     *•  =  !,...  ;/,     s  <  f,     r  <  £, 
so  gehört  zu  dem  Schema  von  p^  Grössen: 

Kraiiso,  7)oi)i)eltpeiiinlUc)io  Functionen.    H.  (t 
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A  B  0  0  0...0 
0  ^  1^  0  0  ...  0 
0     0     A    B    0 ...  0 


B    0     0    0    0 ...  A 
ein  Additionstheorem,  bei  welchem  die  einzehien  Producte  aus  Qti  Grössen 
bestehen,  die  Zahlen  «   gleich  sind: 

die  Zahlen  m  die  Werthe  besitzen: 

?»i  +  wt'j,     W2^  +  »i'i;,  .  .  .  nin  +  w'n,     Wj  +  wj\j  .  .  .  m„  +  ^w't«,  etc. 

Dieser  Satz  lässt  wiederum  reiche  Anwendungen  zu. 
Nehmen  wir  an,  da&s  der  Transformationsgrad  m  sich  als  Summe 
zweier  Quadratzahlen  darstellen  lässt: 

so  können  wir  setzen: 

aß,  ß    -cc, 

aß,  -ß        a, 

wobei  die  Zahlen  fi  gleich  1,  die  Zahlen  m  und  m'  gleich  n  sind. 
Mit  Hülfe  dieser  Schemata  erhalten  wir  /me  unendliche  Fülle  von 
Additionstheoremen,  die  wir  zu  dem  Grade  '2n  o^ehörig  ansehen  können. 
Wir  greifen  die  beiden  Transformationen  heraus: 


und: 


a 

ß 

ß 

—  a 

u 

ß 

-ß 

a 

ß 

—  a 

a 

ß 

-ß 

a 

a 

ß 

a 

ß 

0 

(J 

ß 

—  a 

u 

ß 

0 

0 

-ß 

a 

0 

0 

ß 

—  a 

a 

ß 

0 

0 

-ß 

a 

a 

ß 

ß 

—  a 

a 

ß 

0 

0 

ß 

a 

a 

ß 

0 

0. 

Ganz  allgemein  gilt  der 

Lehrsatz:    Lässt    eine    gerade  Zahl    n    sich    in    die    Form 
bringen:  ,       o/  2  i    ai\ 

so  können  unendlich  viele  dazu  gehörende  Additioustheoreme 
aufgestellt  werden,  bei  welchen  die  Zahl  der  Factoreu  der 
einzelnen    Producte    gleich    2q    ist,    bei    denen    ferner    die 
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Zahlen  fi  gleicli  1,   die   Zahlen  m  gleich  it  sind, 
ganze  positive  Zahl  bedeuten. 
Setzen  wir  ferner: 


Q  kann  jede 


A  = 


a 

ß 

y 

Ö 

a 

ß 

7 

ö 

r 

-d 

—  a 

ß 

y 

-d 

—  a 

ß 

B 


so  gilt  der 

Lehrsatz:    Lässt    eine    gerade    Zahl 
bringen: 


ß  -u 

-ß 
Ö 


ö  -y 
a  —  Ö  y 
y  —ß  -a 
y  ß  « 
sich    in    die    Form 


n^2(a'^ß'-\-y'+d'), 
so  können  mit  Hülfe  der  Schemata  A  und  IJ  unendlich  viele 
Additionstheoreme  aufgestellt  werden,  bei  welchen  die 
Zahl  der  Factoren  der  einzelnen  Produete  gleich  Aq  ist, 
bei  denen  ferner  die  Zahlen  ^  gleich  1,  die  Zahlen  m  gleich  ii 
sind. 


e* 


Zweiter  Abschnitt. 

Die  EutAvickeliiug  der  doppeltperiodisclieu  Fuuctioueu 
iü  trigonometrisclie  Reihen. 


Zusammenstellung  einiger  fundamentaler  Sätze 
über  doppeltperiodische  Function. 

Im  ersten  Bande  dieses  Werkes  sind  die  verschiedenen  Arten  von 
doppeltperiodischen  Functionen  detinirt  und  eine  Anzahl  von  Sätzen 
über  dieselben  entwickjelt  worden.  Wir  wollen  einige  derselben,  die 
für  die  folgende  Theorie  der  Entwickelung  in  trigonometrische  Reihen 
von  besonderer  Bedeutung  sind,  hier  nochmals  aufstellen. 

Unter  einer  doppeltperiodischen  Function  dritter  Art  mit  den 
Perioden  1  und  r  verstehen  wir  eine  eindeutige  Function  der  com- 
plexen  Veränderlichen  v,  welche  den  Gleichungen  genügt: 

1)  /'(i'  +  l)  =  e«''+*./(i'), 

2)  /'(r  +  r)  ^e''''- +  *'./■  (r). 

Die  beiden  Grössen  a  und  a^  sind  nicht  ganz  willkürlich  gegeben, 
leisten  vielmehr  der  Gleichung  Genüge: 

3j  «1  =  ar  4-  2u7ii, 

wobei  n  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  Detinitionsgleichungen  können  in  mannio-fache  Formen  ge- 
bracht  werden.     Unter  ihnen  greifen  wir  die  folgenden  heraus. 

Führt  man  statt  der  Function  f(v)  die  neue  Function; 

ein,  so  genügt  diese  den  Bedingung-sgleichungen: 

4)  F{ü  +  1)  =  F{v), 

5)  F(V  +  r)   =  e^nnii+2nU_  ^(^1^)^ 

wobei  zur  Abkürzung: 
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gesetzt   ist.     Ist    n  =  0,   so    ist   die   dazu  gehörige  Function  F( v)  eine 
doppeltiieriodische  Function  zweiter  Art. 

Ist  »  von  Null  verschieden,  und  setzen  wir: 


,p(,)  =  f{,- -  ^) 


so  leistet  gp(/)  den  Gleichungen  Genüge: 

(3)  qcU"  +  1)  =  g;(i-), 

7)  (p(v  +  r)  =  r^"''''(f(v). 

Ist  n  gleich  Xull.  überdies  /.  auch  gleich  Null,  so  werden  diese 
speciellen  doppeltperiodischen  Functionen  mit  dem  Namen  der  doppelt- 
periodischen Functionen  erster  Art  bezeichnet. 

Diese  doppeltperiodischen  Functionen  lassen  sich  nun  als  Summe 
gewisser  einfacherer  Functionen  darstellen.  Nimmt  man  zunächst  die 
Unendlichkeitspunkte  alle  von  einander  verschieden  an.  so  bestehen 
die  folgenden  Sätze: 

I.  Die   doppeltperiodischen   Functionen  dritter  Art,   bei 
denen    die    Zahl    der    Nullpunkte    grösser    ist    als    die 
Zahl  der  Unendlichkeitspunkte,  lassen  sich  linear  aus 
Functionen  von  der  Form  zusammensetzen: 
•9-3[(/J(«r  —  &i,  iit) 
d-^(v  —  h,  r) 
wol)ei    )/  —  1    gleich    der    Differenz    der   Zahl    di-r    Null  ' 
und  Unendlichkeitsstellen    ist    und    die    letzteren    alle 
von  einander  verschieden  angenommen  sind. 
Als  specieller  Fall  ergiebt  sich: 

IL  Die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art  mit 
lauter  verschiedenen  Unendlichkeitspunkteii  lassen 
sich  linear  aus  den  Functionen: 

zusammensetzen. 
Ferner  fanden  wir  das  Resultat: 

III.  Die  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Art.  bei 
denen  )i,  Unendlichkeitspunkte  mehr  als  Null])unkte 
vorhanden  und  die  Unendlichkeitspunkte  von  ein- 
ander verschieden  sind,  lassen  sich  linear  durch  die 
Grössen  darstellen: 

&^(v  —  ci^t)  1 

■''^3 (^  "~  ^ ;  ^)     ^a (« V,  nr) 
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Im  Falle  der  Functionen  erster  Art  modificireu  sich  die  Resultate. 

Wir  fanden: 

IV.  Die    doppeltperiodischen  Functionen    erster   Art    mit 
lauter    von    einander    verschiedenen    Unendlichkeits- 
punkten lassen  sich  linear  aus  den  Grössen  zusammen- 
setzen: ^\{v-h) 
'^(v  -  h)  ' 

Die  Coefficienten  sind  hei  all  diesen  Darstellungen  vollkommen 
bestimmt  worden. 

Treten  mehrfache  Unendlichkeitspunkte  auf,  so  müssen  die 
Differentialquotienten  der  angegebenen  Functionen  nach  gewissen 
Grössen  hinzugenommeu  werden.  Wir  wollen  der  Einfachheit  halber 
zunächst  immer  annehmen,  dass  die  Unendlichkeitspnnkte  sämmtlich  von 
einander  verschieden  sind.  Der  entgegengesetzte  Fall  wird  später  be- 
handelt werden. 

Das  Problem,  die  allgemeinen  doppeltperiodischen  Functionen  in 
trigonometrische  Reihen  zu  entwickeln,  ist  dann  darauf  zurückgeführt, 
die  in  den  aufgestellten  vier  Sätzen  enthaltenen  Prirafunctionen  in 
solche  Reihen  zu  entwickeln.  Mit  diesem  Problem  wollen  wir  uns 
zunächst  in  ausführlicher  Weise  beschäftigen  und  zwar  behandeln  wir 
zunächst  den  Fall,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser  oder  gleich 
der  Zahl  der  Unendlichkeitsj)unkte  ist. 

§  13. 
Darstellung   aller  ganzen  transcendenten  doppeltperiodischen 
Functionen   dritter  Art   durch  trigonometrisclie  Reihen  ohne 
Kenntniss  ihrer  Nullwerthe. 
In  §  81    des   ersten  Buches   ist    eine  Methode   angegeben  worden, 
wie   die   ganzen   transcendenten    doppeltperiodischen  Functionen  dritter 
Art  in  trigonometrische  Reihen  entwickelt  werden  können,   wenn  ihre 
Nullpunkte    bekannt    sind.    Es   kann  das  genannte  Problem  aber  auch 
ohne    Kenntniss    ihrer    Nullpunkte    gelöst    werden    und    zwar    in    der 
folgenden   Weise.      Wir    legen    als    Bedingungsgleichungen    vier    ver- 
schiedene Formen  zu  Grunde.     Zuerst  mögen  die  Gleichungen  bestehen: 

1     f{v  -f  1)  =  ß-«.-n(2r-f  2a  +  rY-(4.)^ 

wobei   II    eine   beliebige   ganze   positive  Zahl   bedeutet,    so   folgt   nach 
unseren  früheren  Erörterungen: 

2)  f(v)  ='S^Cr.e--"''''-'.&^(nv -\- na  —  rt^nr). 


I 

I 
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Die  Grössen  Cr  sind   unbekannte  Grössen.     Um  sie  zu  bestimmen, 
setzen  wir  an  Stelle  von  v  der  Reihe  nach: 

r.  r  +  -;    r  ■\'  -'■  ■  ■  r  -\ , 

n  n  n 

dann  folgt  durch  Addition  aller  entsprechenden  Gleichungen  unmittelbar: 

no^^^{nv  +  na,  nr)  =  ^t\'  +  -  ) 

n 
oder  indem  wir  etwa  r  =  0  setzen: 

3)  nc^  ^3  (n a ,  n t)  =  ^f\-^  ) ■ 

Damit   ist  die  eine  Constante  Cg  bestimmt.     Ganz    analog   können 
die  übrigen  gefunden  werden.     Setzen  wir: 

CC  =  6   n   j 

SO  ergiebt  sich: 

4)  ucs&sina  —  st,  ut)  ^^a'-\  f{j- 

Ganz    analog    gestaltet    sich    die    Darstellung,    wenn   wir    die  Be- 
dingungsgleichungen wählen : 


I 


wir  erhalten  nämlich  die  Form: 

Die  Bestimmung  der  Constanten  folgt  wie  vorhin. 
Anders   gestaltet  sich   die  Sache,   wenn   die  Function  den  Gleich- 
ungen Genüge  leistet: 

Nehmen  wir  zunächst  das  obere  Zeichen  ujid  wälileu  n  als  ungerade 
Zahl,   so  wird: 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von   r  der  Keihe  nach: 
^2  ,2(11-1) 

ji  n 

dann   wird  zunächst: 

überdies  allgemein 


9)  '''V%0^.fl,Mr)==/^/-(-^''), 

^.rdies  allgemein: 

10)  nc^Q^i^na  —  .sr,  nr)  -=  ^a-"'.  fy      ) 
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Die  Summen  sind  nach  r  von  0  bis  ii  —  1  zu  nehmen.  Damit 
ist  dieser  Fall  erledigt.  Analog  gestaltet  sich  die  Sache  für  das 
untere  Zeichen.     Wir  hahen  für  dasselbe  zu  setzen: 

11) 

Jetzt  sei  n  eine  gerade  Zahl,  dann  setzen  wir  im  Fall  des  oberen 
Zeichens: 


/■(r)  =  ^Cr .  e-^^ "''''.  #i(;rr  +  y^a  —  /t,  ut). 


/  9  ,. 1 

12)  /•('•)  =y^c.>,.-i .  r-«'(-^'--i)''.  ^^i^nr  +  IUI  -  ^ — T,  UT 

Die  rechte  Seite  schreiben  wir: 

c^ .  c—'^'".  d'Aii r  +  na  —  - ?  nTj 

+  ü„  +  i .  (;-'"■(«+!) '•.  ,^,  (^,v  +  na  -  {n  +  1)^^  nr) 


-\-  c.  .  c-3''«''.  #  h/r  +  )ia 


3r 


?  nr 


+  c„  +  3  ■  c-'''("+3)''.  ^.^  (nr  -f-  )ia  -  (;/  +  3)  L  nr) 

Wir  setzen  jetzt  an  Stelle  von  r  der  Reihe  nach: 
2  4  ,    2Cn  - 1) 

n  n  n 

multipliciren  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit: 

1 .    a,     a^,  .  .  .  a^~^ 
und  addiren,  so  ergiebt  sich: 

n  q  .  e^"'' .  0-^  {n,v  +  na  — -^  nr.j 
ouer  also  indem  wir  etwa  v  =  0  setzen: 

+  c,+y\f,{na  ~(n  +  1)^;  r?r)]  ^^'^''-^t^)' 
Setzen    wir   überdies    in    der    vorletzten    Gleichung    an    Stelle    von 
v:v -\ und  dann  ?;  =  (),  so  erhalten  wir  die  weitere  Gleichung: 


131 


141 


n   ü^&.\na  —-^^ifr) 
'^n  + 1  -'^3 [iui  -  (n  +  1 )  ^;  y^ r)    =  c^^a'-.  f\^' ^^      )' 


l 
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Diese  beiden  Gleichungen  ergeben  dann  die  Bestimmung  der  beiden 
Constanten  c^  und  c„^i.  Genau  so  können  die  übrigen  Constanten 
berechnet  werden. 

Im  letzten  Falle  endlich  haben  wir  7a\  setzen: 

wobei  dann  die  Constanten  analog  wie  im  vorletzten  Fall  zu  bestimmen 
sind. 

§  14. 

Untersuchung  des  Falles,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser 
oder  gleich  der  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte  ist.     Einführung, 
der  Appell'schen  Restfunction   und   damit   zusammenhängender 

Functionen. 
Nachdem  der  specielle  Fall  der  ganzen  transcendenten  doppelt- 
periodischen Functionen  betrachtet  worden  ist,  wenden  wir  uns  nun- 
mehr zu  dem  allgemeinen  Falle,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser 
oder  gleich  der  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte  ist  und  zwar  wollen 
wir  den  ersten  Fall  allein  ins  Auge  fassen.  Wir  haben  gezeigt,  dass 
wir  uns  dann  auf  die  Functionen  beschränken  können,  die  den  Gleich- 
ungen Genüge  leisten:       r^^^^i^r^^^ 

wobei  if  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  die  daneben  eine  einzige 
beliebig  vorgelegte  Unendlichkeitsstelle  v  =  v,  besitzen  —  abgesehen 
von  Vielfachen  von  1   und  t. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  derartige  Functionen  zu  bilden  und 
zwar  sind  es  die  Functionen: 

■^~^'  p2/tivmn    fjmn{m  —  1)    pittioi 
m  =  —  -n  i-       '  l . 

Diese  Functionen  leisten,  wie  nicht  näher  ausgeführt  zu  werden 
braucht,  allen  aufgestellten  Bedingungen  Genüge  —  sie  sind  es,  die 
Halphen,  von  ganz  unwesentlichen  Aenderungen  abgesehen,  in  seinem 
citirten  Lehrbuche  auf  Grund  der  Appell' sehen  Arbeiten  einer  Theorie 
der  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Art  in 
trigonometrische  Reihen  zu  Grunde  legt.  Die  Aenderung  besteht  darin, 
dass  in  dem  Halphen'schen  Lehrbuche  das  Zeichen  (—  l)"'  hinzu- 
genommen wird. 

Nun    haben    unsere    Primfunctionen,    um    deren    Entwickelung    es 

sich  handelt,  die  Form: 

i%|//|(;<r  -  h-j^m) 
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Au  Stelle  von  h^  Avollen  wir  uns 

r        s  r 
2+2 
gesetzt   denken^   wobei  r  und  .s'  zwei   beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten, 
an  Stelle  von  ii  ferner  d  +1,  so   können  wir,  von  einem  Exponential- 
factor    abgesehen,    der   für    unsere    Theorie    ohne    Belang    ist,    unsere 
Primfunctionen  schreiben: 

-9•„[(»^4-l)(t'  +  a),(»^4-l)rl 

Um  die  Entwickelung  um  den  Unendlichkeitspunkt  zu  einer  be- 
sonders einfachen  zu  gestalten,  wollen  wir  an  Stelle  der  soeben  ge- 
nannten Function  die  weitere  einführen: 

1  »alin  -[-  \)  (v  -h  a),  in  +  1)t]&\ 
n  <tp{v,  T)  &y\{n  +  Da,  (n  -}-  1)  r]  ' 
wobei  y  der  Iudex  der  Thetafunction  ist,  welche  bei  der  Entwickelung 
des  Zählers  um  den  Nullpunkt  des  Nenners  als  constantes  Glied  auf- 
tritt. Es  wird  derselbe  in  den  einzelnen  Fällen  noch  ausführlich 
angegeben  werden.  Dabei  ist  die  Voraussetzung,  dass  der  Nullpunkt 
des  Nenners  Q-^iv^r)   nicht    etwa    auch  ein  Nullpunkt    des  Zählers    ist. 

Alle  diese  Functionen  von  v  sind  doppeltperiodische  Functionen 
dritter  Art  mit  einem  Unendlichkeitsjjunkte,  die  gewissen  Bedingungs- 
gleichungen Genüge  leisten.  Dann'  folgt  aus  der  allgemeinen  Theorie, 
dass  aus  der  Appell' sehen  Function  weitere  Functionen  hergeleitet 
Averden  können,  die  densell)en  Bedingungsgleichungen  wie  unsere  Prim- 
functionen Genüge  leisten  und  denselben  Unendlichkeitspunkt  besitzen. 

In  der  That,  nehmen  Avir  die  Function: 

^    ^i(v,T)^J>-f  !)«,(>* +  l)r]  ' 
so  leistet  diese  den  beiden  Gleichungen  Genüge: 

besitzt  überdies  den  Unendlichkeitspunkt: 

v  =  0. 
Multipliciren  wir  nun  die  Appell' sehe  Function  mit  dem  Factor: 

prii  V 

£0  erhalten  wir  eine  Function  von  r,  die  den  Gleichungen  Genüge  leistet: 


I 


i?  14.    Einfülininf»-  der  Ajipeirscheii  und  ähidiclicr  Functionen.  91 

Um  die  vorhin  genannten  Bedingungsgleicliungen  zu  erhalten, 
haben  wir  ferner  an  Stelle  von  v  zu  setzen: 

a(n  +  1)       T         r 
n  2       2m 

damit   endlich   der  Unendlichkeitspunkt   v  =  0   herauskommt,   muss   an 
Stelle  von  v^  gesetzt  werden: 

_  (n  +  l)a   ,   _^   ,   J^ 
'"''"      n        "^2  '^2n 
Auf  diesem  Wege   gelangen  wir,   von  unwesentlichen    Constanten 
al)gesehen,  zu  der  Function: 

„,^—00  simc{v  +  wt) 
die    den   von  uns    aufgestellten  Bedingungsgleichungen   Genüge  leistet, 
wobei  gesetzt  worden  ist: 

o)  ir  =  t'  +  ^^ -—  • 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  in  der  Wahl 
der  Function  F^^  (v,  d)  eine  gewisse  Willkür  liegt.  Wir  können  noch 
unendlich  viele  andere  Functionen  derselben  Art  herstellen.  Es  ge- 
schieht   dieses  z.  B.  Avenn   wir   uns    an   Stelle   von    iv   gesetzt    denken 

n-  +  —  und   die   auf  diese  Weise  entstandene  Function  mit  c^'«»''  uns 
n 

multiplieirt  denken.    Wir  wollen  aber  zunächst  die  aufgestellte  Function 
beibehalten. 

Die    bisherigen    Betrachtungen    sind    völlig   einwundsfrei,    wenn  n 
eine    ganze   positive   Zahl   bedeutet   und    zwar   gelten   sie   für  beliebige 
Werthe  von  a,  während  v  von  den  Werthen: 
verschieden  sein  muss.  )  -\-  st 

Ist  dagegen  n  =  0,  haben  wir  also  den  Fall  der  doppeltpcriodi- 
schen  Functionen  zweiter  Art  vor  uns,  so  können  wir  die  Appeirsche 
Function  nicht  ohne  weiteres  als  Ausgangspunkt  nehmen.  AVohl  aber 
können  wir  auch  in  diesem  Falle  die  Function  F^^  (v,  n)  unter  gewissen 
Beschränkungen  in  Betracht  ziehen. 

Die  Richtigkeit  der  beiden  letzten  Behauptungen  kann  leicht  in 
der  folgenden  Weise  bewiesen  werden. 

Nehmen  wir  n  grösser  als  Null  an  und  ziehen  zunächst  nur  die- 
jenigen  Glieder  in  Betracht,  bei  welchen  m  positiv  ist,  so  ist  nach  dem 
C au chy 'sehen  Kriterium  der  Quotient  zu  untersuchen: 

^  '  l  —  ß2ni[c+{m+l)r]' 
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Dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  Werthe  von  in 
immer  mehr  der  Null.  Das  Analoge  gilt  von  den  Gliedern,  die 
negativen  Werthen  von  m  entsprechen. 

Die  Schlüsse  werden  hinfällig,  wenn  n  =  0  ist.  In  diesem  Falle 
lautet  das  allgemeine  Glied: 


ßni{o-\-mT)  p — iti{c-\-mT) 

Man  kann  im  Nenner  die  erste  oder  die  zweite  Exponentialgrösse 
vernachlässigen,  je  nachdem  m  positiv  oder  negativ  unendlich  gross 
wird.     Wir  erhalten  auf  diesem  Wege  die  Grössen: 

^  J f,2m7lia-\-n i {r-{-mT)  ^     Uud       ^jf,'2'Hnia  —  n i{c-\-inT) 

Es  muss  also:  ,  ,   „    ■         I  1  i 

sein,  damit  die  unendliche  Reihe  convergent  ist. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  Function  F(^^[ü,o)  können  aus  der 
Appell'scheu  Function  fünfzehn  weitere  Functionen  gewonnen  Averdeu, 
die  ganz  allgemein  den  Unendliehkeitspunkt 

r  s  T 
^■"2+2 
hesitzen  und  ähnlichen  Bedingungsgleichungen,  wie  die  Function  Z^)j(t',a) 
Genüge  leisten.  Wir  ziehen  es  aher  vor,  diese  neuen  Functionen  durch 
einfache  Betrachtungen  aus  der  Function  Foi(v,  a)  abzuleiten,  und 
zwar  geschieht  es,  damit  die  Beziehungen,  die  zwischen  den  sechszehn 
Restfunctionen  bestehen,  von  vorn  herein  klar  hervortreten.  Der  ein- 
facheren Schreibweise  wegen  setzen  wir  hierbei: 

mr 

lüi=  IV  +  —■ 

Setzen  wir  dann  an  Stelle  von  v  und  a  resp. 

,    1  1 

so  erhalten   wir  die  Function: 

p2mni  n  u-, 


6)  7.;^(,^^«,)=y(_l 


(■osjt(v  +  mr)' 
setzen  wir  ferner  in  diesen  beiden  Functionen  an  Stelle  von  a: 

so  erhalten   wir: 

,ri  in'ninwi 


F,,  (v,  a)  =  y(-  1)'"  -.— ,-^-— v^ 


8)  ^;2K«)=y 


p2  III  n  i  Ji  IV, 


.^cosn(v-{-  mr) 
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Wir  hatten  die  Beziehung  gefunden: 

Biklen    wir    nun    analog    wie    in    der    Theorie    dfr    <j;<'wr»hnliclien 
Tlu^tafunctionen  den  Ausdruck: 


SO    wird    derselbe    eine    neue    Function    detiniren.     Wir   setzen  dieselbe 
gleich:  ,,     ,  ,^  .„- 

9,  F,.(.,  a)  -2.     \        2M  +  1    V 

Sinn  \v  -] ^ —  Tj 

wobei  unter  n\,  die  Grösse  verstanden  werden  soll: 
1 0)  w,  =  V  +         ^^        +  -^ r. 

Aehnlich  folgen  aus  den  Functionen: 

F^^_[v,a),     F..^{o,a),     F.^^w,«) 
die  weiteren: 

11)  F,jv,a)  =  y  ^    ;     o — T— '  • 


12j 


-     .,    (_  ^^'ng(2m^-l)»lWl•u;I 


si)i7i  iv  H -^ —  r 


13)  j;,(t;,a)=y 


2m +  1 
2 

/,(2  m-f-  1)  n  Jl  i  «'2 

7        2W  +  1   ^ 

f  OS  3t  1 1;  H 7=: —  T 


Die  Convergenzbedingungen  sind  bei  diesen  Functionen  die  näm- 
liehen  geblieben,  abgesehen  von  den  Unendlichkeitspunkten,  die  andere 
geworden  sind. 

Vermehren  wir  endlich  a  um  ^7  so  kommen  wir  nach  Multiplication 

mit  einem  geeigneten  Factor,  auf  dessen  Bedeutung  kaum  eingegangen 
zu  werden  braucht,  zu  neuen  Functionen.  Dieselben  definiren  wir 
fülgeudermaassen : 

F,,(v,a)  =  e'''^"  +  '>''.F,,(^c,ai-'j) 

14)  -1  ■2mnni(w,  +  '^±^t\ 

^     sin7t(v  +  rm) 


15) 


IG) 
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_  ^«.■(«+i)(>+|)-V(-l)  e  V         --"    ^ ^ 

-^  cosn{v  +  mr) 

■*i— ^  sm  n;  (v  +  *w  t) 

(2  m  + 1)  «  71  (■  (^M).j  +  -  —  r ) 
g  V  2  n     / 


17^ 


18) 


^j1  1  {«  +  1)  V 


2 


.      (     ,    2m  +  l   \ 
sin 71  \^v  H ^ xj 


'F,.{^^,a)^e-'^'^-^^^i^-^^).F,,[v,a  +  l) 


19)      > 


_  ^«<(«+])(i'+i)  "^ 


"  /     ,    2w  +  l 


20) 


FJv,a)  =  e-^('^  +  ^)^        .F,,{v,a+"^) 


^    f,T/ («  +  !)*)  ^ 


t(— 1)  e  V         2»     / 


2j>i  +  l 


21) 


{im  +  l)    ni  (ui,-\-  "         r| 
\  in      ) 


) 


.-•(«+i)0'+^)2_ 


/      ,    2m  +  l   \ 


Im  Falle  «  =  0  muss  a  den  Ungleicblieiten  genügen: 


§  15.    Weitere  Darstellungen  der  eingeführten  Functionen.  95 

Damit  sind  sechszelin  neue  Functioueu  definirt,  die  als  Grundlage 
für  die  Eutwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art  dienen  können.  Die  mannio-fachen  Zusammenhäncre,  die 
zwischen  ihnen  bestehen,  sind  durch  ihre  Eutstehungs^veise  skizzirt 
worden.  Die  Summen  sind  in  allen  Formeln  nach  m  von  —  cc  bis 
+  oo  zu  nehmen. 

§  15. 
Fortsetzung  der  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen. 

Weitere  Darstellungen  der  eingeführten  Functionen. 
Die  eingeführten  sechszehn  Functionen  köimen  noch  in  verschiedene 
andere  Formen  gebracht  werden.    Wir  wollen  zwei  derselben  näher  in 
Betracht  ziehen.    Um  die  erste  zu  erhalten  setzen  wir: 

2)  y,=  <'"'»'^'% 

dann  kann  geschrieben  werden: 


3  a)  F^^  (v ,  a)  =  2  i  "^^-j 


y: 


_1 

X'^.  (f  —  X    2.  q 


oder  also  wir  erhalten  für  FQ^(r,a)  die  zweite  Darstellung: 

ab)  F^r{v,a)  =  -  ^i^''2^i-x,,f'n^ 

wobei  die  Summe  nach  m  von  —  oo   bis  +  oo   zu  nehmen  ist. 
Ganz  analog  erhalten  wir: 

6)  J"« (»,«)=     a^^^*  1  +'1'  %...  ■ 

Führen  wir  die  Bezeichnungsweise  ein: 

7)  </2=e-^»'^'^ 
so  ergeben  sich  die  weiteren  Darstellungen: 

8)  F,,{v, «)  =  -  2 /  J^'fb^vf^' 

2m+l       L'm  +  1 

9)  f.,«,a)^        2,  =  ^(ni)Jg^, 
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■J  in-\-l      'J  in  -\- 1 


ir 

12) 
13) 
14) 

15) 

1(5) 

17) 

19) 


T 

•2m-\-\        2  m  +  I 

i\^(v,  d)  =        2x~'  y^'    '    -'{  1.  • 
In  ganz  ähnlicher  Weise  ergeben  sich  die  Darstellungen: 


i^. 


;,(.,«)  =  -2/^  ^  2^ 


+  X  .(f' 


^^      -  ^        1  —  a;.</"' 


n  +  2 


^(v,a)^-2ix  '  2^\^ 


2  ,.        2        ^      ' 


iC.^ 


2WJ+1 


»1  +  2 


2,„  +  i      2«^1^^^,^ 


n-|-2 

F^^{v,a)  =-  —  2ix  '    y 


"+'    ir-i)-?y.   '-  ■<! 


-\-x.(f 


«+2 


F33(.-,«)=      2;.:"^'^^ 


1  —  a; .  f/- '"  +  ^ 

2m  +  l      27«  +  l 

— :,--(«  +  -') 


_^^_^2m  +  l 

Neben   dieser  Darstelhmg   soll   nun  noch  eine  Darstellung  unserer 
Functionen    in    der    Form    von    doppelt    unendlichen    Reihen    gegeben 


werden. 

Wir  fanden: 


^'oi  iP,  «>  =  ^'- 


iinnni\w-\-    ^   I 


simt(v  -i-mr) 

Greifen    wir    zwei    Glieder    heraus,    die    gleichen    und    entgegen- 
gesetzten  VVerthen  von  m  entsprechen,  so  erhalten  wir: 


'1 


Vt'  71 


+ 


—  2  w  n  71 1 10 


.shm(v  -f-  niT)        simt(v  —  wt)  . 


§  15.  Weitere  Darstellungen  der  eingeführten  Functionen. 
Xun  ist  aber: 

sin7t{v-\-mT)  ^ 

X 

sinniv  —  niT)  ^r^  ' 

wobei  die  Ungleichungen  zu  bestehen  haben: 

I  (? 
Hieraus  folgt  für  das  allgemeine  Glied  der  Werth: 

X 

4  ^/-  f^,:^  „  4-  ff,  (2  /—  1)  _  g/^^  ji  [2  mn  iv  +  (2r  —  l)y], 
1 
oder  also  wir  erhalten  die  Darstellung: 

X  X 

20)  j;,  (i;,  a)  =  ^-  +  4^-  ^^  7^. .  .s/«  ;r  u, , 

wobei  gesetzt  ist: 

Sj  =  m^n  +  w«(2r  —  1;, 

«1  =  2ww?t'  +  (2>'  —  l)v. 

Genau  so  ergiebt  sich: 

21)  F,,,(v,  a)  = +  4  y  y(-  1)'"+'— !(?".  cosÄ?f^, 

22)  I,,{v,  a)  =  ^-^  +422(-  Ij^ö^'.-^m^«!, 

23)  F,,(v,  a)  =  ^  +^^2(-  iy-'<r'.cosnu,. 

Die  Resultate  modificiren  sich  etwas  in  den  Füllen,  in  welchen 
an  Stelle  von  2m  der  Ausdruck  2w  +  1  tritt,  indessen  sind  die  Modi- 
ficationen  so  unwesentlich,  dass  wir  füglich  die  Resultate  hinschreiben 
können. 

Es  ergiebt  sich: 

24)  F,,{v, a)  =  A^^q'^.  sinnu,, 


25)  F,,{v,  a)  =  4^^(-  l)'"+'-^(^'.  shi  na,, 

2G)  J;o(>-,  «)  =  -l^^^-  !/"•  2*'-  f''^-^ ^«*^^ 

27)  F,,{v,  a)  =  42^(-  IJ' -'^/'-  ^'^^ ^".- 


Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.   II. 
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Die  Summen  sind  wie  iu  den  vorhergehenden  Fällen  nach  m  und 
nach  r  von  1   bis   oo   zu  erstrecken,  ferner  ist  gesetzt  worden: 

28)  \^H~^)"  +  ^ 2 ' 

I  u.^  =  (2w  -  ])nw  -f  (2r  -  l)r. 
Die    übrigen   Ausdrücke    folgen    aus    den    soeben  hingeschriebenen 

durch  Vermehrung  von  a  um  —  • 

§  16. 

Entwickelung  der  Primfunctionen  in  trigonometrisehe  Reihen 

mit    Hülfe    der    in    den    vorigen    Paragraphen    eingeführten 

Restfunctionen. 

Mit  Hülfe  der  soeben  eingeführten  Functionen  ist  es  nicht  schwer, 
die  Primfunctionen,  die  Avir  in  den  früheren  Paragraphen  für  den  Fall 
gefunden  haben,  dass  die  Zahl  der  Nullpunkte  grösser  oder  gleich  der 
Zahl  der  Unendlichkeitspunkte  ist,  in  trigonometrische  Reihen  zu  ent- 
wickeln. 

Wir   wollen   dazu   der   kürzeren   Bezeichnungsweise  wegen  setzen: 

1  &a\(n  +  1)  i;  +  (>^  -f  1)  a,  (n  +  l)r]  Q\       ^^^ 
^^         7t         ^p{:c,  r)  >^y[{n  +  1)  a,  ('«  +  l)t]        ~     "^'^'"^  ""^^ 

dann  leistet  die  Function: 

als  F^unction  von  v  den  Gleichungen  Genüge: 

/Xt;  +  1)  =  -/^-), 

f^v  -(-  t)  =  ."- "'• « (- «■ + ^) f{v) , 

denselben  Gleichungen,  die  wir  für  die  Function  ¥^^{0,0)  gefunden 
haben,  ferner  hat  die  Function: 

keine  Unendlichkeitspunkte  im  Endlichen  mehr  und  lässt  sich  daher 
nach  angegebenen  Methoden  darstellen.  Ist  n  eine  gerade  Zahl,  so 
nimmt  sie  die  Form  an: 

ist  n  dagegen  eine  ungerade  Zahl,  so  kann  sie  geschrieben  werden: 

n  — l 

^, c.> r .  e~ - ^ ' '■  '■ .  i% {n  iv  —  TT,  n t). 
0 
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Die  Grössen  c  sind  bekannte  Constanten.  Damit  ist  die  Ent- 
wickelung  einer  Function  in  trigonometrische  Reihen  gegeben  und  zwar 
vermittelst  einer  Methode,  die  als  eine  indirecte  bezeichnet  werden 
muss.  Ganz  genau  so  sind  die  anderen  Functionen  zu  untersuchen. 
Wir  beschränken  uns  darauf,  die  Resultate  hinzuschreiben  und  wollen 
hierzu  noch  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen: 

n  —  \ 

0 
n 

Bei  den  eingeführten  Bezeichnungen  erhalten  wir  die  Resultate: 

I.  u  ^  0  mod  2. 

6j  ^313 (*V  a)  =  ^31  (^"^  «)  +  -^'o) 

7)  r,,,{c,  a)  =  F,,(v,  a)  -^S',. 

8)  ^,ü..(^".  «>)  =  ^io(^">  a)  +  '''"3; 

9)  Pj33(f,  aj  =  -  iFJi;  a)  +  ,S",, 

10)  P.,^^(v,  a)  =  /i^,o(>";  «)  +  '"'"o; 

11)  P23o(f,  aj  =  F.,^{i:  d)  +  ,S"3, 

12)  Aii(i>«)  =  ^ii(/';  «)  +  '^'3; 

]  3 )  P,22  (r,  a)  =  ( - 1)^  "^  'i-;,  (i-,  fl )  +  >S'„ 

14j  -P212(^^   «)  =  ^21  («^'^   «)  +  '^07 

n 

15)  P,2i  (i'j  «j  =  (-  0' ^\i  ('"7  ^' '  +  ^6y 

16)  -PüOlC^V   «)  =  ^Oü('":   «)  +  '^37 

«4-1 

17)  Po32(r,  a)  =  (-1)    ''    F,,{v,  a)  +  .S;, 

18)  ■f'302C^>  «J  =  '-^soi/"'  «J  +  '^'ü; 

n 

19)  P,,, (  r,  a)  =  (-  \fF,,iL;  a)  +  S, 

II.  fi  =  1  mod  2. 

20)  -Poio(n  «)  =  ^01  (''5  «J  +  ^i> 

21)  Po.,o(i-,  ö)  =  F^^(i\  a)  +  ,*?,, 

22)  F,,,(c,  a)  =  F,,{i;  a)  +  S^, 

23)  i-'323(^S«)  =  ^32(0«)  +   ''''27 
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24) 

-^100  ^'"7 

«)  =  ^10  OS   ^')  +  '^3  7 

25) 

^  18U  V'-I 

o)  =  -  iF^^iv,  a)  +  ,S;, 

26) 

^  203  (*'l 

«)  =  ^'^2o('"5  «)  +  '^'o; 

27) 

-'  233  \  ^'j 

«)  =  F^z(i;  ^0  +  '^37 

28) 

^inO\ 

n-\-l 

29) 

A2i(^% 

a)  =  (-l)    ^'    i^,,(r,  a)  +  >5,, 

30) 

-^212  (''; 

«4-1 

31) 

-t  222  (^'5 

«)   =    (-!)      --^     i^,2(^7^0   +   '^27 

32) 

-M)01  (^'7 

a)  =  F,,{c,  a)  +  S,, 

33) 

-^030  (^*? 

n 

34) 

-^302  (^'7 

a)  =  i  .F^^{v,  a)  +  S^, 

35)  P33,(., «)  =  (- 1)' ^  j;3(^', «)  +  >sv 

Setzen  wir  im  ersten  Falle  n  =  0,  so  ergeben  sieh  die  tri- 
gonometrischen Entwickelungen  der  doppeltperiodischen  Functionen 
zweiter  Art. 

§  17. 

Erste  directe  Methode,  die  Primfunctionen  in  trigonometrisclie  Reihen 

zu  entwickeln. 

Die  Methode,  die  im  vorigen  Paragraphen  angewandt  worden  ist, 
um  die  Primfunctionen  in  trigonometrisclie  Reihen  zu  entwickeln,  muss 
als  eine  in  directe  bezeichnet  werden.  Wir  wollen  nun  versuchen, 
einige  directe  Methoden  aufzustellen,  welche  zu  der  Lösung  desselben 
Problems  führen,  hierbei  aber  kürzer  wie  bei  der  indirecten  Methode 
verfahren. 

Wir  denken  uns  dazu  die  Function  vorgelegt: 

.  .       ,       &^[{n-\-i)v  +  (,n  +  l-)a,(n  +  l)T] 

i)  q){v,  0)  = , 

#o(v,T) 

so  kann  dieselbe  jedenfalls  in  einem  gewissen  Bezirk  in  der  Form  dar- 
gestellt werden: 

2)  ^'■b2r.e^''''"'. 

CO 

Hierbei,  wie  überhaupt  bei  den  folgenden  Betrachtungen  dieses 
Paragraphen,  nehmen  wir  u  als  eine  ungerade  Zahl  an. 
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Setzen  wir  ferner: 
.,.    ., ,.,  ^,^_&i[(n+l)v  +  (n+l)a,(n+l)r]       ^,[(n+l)a,(n+\)r]      1 

so  folgt  der  Ansatz:  , 

Wie   leicht   folgt,   sind  wir  berechtigt,   links  und  rechts  in  dieser 

f 

Formel  an  Stelle  von  r:  v  -\-  —  zu  setzen. 

dt 

Wir  erhalten  dann  auf  der  linken  Seite  den  Ausdruck: 

-jr/[/.r+(t+i)«]     -  \  ^(Mn  +  1) t^  +  (n  +  l)ff,  {n  +  1)tj 


sin 


'^G  +  D 


auf  der  rechten  dagegen: 

Unter  solchen  Umständen   erhalten  wir  für  qo  (r,  (i)  einen  zweiten 
Ausdruck,  nämlich:  „ 

5)  (p(v,a)  =  e  q^F, 


Slll 


Setzen  wir  in  dieser  Gleichunsr: 


1  1        .     X 


.sm^(t-  +  |) 


so  erhalten  wir  für  cp(v,  a)  eine  zweite  Reihe,  die  nach  steigenden  und 
fallenden  Potenzen  von  e'^"^  fortschreitet. 
Durch  Vergleichung  ergiebt  sich: 

vorausgesetzt,  dass  die  Ungleichung  stattfindet: 
und  gesetzt  ist: 

Für  die  übrigen  Werthe  von  r  erhalten  wir: 

n 
hr^q       ^  .1  .q^  .Cir-n 
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Setzen     wir    an     Stelle    von    r:  —  r,    so    können    wir    die    letzte 
Gleichung  schreiben: 


h^or  =  q     ^ .  X  .  q 


■^r  —  n, 


WO  nun  )•  leicht  angebbare  Werthe  besitzt. 

In  dieser  Gleichung  setzen  wir  an  Stelle  von  r:  >'  —  n,  so  er- 
halten wir: 

3n_ 

7)  h_.2{r-,.)=  q^         ./..C-2r  +  n- 

Man    überzeugt    sich   ferner   unmittelbar,    dass    die   Relationen  be- 
stehen: .  .  .  -  \ 
cf(—  V,  —  a)  =  fp(v,  a),     ^{—  V,  —  a)  =  ^(i',  a). 

Sieht  man  die  Grössen  h  und  r  als  Functionen  von  n  an,  so  wird: 

&_2r(—  a)  =  h2r{(t), 
f_(2r  +  l)(—  ff)  =  C-2r  +  l(«)- 

Setzt  man  daher  in  Gleichung  7)  an  Stelle  von  a:  —a,  wobei  zu 
beachten  ist,  dass  hierfür  A  in  seinen  reciproken  ^^'erth  übergeht,  so 
erhalten  wir:  3„ 

h_2ir-n)i—  a)  =  q^  A-1  f_2r  +  »(—  d) 

oder  also:  3„ 

&2(*— «)  in  )  =  q^  X~^  C2r-n  (a)- 

Setzen  wir  diesen  Werth  oder  besser  gesagt,  den  hieraus  folgenden 
Werth,  von  C2;-_„(«)  in  Gleichung  6j  ein,  so  erhalten  wir  für  h^r 
den  Ausdruck: 

8)  -  2.,V-T  ,„■,.+„.  ■M!!+iHMiH+,/,-».<,=.,(,+....,,,,_.,. 

Hieraus  folgen  die  Darstellungen  9): 

_  ,^^,&y[{:n^\)a,(n-^\)x\    ^^      (2m-l)7r.((,-fl)a-^^nr  +  rr) 

'^1  i 


A,  r=  g— 2jUW>('«-f  l)a-A':i'f(i"'i  +  -'r)/^., 


2r  +  2fin, 

•2  m  — 1 


^',  4-' 
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So  haben  wir  Recursionsformeln  gefunden,  mit  deren  Hülfe  es 
möglich  ist,  die  Entwickelimg  der  Function  q)(r,  <i)  in  trigonometrische 
Reihen  wirklich  herzustellen. 

In  der  That.  jedenfalls  kcinnen  wir  schi'eiben: 

10)      (f{v,  a)  =  Z/„+  &,6-''^'"«'+  •  •  •  ?/2.— .'-"'("-''"+  .S,  +  S.,, 


X  n  —  1 


St  =  y,''    y^'-hr-'nu-e'""^'-"^^' 


1  (t 

Die  Ausdrücke  ?>2r  +  2n/(  können  vermöge  der  angegebenen  Recursions- 
formeln durch  die  Grössen  h.2r  ersetzt  werden.  Es  ergeben  sich  dann 
zweierlei  Arten  von  Gliedern.  Erstens  erhalten  wir  solche,  die  den 
Factor  h.2r  besitzen,  zweitens  solche,  bei  denen  dasselbe  nicht  der  Fall 
ist.  Die  Glieder  der  ersten  Art  können  leicht  bestimmt  werden.  In 
der  That,  der  Factor  von  h->r  wird: 


i 


oder  also  gleich: 

c-'^'''  ?t^\:nv  4-  (n  +  1)«  +  rr,  nr]. 

Etwas    schwieriger    gestaltet    sich    die    Summirung    der    übrigen 
Glieder.     Für  einen  festen  Werth  von  y.  ergeben  sich  aus  der  Summe: 

X  n  —  1 

1  0 

die  Glieder:  .  . 

wobei  gesetzt  ist: 

/  1  \  n  — 1 

(2a  — l)(n  +  l)  /TTf-f- (jU*— —l  nTTir    •^--i      ,,         ,,         .^_. 


lll 


^ 


^^(2;.-3)(.  +  l)«ri  +  (,.'_^-:)„^,r"     4^^^,._,^_g^^^^.,^.^^ 


+ 


,     ,   ,,         .    ,    /  l\njnT  n  —  l 

('  \  2  /  -^  ^f^r    g-TTU 


Die  Summen  können  in  eine  einfache  Form  gebracht  werden  und 
zwar  lauten  dieselben  der  Reihe  nach: 
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][  Q2fi  —  l    ß27iiv 

\  ^(2/1  —  3)»    g2ninv 


]^  ^2/t  — 3    ß2Tiiv        ' 


1  —  q  .  e-^'" 
oder  also  wir  erlialten  für  31  die  Form: 

12^  jf  ''■v...j--+-""r"+»»+"('-^)]i"-/-"°-+"- '"'" 

0 

Dieser  Ausdruck  ist  für  31  einzusetzen   und   die   Summe  nacli  a 
von  1  bis  cc  zu  nehmen.     Als  Factor  von: 


ergieht  sich  hierbei  die  folgende  Grösse: 

^1        e  .q  i_qß2niv 

„(•2 L^    1  «"     f,2mcie 

Wir   wollen  jetzt    alle    Glieder    zusammenfassen,    die    den   Factor 
besitzen: 

A2m-l)(n  +  l)nia,,     "T'        2 )      ^        '^  '  ^ 

^  1_  «2m  — i    g2Ä«» 

Dieselben  lauten: 

f.nm(2m  —  1)    ^2  n  m  1t  i  V  _[_  f,n{m-\-l){2m  —  1)    fi2n(m-\-X)7liv    \    .  .  . 
oder    also:  „nmCim  — l)    g2nm«i» 


1  Qn{2m  —  1)    g2njrip 

Das  Product  der  beiden  Glieder  ergiebt: 

ß(n-\-l){2m —l)itiaQ    \'         -i )     ^nnnii 
1  Q2ni  —  1    niniv 
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Dieser  Ausdruck  ist  nach  m   von  1   bis   oo    zu   summiren,   sodass 
wir  schliesslich  erhalten: 

.   d-J(n-{-l)a,(n  +  1)t\    ^^      e{n+l){2m-l)niaf^\            iJ^inmniv 
~  ^"^  ^ ^7  "2/'" l-ri2m-i,2ni, 

Genau  so  würden  sich  aus  der  zweiten  Summe  die  Glieder  ergehen: 

l[(n  +  l)a,  {n  +  l)r]    ^      g<>+l)f2m-l)7t.-a_  ^"T  ~  47    ^inm-nir 


^711 — i > 


^1  ^  1  -  (/"'-K  e 


2m  — 1    piniv 


Daraus  folgt,   dass   die  Summe  aller  Glieder,   die  nicht  mit  einer 

der  Grössen  h-^r  multiplicirt  sind,  lautet: 

(        i\ 

I  7j  I  7/j2 I 

^l[(w  +  l)r(.,  (m  +  1)t]     ;^     e(n  +  l)(2m-l)7r.-fl,g    V  ^}  f,2nmniv 


^T^\\n^  x)a,  \^ii-r  i;tj    -^ri 

^  TCl TT >  n 


oder  auch:  ~^' 

13)  ^M^i±i>>±i}l],/«-l);r,t..^^ 

/       ,     2  m— 1      ,n  — 1\ 

n(2m-l)Jrj  (if-i ; 1-\ — ~-t\ 

___.  g  V  4  in      J 

^^  \      /     ,   2m-l 


.      /        2m -1   \ 

SlUTCiv  -\ T  I 


Damit  haben  wir  aber  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen,  von 
unwesentlichen  formalen  Aenderungen  abgesehen,  wieder  gefunden  und 
sind  auf  systematischem  Wege  zu  einer  der  Restfunctionen  gelangt.  Die 
übrigen  können  auf  analogem  Wege  gefunden  werden  oder  aber  nach 
angegebenen  Methoden  aus  der  einen  abgeleitet  werden. 


§  18. 
Zweite  directe  Methode,  die  Primfunetionen  in  trigonometrische  Reihen 

zu  entwickeln. 
Viel  Aehnlichkeit  mit  der  soeben  entwickelten  Methode  hat  eine 
zweite,  bei  welcher  an  Stelle  der  Entwickelung  nach  Potenzen  von 
e^'"  sogleich  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  von  e^'"  und  e^"^  an- 
gesetzt wird.  Aus  diesem  Grunde  begnügen  wir  uns  damit,  sie  an  dem 
Falle  der  Functionen  zweiter  Art  durchzuführen.  Jedenfalls  sind  Avir 
berechtigt,  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  von  v  die  Entwickelung 
anzusetzen: 


.%(v)  ^  ^ 


r>       —  X 


In   dieser  Entwickelung  kann  a   alle  endlichen   W'erthe  annehmen. 
Setzen  wir  an  Stelle  von  «:  «  +  r,  so  wird  einerseits: 
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%{r  +  a  +  T,T)  ^r         ^  '^r  d-^jv  +  a,T) 

und  andererseits  ergiebt  sich  für  die  Grösse  «;-,.,  die  Recursionsformel: 
oder  auch:  «/— i,.-i  =  ^h,., 

2)  (:ir,s  =  «-r  —  s,»- 

Aus  dieser  Formel  folgt,  dass  es  zur  Kenntniss  der  gesuchten 
Coefficienten  völlig  genügt,  die  Grössen  ar,i}  für  alle  Werthe  von  r 
zwischen  +  co  und  —  co  zu  kennen.  Dabei  findet  zu  gleicher  Zeit 
die  Relation  statt: 

3)  Cl>r,{)  =  0_r,  0- 

Genau  so  können  wir  setzen: 

'        &Ar)  ^'       sin  TT  v^^  ^      '      ^ 

Die  Grössen  />,,,  können  genau  so  reducirt  werden,  wie  die  Grössen  ar,s, 
da  aber  ihre  Bestimmung  nicht  in  Frage  steht,  so  beschränken  wir 
uns  auf  Aufstellung  der  einen  Beziehung: 

Jetzt  wird  genau  so  verfahren,  Avie  bei  der  vorigen  Methode. 
Wir  setzen  in  Gleichung  4)    an  Stelle  von  v:  ?'  +  -y 

Durch   Coefficientenvergleichung  ergiebt  sich  die  Relation: 

In  dieser  Gleichung  setzen  wir  an  Stelle  von  /•:  —  >•,  so  erhalten  wir: 


oder  also: 

/2r  — l\ü 

V — 5 — /  /2/-  — 1\3 

Mithin  ergiebt  sich  die  Recursionsformel: 
oder  auch  die  Formel: 

,,  |..,„..^==-|:;(.(-^)"-.(-^r...(-i)..(--^)') 
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Diese  Formel  lehj-t  alle  Grössen  a,^^  kennen,  wenn  a^,,^  gegeben 
ist,  sie  giebt  aber  auch  tif,»  unmittelbar  in  expliciter  Gestalt,  indem 
wir  n  =  ao   setzen.     Wir  erhalten  dann  den  Ausdruck: 

^  0 

Wir  kommen  auf  diesem  Wege  zu  Functionen,  die  schon  im 
ersten  Bande,  §  29,  betrachtet  worden  sind.  Setzen  wir,  wie  am  an- 
gegebenen Orte: 


o^o 


^ 


so  erhalten  wir  das  Resultat: 

27t  &,{v)  ^  ^     '     '     ^ 

oder  auch:  ,        , 

—  X       —  X 

Diese  Form  ist  um  dessentwillen  von  Interesse,  weil  die  Coef- 
ficienten  sich  in  überaus  einfacher  Weise  mit  Hülfe  der  Grössen  ar  aus- 
drücken lassen.  Von  der  früheren  Darstellung  ist  sie  verschieden, 
indessen  ist  die  Reduction  auf  dieselbe  nicht  schwer.  Wir  deuten  sie 
kurz  an. 

Wenn  s  eine  positive  Zahl  ist,  wollen  wir  den  Factor  von  (?-^'<^' 
schreiben: 

—  r.  0 

wenn  .s  eine  negative  Zahl  ist,  schreiben  wir  ihn: 

^  /■    ^^'n  f.2rs  —  i^  ( \Y  (r' ''^  '^'     ß^nira^ 

—  X  ü 

In  der  ersten  Summe  setzen  wir: 

r  =  s  +  n  —  Hl , 
so  nimmt  sie  die  Form  an: 

+    X  X 

—  CO  0 

oder  also  auch:  x 


L 


'%(«>  t)  2^"  ("  l)''7^(-"  +  i)c'^"'(^''+i). 


108         §  !''•    T)ritte  direrto  Entwickeluncr  iler  Primfunctionen  in  lleihcn. 
Aehulich  kann  die  zweite  Summe  geschrieben  werden: 

X 

0 

Die  weitere  Reduction  auf  die  frühere  Form  bietet  keine  Schwierig- 
keit dar.  Die  Convergenzbedingungen  sind  nicht  besonders  hervor- 
gehoben worden. 

§  19. 
Dritte  directe  Methode,  die  Primfunctionen  in  trigonometrisclie  Reihen 

zu  entwickeln. 

Wesentlich  verschieden  von  den  bisher  betrachteten  Methoden  ist 
die  folgende,  die  sich  auf  die  Multiplication  zweier  unendlicher  Reihen 
stützt.  Es  ist  unter  Hinzuuahme  der  in  §  29  des  ersten  Bandes  ent- 
wickelten Reihen: 

^  2n^,{vfr)  Zj   Z^     '"' 


■  QC  OC 


wobei   sich   vermöge  der  Regeln  über  die  Multiplication  zweier  unend- 
licher Reihen  die  Grössen  1),.^  in  der  Form  ergeben: 

n\r-\ 1  —  I.S — - — nr\ 

2 

Aus  dieser  Darstellung  folgt  die  weitere: 
^^  2%.^Av,r)  Zj   Zj'   "'" 

Hierbei  ist  n  als  eine  ungerade  Zahl  vorausgesetzt. 
Ist  dagegen  n  eine  gerade  Zahl,  so  folgt: 

-^  2nd-Jv,t)  Z  Z     ''*'' 

wobei  die  Grössen  h,;s  die  Form  haben: 

2 

Aus  dieser  Darstellung  folgt  die  weitere: 

o,.-(-ix+.,;.,;('+i)"-"-"-„,_„. 
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So  haben  wir  eine  cremeinsame  Darstellung  gefunden,   welche  so- 

O  TD      ^  ' 

wohl  für  gerade  als  auch  ungerade  Werthe  von  n  gilt.  Auf  die 
Wichtigkeit  dersell)en  braucht  kaum  näher  eingegangen  zu  werden.  Sie 
l)esteht  darin,  dass  keine  unbekannten  Coefficienten  in  der  fertigen 
Formel  mehr  enthalten  sind,  sodass  alle  Schwierigkeiten,  die  in  der 
Bestimmung  dieser  Coefficienten  liegen,  von  selbst  entfallen. 

Freilich  sind  die  soeben  untersuchten  Functionen  verschieden  von 
den  in  den  frühereu  Paragraphen  behandelten  und  zwar  unterscheiden 
sie  sich  um  den  Factor  d-^ina,  nr).  Um  unter  solchen  Umständen  die 
Darstellung  der  ursprünglichen  Functionen  zu  erhalten,  muss  dieser 
Factor  %-Q{na,nx)  abgesondert  werden.  Wir  wollen  der  Einfachheit 
halber  dieses  Problem  nicht  im  allgemeinen  Falle,  sondern  nur  im  Falle 
;^  =  1  durchführen.  Hierbei  kann  dann  ganz  analog  verfahren  werden, 
wie  im  vorigen  Paragraphen,  daneben  führt  aber  auch  die  folgende 
Untersuchung  zum  Ziel. 

Im  Falle  n  =  1  wird: 

^  27t. ^^{v)         Zj   Zj     ''' 


,.=  ;.(- ir+i5KT)-^^-')\,_ 


Cr 

Diese  Reihe  multipliciren  wir  noch  mit: 

;r^o(rt,T)' 
so  erhalten  wir  die  Darstellung: 


L 


^^      2%'.^^{v)^^{a)  "  Zj   Z      "' 


X,         —  X 


>5      /        -,^«     C^y-(^-r>.T-(r-..Y 


Es  lässt  sich  diese  Darstellung  in  eine  bedeutend  einfacher»  Form 
bringen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  Coefficienten  der  Gleichung  Genüge 
leisten : 

«j  -4^,.s==  —  -4— /■— 1,  — s— 1- 

Dann  aber  wird: 

oder  wir  erhalten  nach  leichten  Reductionen: 
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Ist  demnach  s-  verschieden  von  —  1 ,  so  folgt : 
9)  .4,,.,+  !  =  ./'■+ ^.4,,,. 

Genau  so  wird: 

10)  A,.+,,,^  r^+'A,,, -^  {~ry+^r,     '  '^   ■'  2(-i)"v/"'('-+i).«,,. 

Ist  also  r  verschieden  von  —  1,  so  wird: 

11)  Är-.,,s  =  <f'  +  '.Ar,.. 

Ferner  folgt  aus  unseren  letzten  Formeln: 

.  .  —0' , 

Ao.i)  =  q  .  A-ij,  +  q---, 

A_r,,  =  q-KA_u-i  +  q      ~  ^^ 

oder  also  wir  erhalten  die  Beziehungen: 

—  y  —  ö"' 

12)  .4o,o  =  ^i.^-i,o+'/'^  =  -vl_i._i  =  -ry..4_i,o  +  7'ir^- 

Hieraus  folgt:  i      , 

13)  ^-^^-^-'r-^z' 

oder  also  wir  erhalten  für  positive  r  und  .s: 

14)  .4..,.  =  7"^         li- 
Ferner  folgt:  \  \  c\ 

und  damit  allgemein: 

15)  A,  =  0, 

falls  eine  und  nur  eine  der  beiden  Zahlen  >•  und  .s  negativ  ist.  Sind 
beide  negativ,  so  ersieht  sich  der  dazu  gehörende  Werth  des  Coeffi- 
eienten  aus  der  Gleichung: 

16j  .4,,,  =  -.4_,_i,,_i. 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  bekannten  Resultate. 


§  20. 
Specielle  Discussion  des  Falles  n  =-  1. 
Es  sollen  nunmehr  einige  Anwendungen  der  gefundenen  Resultat«' 
gegeben  werden.  Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  n  =  0  gesetzt  wird, 
sich  Reihenentwickelungen  für  die  doppeltperiodischen  Functionen 
zweiter  Art  ergeben,  aus  denen  für  a  =  (J  unmittelbar  die  schon  im 
ersten  Bande  aufgestellten  Entwickelungen  der  gewöhnlichen  elliptischen 
Functionen    sich  ergeben.     Die  Entwickelungen  der  Functionen  zweiter 
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Art  sind  seit  längerer  Zeit  bekannt,  die  von  uns  gewählten  Foi-men 
unterscheiden  sich  theilweise  von  den  Formen  bei  andern  Mathematikern 
z.  B.  Scheibner  und  zwar  dadurch,  dass  (i  um  t  vermehrt  worden  ist. 
Auf  den  Fall  n=0  folgt  der  Fall  n  =  l.  Derselbe  soll  jetzt  näher 
ins  Auge  gefasst  werden  und  zwar  von  vornherein  für  den  Fall  d  =  0. 
Es  bleiben  dann  im  Ganzen  zwölf  Quotienten  zu  betrachten  übrig,  da 
vier  vo]i  den  sechszehn  möglichen  Quotienten  thatsächlich  ganze  trans- 
cendente  Functionen  sind,  wie  sich  aus  den  Formeln  ergiebt: 

&,(0,  2r)  d;.&,      ' 

Die    besten    Ausdrucksformen    ergeben    sich    nun    im    allgemeinen 
Falle,  wenn  wir  von  den  Doppelsummen  ausgehen. 

Wir  nehmen  als  speciellen  Fall  für  'u  =  1  die  Function: 

1)  Ff,Av,a)=  -. h4'V'«  ^rff'n'+c^>--^)'".sln\7ir{2))i  +  2y-l)+4:7i(())il 

s/n  71 V      jLj   jLj  /  1. 

1        1 

wobei  dann  a  =  0  zu  setzen  ist.  Führen  wir  einen  anderen  Summations- 
index  ^  ein,  der  mit  rn  und  r  durch  die  Gleichung  verbunden  ist: 

2w  +  (2/--1)  =  2|u  ~1, 
so  können  wir  die  Doppelsumme  schreiben: 

4^^  (}^^^  .S,  .  siu{2^  +  l)nc, 
1 
oder  wir  erhalten  die  Formel: 

71  d'^(v,r)  ^^^,{0,2t)      sniTiv        ^  .  ^   >  / 

robei  gesetzt  ist:  .,  .,  ., 

^,=  ,    U)+,-(t)  +  ...,-("-7). 

Ganz  analog  wird: 
3)  /^     ' — /^    [  ,  =  4  >  V/"  \Su.  sin  2  u  71  r. 

Durch   die   Substitution   halber  Perioden   ergeben   sich   aus  diesen 
beiden  Formeln  die  zwei   andern: 

7E#3(ü,TJ#o(0,  2t)  ^^  ^  ^  ■ 

O)      —  ^  ,"^      ' — ,,     X  X  = h4  >(-  IV'  7  ■       -'[  S,,.cos(2u->r\)nv. 
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Ganz  analog  können  die  fehlenden  acht  Formeln  aufgestellt  werden 
und  zwar  wird  es  nur  nötliig  sein,  vier  derselben  auf  directem  Wege 
zu  entwickeln,  die  vier  andern  ergeben  sich  dann  durch  Substitution 
halber  Perioden.  Wir  wollen  dazu  der  einfacheren  Schreibweise  wegen 
analoge  Bezeichnungen  einführen,  wie  es  Biehler  gethan  hat. 

Wir  setzen: 

00 

^   Z(;v)  =  4  V(-  iy+'qf'\  Bf,  .  cos2^nv, 

1 

2^  +  n2 


6) 


f^(^')  -  ^.  +  4  y(-  1)^/'^    ).B,,.  sin  (2^  +  l)m^, 


srnnv 


1 


^1  (v)  =  -  4:^(f'.  Bf,  .  cos  2^7cv, 

1 


U,{v) 


1 


cos  7t  V 


+  4  y^c/"    ''    '.Bf,,  cos  (2^  +  l)7tv, 


1 


B,,  = 


q     --q 


(-1) 


ß-iq    \    2    / 


7) 
8) 

10) 


Bei  Einführung  dieser  Bezeichnungen  erhalten  wir  die  Ausdrücke: 
1       d-^(2v,2r)&\ 


TT  ^,{v,x)^^{i),2x) 

1       .%(2^;,2r)^\ 

n  ^,(^,T)^3(0,2r) 

1       #3(2?;,  2t)^'i 


=-^20  •  ^o(^)  +  ^(^); 


TT    ^,(r,  t)^3(0,  2t) 
ferner  ergiebt  sich  durch  Substitution  halber  Perioden: 
1       i&^{2v,2x)%>^ 


11) 

12) 

13) 

14) 


1       ^^{2v,2x)^\ 


=    ^30    .    ^3(«^)    +    ^(^); 


jr  ^2('i;,r)^,(0,2r) 

1       {^,(2is  2x)^\ 

n  ^^{y,x)^^{^,2x) 

1       '9-8(2«;,  2t)^', 


;^  =  -^,,.^,(«;)-C/,(tO. 

=  -^2O-^3(^0-^(^'); 

=  ^31-    ^2(^0+    C^l(^). 


%    ^^{v,x)^^{S),2t) 

Die  Constanten  sind  in  diesen  Formeln  unmittelbar  durch  Speciali- 
sirung   der  Argumente    gegeben.     Nimmt   man   nun   bekannte  Formeln 
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der   quadratischen   Transformation   hinzu,   so   ergeben  sieh  unmittelbar 
die  trigonometrischen  Entwickelungen  der  Ausdrücke: 

In  der  That,  es  ist: 

f  »\ii-,  r)  =  ^,(0,  2r)^3(2r,  2r)  -  ^^^(O,  2r).'^,(2r,  2r), 
nO'.  r)  =  ^a(0;  2r)&,(2v,  2r)  -  {^,(0,  2r).%(2r,  2r), 
^\('';  r)  =  ^.(0,  2r)^3(2r,  2r)  +  »,(0,  2r)»,(2v,  2rj, 
t  »\(v,  r)  =  ^,(0,  2r)^,(2i^  2t)  +  ^^3(0,  2r)^3(2z-,  2r). 
Aus  diesen  Formeln  folgt  dann  z.  B: 

16)      ^  =  Ä  .  ^v)  +  -|-[n(0,  2r)  -  n(0,  2r)JZ(r), 

wobei  der  Werth  der  Constanten  A  nicht  besonders  hingeschrieben  zu 
werden  braucht.     Xun  ist  aber  bekanntlich: 


15) 


sodass  wir  die  Darstelluno-  erhalten: 


^-|;(»^.(0,2r)-n(0,20), 


17) 
oder  auch; 


'0      '^0(0 

oder   also    indem    wir    durch  Nullsetzen   der  Argumente    die  Constante 
bestimmen: 


18) 


^.•^. 


Z{0)^,{y)  -  &,  .  Z{v). 


Es   ist   dieses  die  Darstellung,   wie  sie  sich  in  der  Bie  hier 'sehen 


Arbeit  vorfindet.     Genau  so  ergiebt  sich: 


19) 
20) 
21) 

22j 


^.,  .  O-, 


=  Z{0)»,iv)-^^,.i\(i-), 


^0  •  ^.  ^M  =  ^Q)^3('^)  +  »,  ■  Z,{r), 


Krause,    DoiJjieltiieriodisclic'    Fnin  tifiiu-n.    11 
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23) 

^0 

-^Q)^.0)  +  ^3-f^l(0, 

24) 

^0 

^(^)^o(0+   ^3-^(0           , 

25) 

^0 

-^Q)^i  (0+^3 -reo , 

26) 

^0 

C^l(0)^oO-)  +  ^2-^(0            , 

21) 

^0 

-f\(0)^,(0  +  ^2-f^(0  , 

28) 

■^0 

^^(0)^3(0  +  ^2  -^iW          . 

29) 


^0  •  ^3  ?#  =  -  U,(S))U^)  +  ^.  •  C^i(r). 


^.(0 


Etwas  anders  gestaltet  sich  die  Untei"sucliung  der  Quotienten  von 

^^^  ^°^'^^  ^.{v)^,{v) 

^,{v) 

Vier   dieser  Quotienten   sind   unmittelbar   bestimmt.     In  der  That, 
es  gelten  die  Formeln: 

^,{v)^,{v)  ^  ^,{0,2r)%{2v,2r), 

^o(0^30-)=^o(0,2r)^„(2i-,2r). 
Hieraus  folgt  die  Darstellung  der  vier  Quotienten: 


#,(..) 


^,(.) 


und    zwar   so   unmittelbar   aus   den  früheren  Untersuchungen,    dass  sie 
nicht  näher  hingeschrieben  zu  werden  brauchen. 

Wir  nehmen  jetzt  diejenigen  Quotienten^  deren  Zähler  lautet: 
#,(r,r)^,(r,r). 

Nach    den   Regeln   der   quadratischen   Transformation  können  wir 
diesen  Ausdruck  schreiben: 


^. 


i](0,  2r)(^,[i](2r,  2r)  +  ^,[~]^2c,  2r)). 


^„[-J(0,  2r)q-{e^'^-.&}^2v  +  ^,  2r]  +  e-^-\^,\2v  -  |,  2r]) 


oder  auch: 

ri 


§20.    Specielle  Discussion  des  Falles  n  =  l.  115 

Hieraus  folgt,  dass  die  Berechnung  des  Quotienten: 
»,(r,r){t,(r,r) 

zurückgefülirt  ist  auf  die  Berechnung  des  Ausdrucks: 


e"" 


r%{2v  +  |,  2t)  +  .— ".  »,[2v  -  y  2r) 

Nach    unseren    früheren    Betrachtungen    können    wir    diesen    Aus- 
druck schreiben: 

|-  »,{^,  2r)F-^c&,  [v,  +  |-  t) .--  +  ed-,  (r  -  | ,  r)  c-^'^ 
oder  auch: 

wobei  c^  eine  Constante  bedeutet. 

Das   ganze  Problem   kommt  unter  solchen   Umstünden   darauf  liin- 
aus,   den  Ausdruck: 

zu  bilden,  wobei  n  =  1  zu  setzen  ist. 

Wir  wählen   zu  seiner  Darstellung  die  früher  gefundenen  Doppel- 
summen.    Es  ist: 


30)' 


\         4  /       sm  7t  V        jLmi   .^^ 
1        1 

Foi(r, -  ^)  =  -J—  +  4  V«  V/- (^"-'+(>''-i)'». sm[i-;r(2^»  +  2>--  1) -  mnx\. 


Multipliciren    wir    die    erste    Gleichung    mit    r'"'",    die    zweite    mit 
f  —  nic  yjjj  addiren,  so  ergiebt  sich  zunächst  das  Glied: 

2  cotang  n  v. 

Das  allgemeine  Glied  in  der  Summe  nimmt,  von  dem  Factor: 

abgesehen,  die  Form  an: 

e'^'''..sin[v7t(2m  +  2r  —  1)  +  ^;/ ;rr |  +  c-"^''' .si)ilcn(2iit  ^'Jr—  1)  —  m7tT\. 
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Diesen  Ausdruck  köuneu  wir  selireibeu: 

q'^.sin  V7i(2))i  +  2>")  +  q-'".sinvTi{2ni  +  2y  —  2). 
Sehen  wir  daher  von  dem  Glieder 

2  cotangi^jt 
ah.  so  erhalten  wir  auf  der  rechten  Seite  den  Ausdruck: 

4  V/«  V''^"*'^^'"'"-  -^''^  i*^(2^»  +  2r)  +  4  y«V'- (?"'-+ (-''-- 2)« 
11  11 

.  sin  V7i(2 m  -\-2r  —  2), 
oder  auch: 

XX  X 

8"y.'.''-'yrg«'+-''-'".  smi-;r(2>»  +2r)  +  42mg'"-.  sitt2v7i))i. 

11  1 

Diesen  Ausdruck   kann   man  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
schreiben:  x 

4  'ym5"'^  Ä,n .  sin  2m  vn, 
1 

Am  =  i  +  2fr^+2rr'^---2fr^'—'y\ 

oder  also  wir  können  den  Quotienten: 

e^^\^,{2v  +  |-,  2r)  +  .-"'>.  ^^(Si'  -  |.  2r) 

in  die  Form  bringen: 


2n 


^ O'of  — ;  2t j  icotaiig  uji  +  2  '^mq'^''.A„^.sin2/n  v:i]  -\-  c\.  %(v,  r). 
^  1 

Die  Constante  (\  ist    gleich  Xull,    wie  man  sich  tiberzeugt,    wenn 

V  =  -^  gesetzt  wird. 

Mithin  erhalten  wir: 

^,     ,^.     ,      2:tg^.  V(-s^'2r) 

Nun  ist  aber: 

r/^V(|,2r)  =  -^^,(0,r)^,(0,r), 

sodass  wir  schliesslich  erhalten: 

31-)       ^'  '  yil^"*^"^  =  cotamjTiv  +  2^mg'"^.l„.6■m2m^'3r. 
1^  y  j^ 

Es   ist  diese  Formel  schon  von  Biehler  in  seiner  citirten  Arbeit 
aufgestellt  worden. 
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Genau  so  würde  sich  ergeben: 

32)  »»■»^(^■yo(^-)  ^  22'».(~  1)"-.,'^*".  .4„..™.(2,«  -  1),-., 

und  durch  Substitution  halber  Perioden,  indem  an  Stelle  von  v  gesetzt 
wird  r  +  ^: 

Es  bleiben  noch  vier  Quotienten  zu  betrachten  übrig.    Um  sie  zu 
erledio;en,  muss  die  Formel  genommen  werden: 

f=e^'''.»,(2v  +  |,  2r)+  .---•.  ^3(2^  -  ^,  2r), 

im  Uebrigen  kann   genau  wie  vorhin  verfahren  werden.     Wir  erhalten 
die  Resultate: 

35)      ^\.%{v)^M  _  22(-l)"'-v/^)'5,„  .  cos(2n>  -1)..t, 

B^=l  -  2q-'  +  2q-\  .  .  2(-l)"'-'ri-("'-i)'. 

Die  Summen  sind  nach  ni  von  1  bis   x   zu  nehmc^n. 
Hiermit    sind    die    Formeln    sämmtlich    entwickelt,    die    im    Falle 
n  ==  1  aufgestellt  Averden  sollten. 
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§  21. 

Untersuchung   des  Falles,    dass   die  Zahl   der   Unendliehkeitspunkte 

grösser    als   die    Zahl  der   Nullpunkte    ist,     Indirecte    Methode,    die 

Primfunctionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  entwickeln. 

Wir  wollen  jetzt  zu  dem  Fall  übergehen,  dass  die  Zahl  der  Unendlieh- 
keitspunkte grösser  ist  als  die  Zahl  der  Xullpunkte.  Als  Primfunctionen 
fanden  wir  in  diesem  Falle: 

K(v  -  ^0 
d-ß{v  —  b)d-y(iiv,nr) 

Da  a  und  b  völlig  willkürliche  Grössen  sind,  so  können  auch  die  In- 
dices  a  und  ß  beliebig  gewählt  werden.  Wir  wollen  sie  gleich  Null 
setzen,  y  kann  die  Werthe  0,  1,  2,  3  annehmen.  Die  Betrachtungen 
bleiben  in  jedem  der  vier  Fälle  ganz  analog.  Wir  wählen  y  =  0,  be- 
trachten also  die  Function: 

1)  /■(,)  =  ^o(^'  -  ^0 

^  '^^       '^o(t'-6)#o(«r,WT) 

Hierl)ei  wollen  wir  h  der  Beschränkung  unterwerfen,   dass  es  von 

—  verschieden  ist  (/.•  Null  oder  eine  ganze  Zahl). 
n 

Die  Function  /'(r)  genügt  den  Gleichungen: 

„.  |rO-  +  i)=n.), 

wird   überdies  unendlich   gross  an  denjenigen  Stellen,   an  welchen  ent- 

^^^^^•^^•-  ^,(r-  -  fe)  =  0 

oder:  .%,(^n  v ,  n t)  =  0 

wird  und  zwar  überall  von  der  ersten  Ordnung. 

Es  soll  nun  versucht  werden,  Functionen  herzustellen,  die  den- 
selben beiden  Bedingungsgleichungen  Genüge  leisten  und  überdies  an 
den  definirten  Stellen  von  derselben  Art  unendlich  gross  werden,  wie 
die  vortjelegten  Functionen.     AVir  definiren  dazu  erstens: 

3)       g'(0  =^'"  (-  ir 'J.a^^n,+i_^^ 

Als  Function  von  /•  ])etnicbt('t,  hat  dann  (f{r)  die  Unendlichkeits- 
punkte —  von  ganzen  Zahlen  abgesehen: 

V  =  b  -\ ^ —  T. 


§  21.    Keilienentwickelung  der  Priiufunct.  im  2'«"  Falle.  Iiidirecte  Mutliode.      119 
Ferner  ist:  r     i   ^\         r  \ 

Um    diesen  Ausdruck    in   eine    übersichtlichere   Form    zu   brinu'en. 
bilden  Avir  die  Function: 

Dieselbe  hat  die  Form: 

+  il  f,2n  i[hmn-\-v-\-ii,(a  —  b)-\-nv]    ^n{in^-\- m -{-l) 

^2ni{a-b)  ^,^  f    lY« ': -Ji 

—  X 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Ausdruck: 

Tf{l-  +  t)  +  e27r/(«-/>)  +  ;r.n(2r  +  r)_^(^^.^ 

die  Form: 

3  n— 1 

0 

Nun  nehmen  wir  zweitens  die  Functionen: 


5)  9'.00=y'"(-l)'"- 


.  e^ 


—  » 

bei  welchen  gesetzt  ist: 


Diese  Functionen  werden  dann  unendlich  an  den  Punkten: 

X        2m  +  1 
w  2 

wenn  man  wiederum  von  ganzen   Zahlen  absieht. 
Ferner  ist:  ^  /„    i   i\       ^  /,a 

während  sich  für  cp^iv  +  t)  der  Ausdruck  ergiebt: 

i-i  /-/«('n- +  '«  +  !)     /."iniv     ,äjiim(a—b)      .^«(2/«+!) 

—  X 

Wir  bilden  nun  analog  wie  vorhin  den  Ausdruck: 
Für  denselben  ergiebt  sich  die   Form: 

^2  n  i  {a  —b)  "^„,  /       1  \n- '-—- rV — : '■ 
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Unter  solcheu  UmstHnden  können  wir  die  Grösse: 

in  die  Form  bringen: 

0 

Denken  wir  uns  nun  die  Function  f(r)  um  den  Punkt: 

herum  entwickelt,  so  lautet  der  Factor  von: 

1 


V  —  h  —  — 


7)  i?  =  le»'[a  +  («-l)«].^4        ^l(^  ^') 


Denken  wir  uns  ferner  die  Function  /'(/•)  um  den  Punkt: 

y.         T 
'■=«+2 
herum  entwickelt,  so  lautet  der  Factor  von: 

1 


X  T 


1  1  ^ 


^{"-^) 


"■9'..*.(*"^) 


wobei  unter  d\  derWerth  des  ersten  Differentialquotienten  von  if^(nv,nT) 
nach  seinem  Argument  für  den  Xullwerth  des  letzteren  verstanden  ist. 
Setzen  wir  nun: 

n— 1 

9)  <I>{v)  =  R  .  cp{v)  +^.  JR, .  9),(i-); 

u 
SO  folgt  leicht,  dass  3>(i-)  der  Gleichung  Genüge  leistet: 

0fl^  _|-  t")  =  _  ß—2Tl i {a  —  (>)  +  n<  n(-2v  +  t)  0^f.\ 

Der  Beweis  dieser  Gleichung  kann  auf  mehrfachem  Wege  gegeben 
werden.  Erstens  kann  er  mit  Hülfe  allgemeiner  Sätze  aus  der 
Functionentheorie  gegeben  werden  und  zweitens  mit  Hülfe  einer  Theta- 
formel,  die  mit  leichter  Mühe  aus  den  Principien  hergeleitet  werden 
kann,  die  sich  im  ersten  Bande  befinden  und  zuerst  von  Enneper 
aufgestellt  worden  ist. 
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Die  Formel,  deren  Beweis  füglich  übergangen  werden  kaun,  lautet 
für  imscerade  ii: 


n  .  0',  .  d-^(u  +  lur,  nT)d-n{c,  t) 


y<- 1> 


^i(r  +  ""+^'0 


^0 


Setzen  wir  an  Stelle  von  r:  r  —  -_-?  von  ir:  h'-\-'-^j   so  erhalten  wir: 


-O-'i .  '9-i(«?t',  nT)d'^(v,  nr) 


=2- 


*■("■+-'•  0 


oder  wenn  Avir  an  Stelle  von  r  und  ir  die  Grössen  a  und  i  durch  die 
Gleichungen  einführen : 

r  =  a  ~  b,     ir  =  b, 


n  .d\.  »i[a  +  (n  -i)b,UT\», 

Q-\  .  d-^(^nb,  nt)d'i(a  —  b,  nr) 


,(a  — ö,  t)       '^-i        ^\         n      ' 


-2" 


^G-^0 


Setzen    wir   endlich   an  Stelle   von  h:  b  —  rr,   so  erhalten  wir  das 
Resultat: 

i>  .  ö\  .  O-Jg  +  0^  -  l)b  +  rr,  nr]  .  d-^{a  -  b,  t) 


10) 


n-l    f 


^l"-;^) 


*^(^-|) 


Eine  ähnliche  Formel  gilt  für  gerade  n. 

Hieraus  folgt  dann  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung, 
welcher  ^(r)  Genüge  leisten  soll.  Somit  leistet  ^{v)  denselben  Gleich- 
ungen Genüge  wie  f{v).  Da  auch  die  Unendlichkeitspunkte  über- 
einstimmen und  die  Art  des  Unendlichwerdens  eine  analoge  ist,  so  folgt: 

^       .\{v  -  b)»,{nv,  nr)         \       '^^     ^ Zj  ^'^  V 

Die  Constante  r  folgt  leicht: 

r.  =  —  2ni. 

Damit  ist  das  gestellte  Problem  gelöst. 

Die  soeben  näher  ausgeführte  Entwickelung  unserer  Primfunctionen 
beruht   auf  der  Einführung   einer  Reihe  neuer  Functionen.     Alle  diese 
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Functionen  können  mit  Hülfe  einfacher  Operationen  auf  die  Appell- 
sche  Function  zurückgeführt  werden,  die  wir  bei  denjenigen  Functionen 
betrachtet  haben,  die  mehr  Nullpunkte  als  ünendlichkeitspunkte  be- 
sitzen. Wir  beschränken  uns  darauf,  die  Richtigkeit  der  Behauptung 
an  einer  Function,  der  Function  <jc(f)  nachzuweisen. 
Dieselbe  war  durch  die  Gleichung  definirt: 

12)  (p(r)    =2«  (-!)■"- '^2nib,^2n,  +  l_e2nio —■■ 

—  r. 

In  dieser  Function  setzen  wir  an  Stelle  von: 

V  :  V  -f  r, 

T 

h:  i\  +  (■  —  —, 


so  geht  sie  über  in 


"•  ^'i  +  ^'i-l-' 


+J1  fji  n  i Vi  m  n     f.m  n  (m  —  1)     fjZnie     pifn  l 


<-l) 


^^      ^  '  ß2niV)      ß2m  ß^niv 


—  X. 


31=  2n())ic  +  —  +  c^ 


Zwischen    den    Grössen    c  und  r,    kann    dann    noch    die    Beziehung 
festgesetzt  werden: 

dann  «leht  unsere  Function  über  in: 


;^  ^  p-2  Ttimnv,     ^nni(in  —  1)     p2niv 

^^)  ^."'  (-  0"'         ß2niv,     g2m_ß27civ 


Das  ist  aber  die  Appell'sche  Function,  nur  dass  r  und  i\  vertauscht 
ist.  Von  der  von  uns  bei  unseren  Untersuchungen  gebrauchten  Function 
unterscheidet  sie  sich  noch  um  den  Factor  (~  1)"',  indessen  ist  schon 
damals  bemerkt  worden,  dass  dieser  Unterschied  vollkommen  irrele- 
vant ist. 

In  ähnlicher  Weise  können  wir  die  anderen  Functionen  reduciren 
und  erhalten  das  überaus  wichtige  von  Appell  aufgestellte 
liesultat,  dass  auch  die  Theorie  derjenigen  Functionen,  bei 
welchen  die  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte  grösser  ist  als 
die  Zahl  der  Nullpunkte,  auf  eine  einzige  Function  zurück- 
geführt werden  kann,  die  aus  der  früher  betrachteten  durch 
Vertauschung  von  r  und  f,  entsteht.  ^Vir  gehen  auf  dieses 
Resultat  später  noch  einmal  ein. 
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Die  eingeführten  Functionen  können  nun  auch  in  der  Form  von 
Doppelsummen  dargestellt  werden.  Es  möge  das  kurz  folgendermaassen 
ausgeführt  werden. 

Die  Function  (p(r)  war  durch  die  Summe  dargestellt  worden: 

ißitibnm    Qnm{m-\-l)    ^2niv    ^-rtiniia  —  h) 

^VV  ^  y,  \'~  1)"'  ^2nih    f.2m^\  _  f,2nic 

Wir  greifen  zunächst  diejenigen  Glieder  heraus,  welche  sich  auf 
negative  Werthe  von  m  beziehen.    Dieselben  können  geschrieben  werden: 


^       .        ^^     f,—  -2nib[-i{m-\r\)-{-\]    ^,nm(m+ l)  +  2-/,  +  l    ,,2nic    f,-2ni{ 

-    y  m  (—  l)'" _i Ll___l!l___ 

-^  I       ^  ^  l  _  ß—'2nib    f.2m  +  l    p2nic 


f(//i  +  l)(a-6) 

Diesen  Ausdruck  können  wir  nach  Potenzen  von: 


/i —  2  7t  ih    f. 2  m  -p  1     f,2  nie 

entwickeln.     Das  Resultat  bringen  wir  in  die  folgende  Form: 

-f. 

wobei  Ar  gesetzt  ist  gleich: 

,  ,   2m  +  1.2r  +  l       ri 
J^^^  ^^m{-X\<nQ--.ih{2mn-\-n^2r-^\\f^         ^  2  2   Q-2ni(m+l)(a-b) 

0 

Hierbei  ist  ii  als  ungerade  Zahl  angenommen.  Der  Fall  eines 
geraden  u  kann  ganz  analog  behandelt  werden. 

Aehnlich  nehmen  die  Glieder,  die  sich  auf  den  Xullwerth  und  die 
positiven  Werthe  von  ))i  beziehen,  die  Form  an: 

■r. 

n— 1 
2 

wobei  lir  gesetzt  ist  gleich: 

7-  „   ,   2m  +  l    2; +  1         n 

2)»^^  _  ^„,  (^_  iyn^.7r(/,(2,rtn-n  +  2r  +  l)   ^^         ^  2  •-'^,2  rr /'/.'./-,M 

0 

\\"ir  k/hmen  demgemäss  die  ganze  Summe  auch  folgendermaassen 
schreiben: 

■r.  T. 

14)  g:(r)  =  V«  "^'■(—  I)'«^y-'m2+«,(2r+i)-'."<.,.7r'7 

1  n  +  l 

r.  r. 

U  «  —  1 

2 

wobei  «iesetzt  ist: 
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/■  =      (2/-  +  1  -  h)  (r  -  &  -  ^)  -  )u  [2n  4-  20?  -  1)6  +  tir], 

/■'=  -  (2>-  +  1  -  n)  (r  -  6  -  |-)  +  m  [2a  +  2(«  -  1)&  +  y?Tl. 

Hieraus  folgt  die  Darstellung: 

15)  (f{v)  =  S  +  S', 

S  =  -  ^re^"^^~''^^^^^-lr  'S^m('_l)'n+i^y'»'n-.e7r/«i[2a  +  2(«-l)6+«r] 
0  u 

X  00 

^"=  2/ Vm  y'r  (-  1)'»  ry'^'"'+2'-'".  s/y?  ^f;r, 
1         ] 

w  =  2r('r  -  ^  -  ^)  -  '"[2«  +  20?  -  1)&  +  ut]. 

Hiermit  ist  das  Problem  für  die  Function  qofr)  vollkommen  ge- 
löst. Auf  die  Convergenzbedinguugen  braucht  nicht  näher  eingegangen 
zu  werden. 

Genau  so  wird: 

X  X 

16)  9>:0")  =  "^'"  '^'-(— l)'"5«'"'+"'(^'  +  i)-"'".e'^'/z 

1  n+l 

2 

X  X 

0  n  — 1 

2 

wobei  gesetzt  ist: 

f,  =      (2>-  +  1  -  ;?)(?•  -  ^  -  ^)  -  >K2^'  -  26  +  ^^t), 

/%=  -(2>-  +  1  -  «)(r  -  -^  _  ^)  +  m{2a  -  2h  +  nr). 

Hieraus  folgt  die  endgältisje  Formel: 

17)  q>y.{i')  =  S,.+  S'.,_, 


X  CO 


1  1 

iv^=2riv  -  —  --^j  —  )u{2a  -  26  -f  ;?r). 


Damit    sind    die    eingeführten    Functionen    durch    Doppelsummen 
dargestellt. 
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Erste  directe  Methode,  die  Primfimctioneii  in  trigonometrische  Reihen 

zu  entwickeln. 
Es    soll   nun   eine  directe  Methode    augegeben  werden,   mit  deren 
Hülfe  die  Primfunctionen  in  trigonometrische  Reihen  entwickelt  werden 

können.  Wir  nehmen  dazu  an,  dass  &  =  ^   ist,   setzen  überdies  fest,   dass 

n  eine  ungerade  Zahl  sei.  Es  braucht  kaum  näher  hervoro-ehoben 
zu  werden,  dass  in  allen  andern  Fällen  durchaus  analog  verfahren 
werden  kann. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  können  wir  setzen: 


1)         Jirf"^  ,=A+A,+A„ 


A,^~y]y.{-\y+^ 


»'.•*^(^)-- ('■"!) 


Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folget  unmittelbar,  wenn  w'w  die 
Unendlichkeitspunkte  links  und  rechts  betrachten  und  um  dieselben 
die  entsprechenden  Reihenentwickelungen  herstellen. 

Setzen  wir  links  und  rechts  an  Stelle  von  v:  v  -\-  —,  so  erhalten 
wir  auf  der  linken  Seite: 

;r  .  d:^(v)Q-Q(nv,  nr) 
während   die  Grössen  A  der  Reihe  nach  übergehen  in: 


M  — 1 


(-1)    ^ 


0-2  («) 


2- 


-f-x  2m-|-l 
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Durch     Entwickelung     der     reciproken     Sinus     und    Cosinus     er- 
giebt  sich: 


2) 


%  .  d-^(v)d'Q(nv,  nr) 


==B,  +  B,  +  B, 


)m-\-X        n 

T. 


_  2(     1)   ^   '^2(4e-g'('"'+»)y'"-(-lV"r^^'^""'+^)'-.<y'^ 

2m-|-l         n         —  TT  !>;(2m-(-l) 


2^-^,-,1,-a"-^ 


F, 


i^= 


2m-\-l        n 


0 

Andererseits  sind  wir  aber  berechtigt  anzusetzen: 

o\  1-  ^(\{v  —  a)  Sri    7  -wo     I  1      ^ 

■jt    d-^(v)d'Q{nü,nr)       jiLi 

Unter  solchen  Umständen  folgt  durch  Vergleichung  für  den  Null- 
werth  und  für  positive  Werthe  von  m'. 

-;^/;t(ä»)+l)  'Ö'i  (  0- ) 


4) 


+  2r-n^"^'"    r-^- ^^ +  ,.-;r/a    ,,,     ,^ 


Ist  dagegen  />/  negativ,  so  wird: 

n        2  ?n  +  1 
5)  l^^n  .  q^  ^=  ^'- "  '■-'  ■  '-2>u^i. 

Die  Grössen  ?>  und  c   hängen  jedenfalls  von  (i  ab,    \^"ir  wollen  sie 
unter  solchen  Umständen  bezeichnen  durch: 

h2m{a)    und    c-i,«+i(^0 

Dann  folgt  für  alle  Werthe  von  )n: 

<:'2m  +  l00  =  f-2m-l(—  «)? 
&2/H  — 2  +  2«(«)  =  ^—2in\~  ((■)} 

also  vermöge  Gleichung  5): 


f2»,+iOO  =  q    ^^ 
für  »/  =0,  1,  .  .  .  Qc. 


2  m  -j- 1        n 


4    /,  —  ;r  /  rt 


Ah 


;/i  -|-  2  n 
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Setzen  wir  diesen  Wertli  in  Gleichung  4)  ein,  so  nimmt  dieselbe 
die  Form  einer  Recursionsformel  an,  welcher  die  Grössen  b  Genüge 
leisten. 

Aus  ihr  ergiebt  sich  für  b-?,,,  die  Gleichung: 

n        2m  +  l 

7)  b,,nq^        ^.e^'a^C\^a, 


et  •     "  —  1 
ZI 


1        U  O-o  '  ^  " 


Die  Formel  gilt  für  »i  =  0  und  für  alle  positiven  Werthe  von  ni. 

Für  negative  Werthe  von  )ii  sind  die  Grössen  b  bestimmt,  ver- 
möge der  Formel:         &_„,(_  a)  =  &2«,-2+2«(«)- 

Die  Uebereinstimmung  der  soeben  gefundenen  Resultate  mit  den 
im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  braucht  nicht  näher  nachgewiesen 
zu  werden. 

Somit  sind  wir  auf  systematischem  Wege  zur  Aufstellung  der  im 
vorigen  Paragraphen  eingeführten  Functionen  gekommen. 

§23. 
Zweite  directe  Methode,  die  Primfunctionen  in  trigonometrische  Reihen 

zu  entwickeln. 
Die  zweite  directe  Methode,  die  Primfunctionen  in  trigonometrische 
Reihen  zu  entwickeln,  hat  viel  Aehnlichkeit  mit  der  ersten.  Sie 
unterscheidet  sich  von  derselben  im  Wesentlichen  dadurch,  dass  wir 
uns  von  vornherein  die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  c"^""  und  e'^'" 
angesetzt  denken. 

Wir  machen  nämlich  den  Ansatz: 

(-  1)     '    ^2(^) 

'        &\.»,((),nT)ros7ii-' 

A  =^x ^ ^^  > 

0',  .  d-.,  { --'- )  sinz  (v ) 


0     n 
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Aehnlicli  kann  gesetzt  werden: 

X  00 

Dann  folgt  genau   so  wie  bei  der  ersten  Methode  für  ni  =  0  und 
für  positive  Werthe  von  m: 

(2/-  +  l\2  TCix 


^2  m ,  2  / 


2(_iy^v  2  ;  V.tit 


u .  e\ 


^ 


2r  +  l\2 


2(-l)-^+'V~^) 


4) 


Für  negative  Werthe  von  in  wird: 

n       2m+l 


+  f2n,  +  l,  2/-+1. 


Andererseits  ist: 


n       2  m-f-1 


t'2ni  +  l,  2r-f  1  =  5"^  "      •y2m  +  2n,2r+2 

für  ;>/  =  0  und  positive  Werthe  von  m. 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  Gleichung  3)  ein,  so  erhalten  wir 
wieder   eine  Recursionsformel,   welcher   die  Grössen  &   Genüge  leisten. 

Dieselbe  nimmt  durch  die  fok-ende  Erwägung  eine  besonders  ein- 
fache  Gestalt  an. 

Fassen  wir  den  Ausdruck: 


% .  O'g  (v)  d-Q  («  V,  n  t) 
als  Function  von  ti  auf  und  bezeichnen  ihn  als  solche  durch  i'(a),  so  ist: 


^•2m,  2r  =  02;/i  +  2,  2/ —2  •  U" 


also: 
oder: 

O)  ^2m,  2r  =  t'27«-f  2r,  U  •  9'"- 

Hieraus  folgt,  dass  wir  berechtigt  sind,  in  Gleichung  3j  von  vorn- 
herein r  =  0  anzunehmen.     Dieselbe  erhält  dann  die  Gestalt: 


C) 


+  Q'^  '  •02m  +  2n  +  2,0- 


(-+^)_^ ,(_  iP^-^  V 


^\.&,(0,nT) 


Hiermit  sind  wir  wiederum  am  Ziele.  Der  fertige  Ausdruck  für 
&2/n,u  folgt  unmittelbar,  braucht  aber  nicht  weiter  hingeschrieben  zu 
werden. 
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§  24. 
Specielle  Discussion  des  Falles  n  =  1. 
VV^ir  wollen  wiederum  einige  Anwendungen  der  allgemeinen  Theorien 
geben,    die    in    den   letzten    Paragraphen    entwickelt  worden  sind,    und 
zwar  nehmen  wir  dazu  zunächst  den  Fall  n  =  l. 
Wir  wollen  in  diesem  Falle  setzen: 

dann  nimmt  die  zu  untersuchende  Function  die  Gestalt  an: 


1) 


1^ 


Vermöge    der    angegebenen    Methoden    haben    wir    die    folgenden 
Ausdrücke  zu   bilden: 

2)  <Pi^-)---^y-77:-Jr 


3)  R 


2*  .äLj    sinniv  —  mr) 

X 

1 


Das  Product  dieser  beiden  Grössen  nimmt  die  Form  an: 

1 


^■^(«■)-^vi.r4^>:- 


2%•\.%■^^    jiLJ    sinniv  —  mx) 
Ferner  liaben   wir  die  Grössen  zu  bilden: 


1   ^         q  ^.e 


n  I  r 


4)  ^«(")  =  -2;2     .     ,       2,„  +  l 


—  =c     sin  7t  (  V  —  — — —  T 


Das  Product  dieser  beiden  Grössen  nimmt  die  Form   an: 


^0  J^o-^M 


—  «>       Sl 


{        2m  +  1    \ 


2 

Die  Ausdrücke  für  lt.(p(^r)  und  I{^J  .q)^^(^^•)  sind  zu  addiren  und 
ibre  Summe  mit  —  2jri  zu  multipliciren,  so  erhalten  wir  die  gesuchte 
Darstellung  und  zwar  in  der  Form: 
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7)  %^J:3M  =  4(,3v 


m^-\-m-\-^ 


^,{v)»,{v) 


^  sin 71  (v  —  m  t)         -.^  „.-..  ^  / ..     2  »j  + 1 


Die   Summen  sind  nach  m  von  —  x  bis  +  cc   zu  nehmen.     Auch 
diese  Formel  findet  sich  schon  in  der  Biehl  er 'sehen  Arbeit. 
Wir  setzen  zweitens: 


«=2-2'     '' 


SO  nimmt  unsere  Primfunction  die  Gestalt  an: 


8) 


Zu  ilirer  Darstellung  haben  wir  die  folgenden  Ausdrücke  zu  bilden. 
Erstens  nimmt  ^(r)  die  Form  an: 

9a)  q>(:v) 

oder  auch: 
9b) 


2ij;^  sinn{v—  iiit) 


(jp(r)  =  -  2 / 2  '^"'"  ''"^""^'^'^''  -  ^" ■")  -  2'2^" 


10) 


Zweitens  erhalten  wir  für  It  den  Ausdruck: 


i?  = 


Unter   solchen  Umständen   nimmt   das  Product    der  beiden  soeben 
betrachteten  Grössen  die  Form  an: 

Analog  wird:  ^^.r_-^m  +  i\ 

1    ^q"'^+'».e    ^         ^      ^ 


2i^    . 


UTtii 


2m  +  1 


0 


12a)      ip,{v)  = 

oder  auch: 

12b)     cp,{v)  =  -  ^.^q^^'+^rcotangiti^^^^ 

während  ii„  die  Form  annimmt: 

1 


13) 


Bq   = 


Für  dies  Product  der  beiden  Grössen  erhalten  wir  demgemäss: 


14) 


+ 


2    ^'i-^o-^ 
2i    ^'i  .  0-0 
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Addiren  wir   die    beiden   gefundenen  Ausdrücke   und   multipliciren 
die  Summe  mit  —27ti,  so  ergiebt  sich  die  Entwickeluno": 

In    ganz    analoger  Weise    sind    die    zehn    analogen    Quotienten    zu 
bilden.     Wir  erhalten  die  folgenden  Resultate: 


IG) 


1^) 


18) 


H)) 


20J 


21 


22) 


^\.^o-.#o(t^) 
7t\d:2y(f"'.t(üH/Ti{v~))ir)~Q:^  yq  ^.fdmjitic — t]  ? 

#2(^)^o(^) 
TT  ^%  >V   •  Sfc;r (f  - »/  t)+  f^,.  ^  (-1 )'" - •  /  g  * .  (mw;rr^ y~  vJ' 

=  JE  (  ,% ^ö'"'.  coh/^iv  —  tu t)  +  #., ^(-  0"'  Ö'"""'-  ^""!f  ^  ('■  ~  '"  ^))> 

9* 
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r.v    >^   ,n'i  +  m+\  (        '•2m-\-\    \    ,    ,^     "sr-y,   ,,,.    .      m'2  +  m  +  \  (       '2  m\\    ' 


24) 


25) 


^2  •  ^\  •  ^3(0 

^,0-)^.(r) 

Alle  diese  Entwickelungeii  sind  schon  von  Biehler  gegeben 
v\'orden.  Die  Summen  sind  sünimtlicli  nach  m  von  —  oo  bis  +  00  zu 
nehmen. 

Es  ist  nicht  schwer,  für  eben  dieselben  Functionen  noch  andere 
Darstellungen,  vor  allem  in  der  Form  von  Doppelsummen  zu  geben, 
wir  sehen  aber  von  ihnen  ab,  indem  wir  in  Bezug  hierauf  auf  die 
Biehler 'sehe  Arbeit  verweisen. 

§25. 

Specielle  Discussion  des  Falles  n  =  2. 

Wir  wollen  jetzt  zweitens  11  =  2  setzen  und  auch  für  diesen  Fall 

eine  Anzahl  wichtiger  Formeln  ableiten. 

Setzen  wir  dazu  zunächst:  , 

(t  =  0. 

Für   diesen  Fall   wird  It  =--  0,   sodass    die  Function  q)(t:)   nicht    in 
Betracht  gezogen  zu  werden  ])raucht. 
Ferner  wird: 

2)  9^1  (^0  =  >■  ^^-^-J^,-^^- 

Die  entsprechenden  Grössen  i?  nehmen  die  Form  an: 

1 

3)  ««-^.  =  ^;e'; 


T 


4) 


§  25.    Spcciolle  Discussion  ilcs  Falles  ti  =  2. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 

1 

&,{2v,  2r) 

Wir  wollen  die  zweite  Summe  fiii-  sich  betrachten. 
Es  ist:  2.  +  1  ,        2,H+1    X 
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ii'i'-r^i  f- "  '  f^ 


(/ '"  +  14-  (ä ni,-^2e^".(i    2     cos n { v 


2 


Unter  solchen  Umständen  nimmt  die  zweite  Summe  die  Form  an: 


2>«  +  1 

mSn\   V ;:r —  T 


2  ^ 
oder  auch  die  P\)rm: 

Ganz  analou"  nimmt  die  erste  Summe  die  Form  an: 


y^,{—  l)"'  +  i  2^ "'(«+!).  cotan(i7i\v  -  '^^^-~  0- 


Unter  Aenderunsj  des  Summationsbuchstabens  erhalten  Mir  dem<^emäss: 


20'i 


#o(2y,2r) 

Xun    ist    aber   nach    bekannten  Formeln   der   quadratischen  Trans- 
formation: 

2d\        _         2Ö\  ■  Öq        _  2:röo^ö,.Ö3  _  7t,\.,%.^,'  _      », .  a^i 
.%{2v,  2r)  "  ,\(ivr)  ^^(i-r)  "    #o(0  ^^(O         f^oOO'^CÖ        '\(0'%('-)' 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 

1%  ■  »\ 

.-r/r/^  ^(— l)'"^^'«!..^!)  f.<)tamjn\v-—— —  r)      tdih/rr  ir . —  t)   ■ 

Da  nun  schliesslich   die  ]3eziehung  <^ilt: 

ri)f(iiif/a       tfii/f/ cc    -  2 cotdiifi  2a, 
so  ergiebt  sich  die  einfache  Darstellung: 
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§  25     Spcciollc  Discnssion  des  Falles  u  =  2. 


Es  findet  sich  diese  Formel  in  den  citirten  Arbeiten  von  Appell. 
Wir  setzen  zweitens: 

T 

a  =  0,    b  =  ^} 
so  nimmt  die  zu  betrachtende  Function  die  Form  an: 


6) 


,%{v  -  n) 


q-Kß, 


^.{v  -  b)  »,C2v,  2r)       i .  ^,(v)  &,(v) 

Wir  haben  wiederum  die  Functionen  qp(r)  und  die  entsprechenden 
Grössen  B  zu  bilden. 
Zunächst  wird: 

oder  also: 

1    <»r-i(— 1Y"0^'"  .  ^3'^''' 

Die  entsprechende  Grösse  B  nimmt  die  Gestalt  an: 


8) 


B  =  \ 


q'-^o 


i  '^V^o(0;2r) 

f 

Die  Grösse  7^  wird    der  Null  gleich,   sodass  von  q)(^(r)  abzusehen 
ist.     Für  die  Function  qpj  (r)  erhalten  wir  den  Ausdruck: 


9  a) 
oder  also; 


(-1) 


m-{-l  f.2m(m-\-'i)-\-m    piTlin 


^IV  )         X  .-  Q^in  +  i    \     ß2nio 


9  b) 


9^1 


«=I2 


2m^  +  2m—  - 


cos 


%\v — TJ 


Für  die  Grösse  By  erhalten  wir  den  Ausdruck: 


10a) 
oder  auch: 


_    1     q'% 


10  b) 


7?,= 


1    qK^, 


IIa) 


Unter  solchen  Umständen  ergiel^t  sich; 

2m2 


"Zm 


1  V Juit^Ü:!  :  1  ^t:l)!^l!l 


2m2  +  2m  + 


Ä+o 


2  i  ^  sin  ii(v  —  ))it)      2  ^ 

^  '  cos 


(        2m  +  1    \ 
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Wir  können  diese  Formel  auch  schreiben: 


2'^'«  +  2m  +  4- 


^  ^    ^  ^  ^  co.s-;r(  r —  t  j 

Damit  ist  ein  zAveiter  Quotient  in  trigonometrische  Reihen  ent- 
wickelt. 

Genau  so  können  vier  weitere  Quotienten  behandelt  werden.  Wir 
beschränken  uns  darauf,  die  entsprechenden  Formeln  hinzuschreiben. 

1       ^'i-^o         .^r^    (-1)'"7""' 


^      71   'S"!  (y)  ^2  00       ^  ^i<'m2Ti{v  —  mx) 


1      ^\ . .%        V  (-  ')'" g""'    ,  ,  V(-  1)'"+^ ^""''"^'""^  ^ 


1       {^,.1^3         V  (-\y"q-^""         yi 


h (^0 ^0 (p)  ^^-^ 7t (v  —  m t)        ^—'    .^^ ^( ^       2 m  -f  1 


SiWTrl  v T  ) 


14) 


2m2+2m-i 

^  ^    "^  ^  ^  ^  .s/;/.tIv ^ t) 

2m'-i  +  2/«+  — 


/         2w  +  l    \ 


2 

In  allen  diesen  Formebi  ist  die  Summation  nach  m  von   -    x   bis 
+  X     zu  nehmen.     Dieselben  sind  von  Appell  aufgestellt  worden. 


§  26. 
Entwickelung    der    Methoden    von  Appell    und    Halphen, 
die  doppeltperiodischen  Functionen  dritter  Art  in  trigono- 
metrische Reihen  zu  entwickeln. 
Wir  sind  zu  unseren  Entwickelungen  der  doppeltperiodischen  Func- 
tionen zweiter  und  dritter  Art  dadurch  gekommen,  dass  wir  die  Theorie 
derselben    auf  die  Theorie   gewisser  Primfunctionen  zurückführten  und 
diese  in   trigonometrische  Reihen  entwickelten.     Bei  diesen  Entwickel- 
ungen machten  wir  von  gewissen  Functionen  Gebrauch,  die  zuerst  von 
Appell    in    voller    Allgemeinheit    aufgestellt    worden    sind    und    zwar 
gingen  wir   auf  doppeltem   Wege  vor,    indem  wir  erstens  zeigten,  dass 
mit  ihrer  Hülfe  die  Darstellung  der  Primfunctionen  in  trigonometrische 
Reihen  gegeben  werden  kann  und  zweitens  zu  ihnen  auf  systematischem 
Wege  gelangten. 
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Es  ist  nun  klar,  dass  an  und  für  sich  der  Durchgang  durch  die 
von  uns  eingeführten  Primfunctionen  bei  den  Functionen  dritter  Art 
nicht  nöthig  ist,  dass  vielmehr  bei  einer  beliebig  vorgelegten  Function 
sofort  die  AppeU'schen  Functionen  eingeführt  werden  können.  In 
dieser  Weise  verfährt  Halphen  auf  Grund  der  AppeU'schen  Arbeiten 
in  seinem  Werke  über  elliptische  Functionen.  Es  zeichnet  diese 
Halphen 'sehe  Darstellung  sich  durch  eine  überaus  grosse  Einfachheit 
und  Eleganz  aus.  Wenn  wir  dennoch  zunächst  den  längeren  Weg  mit 
Hülfe  der  Transformationstheorie  gewählt  haben ,  so  hat  das  die 
folgenden  Gründe. 

Erstens  ist  es  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  von  der  grössten 
Bedeutung,  den  Zusammenhang  der  Theorie  der  allgemeinen  doppelt- 
periodischen Functionen  mit  der  Transformationstheorie  darzulegen. 
Es  kommen  für  diese  Functionen  auch  noch  andere  Probleme  in  Be- 
tracht als  die  Entwickelung  in  trigonometrische  Reihen,  z.B.  das  Problem 
der  Entwickelung  in  Potenzreihen. 

Für  die  Lösung  derartiger  Probleme  eignen  sich  unsere  Prim- 
functionen in  besonderer  Weise,  wie  am  Schlüsse  des  ersten  Bandes 
dieses  Werkes  gezeigt  worden  ist,  während  dasselbe  für  die  Appell- 
schen  Functionen  nicht  der  Fall  ist.  Aber  auch  für  unser  eigentliches 
Proljlem  giebt  die  Transformationstheorie  in  dem  Falle,  in  welchem 
mehr  Nullpunkte  als  Unendlichkeitspunkte  vorkommen,  eine  einfache 
Bestimnmng  der  in  Betracht  zu  ziehenden  Constanten,  welche  neben 
der  Bestimmungsweise  von  Halphen  in  seinem  Werke  und  der  von 
Appell  in  seiner  Arbeit  im  dritten  Bande  der  Annales  de  l'ecole  nor- 
male vielleicht  von  Interesse  sein  dürfte. 

Ferner  aber  können  mit  Hülfe  der  AppeU'schen  Functionen  zu- 
nächst nur  die  Functionen  dritter  Art  entwickelt  werden.  Für  die 
Functionen  zweiter  Art  versagt  die  Methode,  wie  aus  den  früheren 
und  den  folgenden  Betrachtungen  dieses  Paragraphen  klar  ist.  Die 
Theorie  derselben  kann  nicht  unmittell)ar  auf  die  Theorie  derjenigen 
Functionen  zurückgeführt  werden,  die  aus  der  AppeU'schen  durch 
ents))rechende  Specialisirung  von  n,  entstehen.  Demgemäss  wird  in 
dem  Halphen'schen  Werke  die  Theorie  der  Functionen  zweiter  und 
dritter  Art  in  gesonderter  Weise  dargestellt,  während  sie  bei  uns 
unter  demselben  Gesichtspunkt  erscheint. 

Endlich  ist  es  innerhalb  gewisser  Grenzen  möglich,  unsere  Prim- 
functionen auch  für  den  Fall  von  periodischen  Functionen  von  mehr 
als  einer  Veränderlichen  zu  verallgemeinern. 

Diese    Gründe   haben   zu   der  vorhergehenden  Darstellung  geführt. 
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Bei  der  grossen  Einfachheit  und  Ek'ganz  der  AppeU'schen 
Methode  möge  dieselbe  kurz  charakterisirt  werden.  Diesell)e  bezieht 
sich,  wie  bemerkt,  nur  auf  Functionen  dritter  Art. 

Es  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 

Die  Function: 


1) 


2) 


^  ^  ^  ß2  nie    qZ  ih e'^  TT '  '"i 

leistet  als  Function  von  r  betrachtet  den  Gleichungen  Geniige: 

Als  Function  von  i\  betrachtet  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

iF{v,v,^\)  =  F(v,v,), 
F(v,v,  +  r)  =  (-  lye^^'^^'.FI^r,  >;)  +  S, 


3) 


5  =  V.  (- 1  >-'■  6"^'^'('«-'-)^\  i;,(v), 


+^ 


E. 


'^  (^ ,.)  =  'S^,,,  (^_^  iy»n  +  r  ^,2  Jti{'nn  +  / )  v  ^,n  n  (m  -    )  +  2  //,  /_ 


Mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  können  Avir  die  letzten  Functionen 
auch  schreiben: 

Er{v)  =  (-  ly  e^--.  ^,[a{>:  -  -^)  +  '-^  +  *^'  «^]- 

Hieraus  ergeben  sich  dann  die  folgenden  Sätze: 
I.  Alle  Functionen  dritter  Art  des  Argumentes  r,  welche 
den  Gleichungen  Genüge  leisten: 

/■(.  +  i)  =  A» 

und  die  einfacJien  Unendlichkeitspunkte  besitzen 

—  abgesehen  von  Vielfachen  von  Perioden  —  lassen 
sich  in  der  Form  darstellen: 

f(v)  ^  Ao  .  E,(r)  +  ;,  .  E,(r)  +  ■  •  •  K_,.E„_,{v)  +^11 .  F{i\  i;\ 

wobei  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  über  i\,  gleich 
sämmtlichen  r/")  zu  erstrecken  ist.  Die  Grössen  A  und 
R  sind  unabhängig  von  r. 

n.  Alle  Functionen  dritter  Art  des  Argumentes  i\,  welclie 
den  Gleichunfjen  Genüge  leisten: 
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/■(>!  +   1)  =  fih), 

/(>i  +  o  =  (-ir ''"''■'' '••/■(O 

und  die  einfachen  Unendlichkeitspunkte  besitzen: 
lassen  sich  in  der  Form  darstellen: 

wobei   die  Summe  auf  der  rechten  Seite  über  v  gleich 
sämmtlichen    r'"^    zu    erstrecken    ist.      Die    Grössen    B 
sind  unabhängig  von  i\. 
Die  Bestimmung   der  Grössen  B  erfolgt  in   beiden  Fällen  in  ein- 
facher Weise   durch  Ehtwickelung  beider  Seiten  um  die  einzelneu  Un- 
endlichkeitspunkte.     Ueber    die    Bestimmung    der    Grössen    A    ist    das 
Nothwendige  bereits  bemerkt  worden. 

Der  erste  Fall  umfasst  dann  alle  Functionen,  bei  welchen  die  Zahl 
der  Nullpunkte  grösser  ist  als  die  Zahl  der  Unendlichkeitspunkte,  der 
zweite  Fall  alle  diejenigen,  bei  welchen  mehr  Unendlichkeitspunkte  als 
Nullpunkte  existiren. 

Schliesslich  möge  bemerkt  werden,  dass  die  Functionen  F(v,  i\) 
sich  bei  der  Halphen 'sehen  Darstellung  als  specieller  Fall  einer  all- 
gemeineren Function  ergeben,  nämlich  der  Function: 


./■  =  —  r 


^r'ini. 


bei   welcher    d(z)    eine    willkürliche   Function   von  z  bedeutet,    die   nur 
gewissen  leicht  angebbaren  Bedingungen  Genüge  leistet. 

§  27. 

Untersuchung  des  Falles  mehrfacher  Unendlichkeitspunkte. 
Beispiele  hierzu. 

Bei  den  bisherigen  Betruchtungen  haben  wir  stets  angenommen, 
dass  die  in  Betracht  kommenden  Unendlichkeitspunkte  einfache  seien. 
Im  ersten  Bande  (§  81)  ist  angedeutet  worden,  wie  in  dem  Falle 
mehrfacher  Unendlichkeitspunkte  zu  verfahren  ist.  In  diesem  Falle 
treten  zu  den  gefundenen  Primfunctionen  noch  deren  Ditferential- 
quotienten  nach  gewissen  Grössen  hinzu.  Sind  die  Functionen  zweiter 
Art  vorgelegt,  so  gestaltet  sich  die  Untersuchung,  wie  an  der  genannten 
Stelle  gezeigt  worden  ist,  so  üljersichtlich  und  einfach,  dass  Avir  füg- 
lich  von    ihr   absehen   können.      Auf  den   Fall   der   Functionen    dritter 
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Art  wollen  wir  etwas  näher  eingehen,  aber  hier  hei  der  Appell 'sehen 
Darstellung   bleiben,   da   dieselbe   sich  als  besonders  elegant  zeigt.     Es 
braucht    kaum    hervorgehoben    zu    werden,    dass    bei   den   von   uns   ge- 
brauchten Primfunctionen  ganz  analog  verfahren  werden  kann. 
Die  Resultate  gestalten  sich  nun  folgendermaassen: 
I.  Sind  mehr  Nullpunkte  als  Unendlichkeitspunkte  vor- 
handen,  so  tritt  an  Stelle  der  Summe: 

die  Summe: 

Avobei  die  Summe  genau  so  zu  nehmen  ist,  wie  im 
Falle  der  einfachen  Unendlichkeitspunkte,  wo  über- 
dies j'  den  Grad  der  Vielfachheit  des  entsprechenden 
Unendlichkeitspunktes  bedeutet. 
IL  Sind  mehr  UuendUchkeitspunkte  als  Nullpunkte  vor- 
handen, so  tritt  an  Stelle  von: 

^B  .  F{v,  V,) 
der  Ausdruck: 

wobei  in  Bezug   auf  die  Summe   und  die  Zahl  )>  genau 

das  Analopje  crilt  wie  vorhin. 
Die  Grössen  7?    sind    durch  Entwiekelung    um    die  entsprechenden 
rnendlichkeitspunkte    bestimmt.     Wir    wollen    diese    Regeln    auf   zwei 
Fülle  anwenden.    Zunächst  wollen  wir  die  Quotienten  ins  Auge  fassen: 

Als  Repräsentant  derselben  nehmen  wir  den  Quotienten: 

Als   Function  von  r  betrachtet,   leistet    derselbe    den    Gleichungen 
Geniige: 

1)  /"(t' +  1) -= /"(O. 

•>)  f(v  -f  t)  =    -  ^"  '•  <2 "  +  ^) .  f(r). 

Von    rerio<len    abgesehen,    besitzt    der    Ausdruck    einen    einzigen 
FneiKllichkeitspunkt    und  zwai-  den   Punkt: 


\4cO        ^  -'^-    Untersuchung  di's   Falles  mehrfacher  Fnenfllichkcitspunkte. 

Dieser   Unendlichkeitspunkt   ist   eiu  doppelter.     Die  Entwickelung 
um  denselben  ist  leicht  zu  vollführen.     In  der  That,  setzen  wir: 

V  =  H-  -2   +   2' 

SO  folgt: 


.%(V)  ,T(^-+2).^^(,t;) 


oder  also: 

oder  auch:  ^  ^ 

d-Q(v)  _        </^.  -Ö-g   ^^ q^  .  Jr?\%       1 

Die  Appell'sche  Function  lautet  nun  für  v?  =  1 : 

-,(—  1)'"«"".  (y"'("'-i).i?y 

^2m  ' 


3)  2 


wenn    wir    uns   an    Stelle    von   r   und    yv,    gesetzt    denken  //  und  r  und 
ferner  die  Bezeichnung  einführen: 

Der  Differentialquotient  derselben   nach   ?(  lautet  von  einem  con- 
Factor  abgesehen: 

^(' IV"  ))i ,  ,';p'«,  ^'"('"—1).  ;y      '^n(' —  1)'".'?^'""'"*.  q^"("^—'^).  y .cf'" 


stauten  Factor  abgesehen: 


X .  <f '"  —  y  ^  (x .  cf  '"■  —  lif 

In    diese   Ausdrücke   haben   wir   nach   unseren   allgemeinen  Sätzen 
zu  setzen  an  Stelle 

von  .r:    —  1. 
Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  die  Darstellung: 

A(2,„_l)2  _(2w— 1)2 


Die  erste  Summe  auf  der  rechten  Seite  können  wir  schreiben: 

2^ '^  ''  ^  '" '^''^  ^  2Zj^  ^^'^ ^  "' ^'-^  "•'   \ 2 —  / 

die  zweite  nimmt  die  Form  an: 

—  (2m  — 1)2 


Ä       2    l  2w  -  1    ' 
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Die   beiden  Constanten   sind   durch  Entwickelung:   mu  den  Unend- 
liclikeitspunkt  unmittelbar  bestimmt  und  zwar  wird: 

c%  =  4tn-,     (\  =  2  71-, 
oder  also  wir  erhalten  die  Darstellung: 

1    -9-^    '^o(^-)         -srr/o         n  i(^'"'-J)'   ,  f        2w-l    \ 


rO 


2 


Ganz    genau   so    sind   die   übrigen    1 1    Quotienten   zu    untersuchen. 
U'ir  erhalten  die  Resultate: 

( 1  »\'  ^M 


<') 


öj 


10) 


U 


12j 


+  ^3"'-.  famjn{v  —  in  r)si/-n{^i-  -    iht), 

+  ^  5'"  '  ■  'Otltn(J  TT  (l-  —  >//  t)  .  COSCC  TT  (i-  —  ;>/  t), 

-i-^q"'\src-Jl{c  ^  mr), 
(  1    ^'j2   ^,(r)        .  ^  |(2,«-i)2  ,        2';«-l    \ 


;r-    0-3    ^,-{ 


-^      (2,„_i)2                /       v,;^_i  X            /        2;«— 1    \ 
-^,  7 ^  .  to«^ n;  (^i- -~ — T  j  .srr :t  U- —  t\, 

^  -iT-  .^  0/  X  =       2  <  >'w/  3"'  - .  cotang  n  ( r  -   m  r ) 

1     ^7     ^^(t;)  |(,„_,)3  .         2W/-1   X 

~  '  y^Q  •  {2ni\)rosrcjilr ^^) 

2m -1  \  /       2^-1 


TC'    d-,    %\v) 


X,(l  ^  .C0t(l)l(/7t[V 
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13) 


1        0  ^  ^  =  2 1^  (—  1 )"'  m  q'"' .  cotamj  n(c  ~  m  r) 


14) 


15) 


16) 


+  ^(—  1 )'"(/'"' .  co.sw-ä(i'  --  ^^i  t), 

,    -"sl:!/   i\     t(2'«-i)2      ,          /     2m-\  \            /     2j;?-1  \ 
-|-  i'   >  (—  1 )'"  g  "*  .  cof(i)/(/  7t  Iv —  r  I  casY'C ti  ir — r  |  ^ 

„  — i-  ,,.r,  \  =  2  /  >   —  l)"'  +  i »/  o'"' .  ^rt-m/TT (r  '-  mr) 

+  y^(-  1)"'(2"''  •  ■sv'c''7r(r  -  >)/  r), 

+  ^  >  (-l)"'+'5'  .f(Hi!Jzlr — t)s(C7ili- — TJ, 


Aucli  diese  Formeln  linden  sich  schon  in  der  mehrfach  citirten 
Arbeit  von   Biehler. 

Die  Summen  sind  siimmtlicli  nacli  di  von  —  x  bis  +  co  zu 
nehmen. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  die  Quadrate  der  reciproken  Theta- 
lunctionen  in  Betracht  ziehen.  Als  Repräsentant  derselben  nehmen 
wir  den  Ausdruck:  -. 


Als   P'unction   von    r   betrachtet,   leistet   derselbe  den  Gleichungen 
Genüge: 

17)  /■(,  +  l)=/•(^,), 

18)  fiv  +  t)  =  e-  '^  '•  ^-  '■+'>.  f(  c). 

Von  Perioden  abgesehen,  besitzt  der  Ausdruck  einen  einzigen  Un- 
endlichkeitspunkt und  zwar  den  Punkt: 

T 

,  =  _. 

Dieser  Unendlichkeitspunkt   ist   ein    do})])elter.     Die   Entwickelung 
um  denselben  ist  leicht  zu  vollführen. 
In  der  That  setzen  wir: 

T 

V  =  IV  +  -^' 
so    folgt: 


§  27.    Untersuchung  des  Falles  mehrfachor  UnencUichkeitspunkto,         I43 
1  92"  e^"'«' 

oder  also  wir  erhalten  die  Entwickelung: 


19; 


Wir  Ilaben  nun  hier  die  Function  in  Betracht  zu  ziehen: 


20) 


j.2mg2m(m-l} 


2X-    ' .  ( 
X. 


■  y 


g2,H_    ^1 


wobei    dieselben    Bezeichnungen    gebraucht    worden    sind,    wie    bei    den 
vorangehenden  Beispielen. 

Bilden  wir  den  Differentialquotienten  dieser  Function  nach  u, 
setzen  sodann  ./  =  1,  ferner  au  Stelle  von  //:  yq,  so  erhalten  wir  analog 
wie  vorhin  die  Darstellung: 


Die  erste  Summe  kaini  geschrieben  werden: 


oder  auch: 


^  >  (q  --  2 m c.2)q  cotany Ji\v —  t 


(       2m -1    \ 
,.yn\v--~^r) 


2^' 
Die  zweite  Summe  nimmt  die  Form  an: 


^■>    '^TT    -.7(2'"-!)' 

4  2^' 


.,    /        2m  -  1   \ 
cosec-'Tt\y —  xy 


Durch    Entwickelung     um     den    Unendlichkeits))unkt     herum     er 
siebt  sich: 


c,  =  — 


AiTi-,     c,  =  —An'-, 


oder  also  wir  erhalten  die   Darstelluncr: 


22)     } 


n^^Tii)^^^  2.2(2'>'  -  1)3^  .cofanyn[v  -  -—  r) 


2,   A (2m- 1)2                       /            2///  —  1      \ 
q  -  .  coscc-  n  \i r  j- 
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(i'anz  analog  folgt: 
(  1     ^J'r 


23) 


+  ^5^'""-  coscc^n  {v  —  m  x). 


Die   beiden   fehlenden  Quotienten   entstehen   aus   den    betrachteten, 

indem    an    Stelle    von    v  links   und   rechts    f  +  -^  gesetzt   wird.     Diese 

Formeln  sind  von  Hermite  zuerst  aufgestellt  und  von  Appell  in  den 
citirten  Arbeiten  veröffentlicht. 


§28. 

Die  Entwiekelung  der  doppeltperiodisclien  Functionen  erster  Art 

in  trigonometrische  Reihen. 

Die  doppeltperiodisclien  Functionen  erster  Art  lassen  sich,  wie  in 

§  82   des   ersten  Bandes  nachgewiesen  worden   ist,    sämmtlich  aus  den 

Functionen:  o.'  /  \ 

xt-  a{v  —  a) 

»Je  -  a) 

und  deren  DiÖerentialquotienten  nach  v  zusammensetzen.  Für  unser* 
Betrachtungen  sind  wir  dabei  vollkommen  berechtigt  (<  =  0  zu  setzei. 
Von  den  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art  ausgehend,  kommt 
man  zu  den  genannten  Functionen  durch  einen  Grenzübergang  und  ?j 
müssten  auch  ans  den  gefundenen  Formeln  sich  durch  Grenzübergänge 
die  trigonometrischen  Entwickelungen  der  soeben  genannten  Priii- 
functionen  ableiten  lassen.  Es  soll  dieser  Weg  hier  nicht  eingeschlagn 
werden,  vielmelir  wollen  wir  auf  directem  Wege  und  zwar  nah 
zweierlei  Methoden  die  Functionen 

in  trigonometrische  Reihen  entwickeln.     Der  erste  Weg  ist  schon  on 
Jacobi  einoreschlagen  worden. 

Wir  beschränken  uns  bei  der  Ableitung  auf  den  Fall  a  =  0. 

Für  diesen  Fall  ist: 

Hieraus  folgt: 

l  —  q-"-^.  e- -'"''' , 


+2^%(1 
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Nun  crelten  aber,  so  lauere  die  Uncfleichuiio-en  bestehen: 
,2^ 


die  Entwickeluusen: 


laj(l  —  q^n-i^f^nivj  _  _^ 


(2n  —  1);«    piTtimt 


m 

1 


%(1  -  qin-l    ,,--2nirj  _   __2' 

] 

Aus  diesen  Eutwickelimofeu  folgt ; 


^(■2n  —  1)///    f, —  27ri//(r 
m 

m 
1 


%^o(o  =  hoYJiy  -  s'-j  -  '^2l"  2j'" m ' 

1         1 
oder  wie  sich  durch  Umkehruug  der  Snmmationsordnuug  ergiebt: 

1     ^  /  X       7     T— T/,        o  ^  "^    q"'.cos2m7cv 

2)  log»,{v)  =  hx,]J( l  -  5^ " )  -  2^.  \,(^i^q2.,.^  ■ 

Genau  so  folgt: 

wobei  gesetzt  ist:  P  =^  kMjYJ(i  -  q^") 

und  die  Summen  nach  »/  von   1   bis  x   zu  nehmen  sind. 

Durch   Differentiation  erhalten  wir  hieraus  die  Darstellungen: 

^  n:  ^Jn         ^       1 


7t  &^[v)         Z^       1  -  2"" 

1   ^'3  ( f  j       ,  snC—  1)'"  ?"'  •  ^'^^  2  w  ;ri; 

1  ^'i(i-)  ,  ,    , '^n52"'.sm2w;rv 

■  n  ^.2  iy)  ^J  \  —  q- '" 

/u    denselben    Resultaten    gelangt    man    auch    durch   die  folgenden 
iguugen. 

Krause,  Boppeltperiodische  Functionen.    II.  10 
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Jedenfalls  kihinen  wir  die  Ansätze  machen: 


1  ,y„(io    ^ 


A  ,li  in  Ti  I 


71      ^i{V) 


11) 

Nun  ist:  .         ,.  J- 


X 


also; 


Andererseits  Avird: 


cotang7t[v  -  g  j  ^ i-(^,.-2/m. 

oder  also: 

cafain/Tifv  -  J)  =  ?■(!  +  2g  ■  r-'-^'^"-  +  2g-.  r'-^""'  H .). 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir: 


" » 


-!'(l  +  2«.f-*"''+2ft-.c-""-+---)+y-B,„.5-"'.f2"'''''. 
Andererseits  ist  derselbe  Ausdruck  gleich: 
Durch  Vergleichung  ergieht  sich  für  ni  =  0: 


A=^o 


für  positive  Werthe  von  nr. 

Nun  finden  aber  offenbar  die  Beziehungen  statt: 

also  folgt: 

Ä„  =  -  2 ; .  g'»  +  B,„ .  q'"  =  -  2  /g'"  +  Ä,„ .  (f"; 

oder  also  wir  erhalten  für  A,^  den  Ausdruck: 

12)  ^'»=-2^'p37^/ 

Damit  haben  wir  die  früheren  Resultate  wiedergefunden. 
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Mit  Hülfe  dieser  Darstellungen  können  nun  die  sämmtlichen 
doppeltperiodischen  Functionen  erster  Art  in  trigonometrische  Reihen 
entwickelt  werden.  Da  die  AA'ichtigsten  Beispiele  hierfür  schon  im 
ersten  Bande  —  wenn  auch  auf  anderem  Wege  —  abgeleitet  worden 
sind,  so  wollen  wir  uns  begnügen,  die  Keihenentwickelung  für  sn-u 
anzugeben.     Bekanntlich  ist: 

f2y.K\-     .,  ^Xl        d-loq^Jv) 

)  sn- H  =  — ^ •,    "^  '  • 

\    TT     ^  ^„  dv^' 

Hieraus  folgt  dann  die  Darstellung: 

^  \    TT    /  &Q         jLj        1  —  q^'" 

Die  Entwiekelung  der  Functionen  cn-n  und  dn'-n  folgt  vermöge 
der  Formeln: 

14)  SW-»  +  CW-«  =  1, 

15)  dn^u  +  '/^sn'ii  =  1. 


10' 


Dritter  Abschnitt. 
Theorie  der  Picard'scheu  Differentialgleichungen. 


§  29.^) 
Definition  der  im  Folgenden  zu  behandelnden  Differential- 
gleichungen.      Existenzbeweis     eines     Fundamentalsystems 

von  Integralen  für  den  Fall  eines  regulären  Punktes. 
In   dem   dritten  und  letzten  Abschnitt  dieses  Werkes  beschäftigen 
wir  uns  mit  Differentialgleichungen  von  der  Form: 
d^y  d"-^v   ,        d"-^i/   , 

wobei  die  sämmtlichen  Coefficienten  eindeutige  Functionen  von  oc  und 
zwar  gebrochene  transcendente  Functionen  sein  sollen.  Um  den  elemen- 
taren  Charakter  unserer  Betrachtungen  zu  wahren,  sollen  die  einfachsten 
und  wichtigsten  Sätze  über  derartige  Differentialgleichungen  hier  kurz 
entwickelt  werden. 

Diejenigen  Punkte,  an  denen  eine  oder  mehrere  der  Functionen  ^> 
unendlich  gross  werden,  nennen  wir  singulare  Punkte  der  Differential- 
gleichung, im  Gegensatz  hierzu  nennen  wir  diejenigen  Punkte,  an 
denen  die  sämmtlichen  Functionen  l\,p.2,  .  ■  ■  pn  sifh  regulär  verhalten, 
reguläre  Punkte  derselben. 

Es  gilt  dann  der  folgende  Lehrsatz,  der  das  Fundament  der 
ganzen  Theorie  unserer  Differentialgleichungen  ist. 

Lehrsatz:  Ist  j\^  ein  regulärer  Punkt  der  Differential- 
gleichung, so  giebt  es  eine  Potenzreihe,  die  nach  Potenzen 
von  X  —  Xq  fortschreitet,  welche  der  Differentialgleichung 
Genüge  leistet  und  deren  Convergenzbezirk  mindestens  bis 
zum  nächsten  singulären  Punkt  reicht.  Die  n  ersten  Coeffi- 
cienten derselben  sind  willkürlich,  die  übrigen  eindeutig 
bestimmt. 
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Den  Beweis  dieses  fundamentalen  Lehrsatzes  geben  wir  in  der 
folgenden  Weise. 

Im  Punkte  j-„  mögen  die  sämmtlichen  Functumen  2h)2h)  •  ■  •  Pn 
sich  regulär  verhalten.  Der  nächste  singulare  Punkt  sei  der  Punkt  j\ 
und  zwar  möge  seine  Entfernung  von  y^  gleich  )\  sein. 

Die  sämmtlichen  (jirössen  j),,  die  wir  als  Functionen  von  ,/  durch 
j9,(ä)  bezeichnen  wollen,  lassen  sich  dann  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsatz  entwickeln  imd  zwar  wird: 

Der  Convergenzradius  aller  dieser  Potenzreihen  von  //  ist  dann 
mindestens  gleich  )\. 

Es  sei  nun  ;•  irgend  eine  positive  Grösse  kleiner  als  )\.  Wir  be- 
schreiben um  Xq  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  und  lassen  x  alle 
Werthe  auf  demselben  durchlaufen.  Dann  gehört  zu  den  entsprechen- 
den absoluten  Beträgen  von  Ps(x)  eine  obere  Grenze,  die  wir  durch 
3I3  bezeichnen  wollen.  Gemäss  des  in  §  3  des  ersten  Bandes  ab- 
geleiteten Satzes  findet  dann  die  Beziehung  statt: 


1  /d'''p,(x)\    I^^M, 
w'.V     dx'"    A    =  r"' 


Wir   wollen    nun   eine  Anzahl   neuer  Grössen   q^^,  (p^,  .  .  .  q)n  durch 
die  Gleichungen  detiniren: 


3) 


9i 


q^n 


1- 


1- 


r  r 

so  ergeben  sich  durch  Differentiation  die  Beziehungen: 
dtp,       1  M, 

dx 


4) 


^1-^")' 


d'"q). 


dx" 


M, 


{''—) 


III -\-l 


5) 


Daraus  folgt  für  den  Punkt  x  =  x^^: 

—  j 
r 


^     dx     ),~ 

td"'cp.Xx)\    _ 
\    dx'"    )  ^ 


m\M, 


150   S  '29.  Definition  ii.  einfachste  Eigenscliaften  d.  z.  behand.  Differentialgleichungen. 

Setzen   wir   diese  Ausdrücke  in  die  obigen  Ungleicliungen  ein,   so 
uelimen  dieselben  die  Form  an: 


V     dx"'    K  I      V  dx"'  A 


Hieraus    folgt    eine   Reduction    des   Problems.      Wir  nehmen   dazu 
die  Differentialgleicbuuo;: 

^^  rf5--='°'<fa^+''^rfS^ +■■''•■"■ 

Kömiteu  wir   nun   nachweisen ,    dass   eine  Potenzreihe  von  x  —  Xq 

existirt,    welche    dieser   Differentialgleichung    Genüge   leistet,    so    zwar, 

dass    der   Convergenzbezirk   ein   Kreis   mit   dem   Radius  r  ist  und  die 

(1.7  t  d^ "~~  it 

Grössen  «, -;— >  •  •  •  -; r  beliebig  gegebene  positive  Werthe  annehmen, 

^dx         dx"-^  o  ö  ö  1  7 

so  wäre  unser  Lehrsatz  bewiesen.  Wir  stellen  dazu  die  folgenden  Be- 
trachtungen an. 

Die  sämmtlichen  Ableitungen  einer  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung   genügenden   Function   y  lassen    sich    in    die   Form   bringen: 

wobei    die    Grössen  a   sich   aus   den  Grössen  p   und  deren  Ableitungen 
durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multi])lication  zusammensetzen. 
Nimmt  man  nunmehr  die  Differentialgleichung: 

d^u  d"-'^u   ,        d"~^u 

so  lassen  sich  die  sämmtlichen  Ableitungen  einer  derselben  genügenden 
Function  u  in  der  ähnlichen  Form: 

d'-u  d''-hi  d''-'-u 

darstellen.  Die  Grössen  /i  werden  aus  den  entsprechenden  Grössen  a 
abgeleitet,  indem  man  an  die  Stelle  einer  jeden  Function  j)  und  ihrer 
Ableitungen  die  entsprechende  Function  (p  und  ihre  entsprechenden 
Ableitungen  setzt. 

Hieraus  folgt:  a     -^    ^     \ 

und  damit  ist  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nachgewiesen. 

Wir  können  uns  also  auf  die  Discussion  der  Differentialgleichung 
beschränken:         ^„^^  ^„_i,,  ^n-^2,^ 
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Wir  setzen  in  ihr: 


X  - 

"•^»    2 

r 

lu 

(("n 

so  folgt: 

du       1  du  d^n         1     d"u 

dx       r   dz  dx"'        r'    (/.r" 

und    es    nimmt    die    transformirte    Differentialgleicliung    unter    Berück- 
sichtigung der  Werthe  von  g)^,  (p.^,  .  .  .  cpn  die  Form  an: 


'^       '''"^d^-^^^-'d^+^^^-'-dF^^^--  •  ''- 


)•■'  .  H, 


Es    bleibt    nachzuweisen,    dass    dieser    Ditferentialjxleichuno;    eine 

Potenzreihe  ,  .  ^    , 

"  =  "o  +  <h  ■  ~~  +  <i>  ■""-+••• 

Genüge  leistet,  deren  Convergenzbezirk  ein  Kreis  mit  dem  Radius  1 
ist,  wobei  die  Grössen  a^,  a^  .  .  .  a„—i  beliebig  vorgelegte  positive 
Werthe  annehmen.  Den  Beweis  geben  wir  in  der  folgenden  Weise. 
Jedenfalls  müssen  die  Relationen  bestehen: 

(«  +  -s-)(«  +  .s-l)---(.s  +  l)a„+, 
=  (n  +  .s  -  l)(n  +  s  -  2)  •  •  •  (s  +  l)(s  +  J/,  ^O^^+^-i 
+  (u  +  s  -  2)  •  •  •  (s  +  1)  J/,  .  )-\  ru+,_,  +  ■  •  •  J/„ . ,-.  n^. 

Nimmt  man  daher  die  Grössen  a^^,  a^,-  ■  -a^^i,  oder  was  dasselbe 
sagt,  die  Grössen:  ^d't(,\ 

positiv  an,  so  sind  alle  Grössen  a  positiv  und  es  kann  ferner  a,_^,  in 
die  Form  gebracht  werden: 

.s  +  M,r 
^"+^=      n^s     "'"+— ^+  '^'' 

wobei  ii>  eine  positive  Grösse  bedeutet. 

Man   kann  nun,    ohne   der  Allgemeinheit  der  Untersuchungen  Ab- 
bruch zu  thun,  annehmen,  dass: 

3/]  /•  >  n 
ist.     In    der  That,   ist   dasselbe   nicht   der  Fall,   so   bleiben    alle  noth- 
wendigen  Schlüsse    erst  recht  gültig,    wenn   wir   31^    so    gross  wählen, 
dass  dieser  Ungleichung  Genüge  geleistet  wird. 

Unter  solchen  Umständen  ist: 

für  jedes  ganzzahlige  .s,  sodass  die  Grössen  a  von  a.,  an  mit  ihrem 
Index  wachsen,  dass  ferner  die  Ausdrücke: 
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rh+. 


für  positive  Wertlie  von  r  jedenfalls  unterhalb  einer  endliclien  Grenze 
bleiben.  Aus  den  Relationen,  die  zwischen  den  Grössen  a  bestehen, 
folgt  nun  durch  Division  mit  der  Grösse: 

(n  +  s)(n  +  .«^  -  1)  •  •  •  («  +  l)a«+,_i 


die  Gleichung: 


''<■«+«— 1 


n  4-  •■> 


+ 


+ 


3L. 


'n  +  . 


Hieraus  folgt: 


(«  +  s)(n  -j-s  —  1)  a^+s-i 
(n  +s)-  ■  -(s  +  1)  ««+S-1 


+ 


««  +  ; 


mithin  ist: 


das  heisst  die  Reihe: 


lim 


=  1 


T  Ctn  +  s 

lim — — 

s^iX)  O/n  -\-s- —  1 


n  =^a.z^ 


j^l  +  S 


ist  convergent,  so  lange  der  absolute  Betrag  von  £■  kleiner  ist  als  1. 
Damit  ist  der  verlangte  Beweis  geliefert.  Ein  jedes  Integral  liefert 
nun  eine  analytische  Function  in  dem  Sinne,  wie  es  in  dem  ersten 
Bande  auseinandergesetzt  worden  ist.  Wir  wollen  versuchen  den  Zu- 
sammenhang anzugeben,  der  zwischen  densel1)en  besteht.  Bleiben  wir 
bei  dem  Punkte  ./q  stehen,  so  giebt  es  unendlich  viele  Potenzreihen 
von  X  —  Xq,  die  der  Differentialgleichung  Genüge  leisten,  da  die  n 
ersten  Coefficienten  vollkommen  willkürlich  geblieben  sind.  Wir 
wollen  n  derselben  herausgreifen: 

Vi  =  "o2  +  '^'12  C^  —  -^o)  H «/i-i,2(.^' -  "fo)""^  +  f\2{^'  —  ^0)"  H 

!fn^  (hn+  (iini-r  —  Xo)-] a-„ _i, „(:r;  —  .ro)"- ^  +  fln,n(■'■  —  x^^''-\ 

Die  Avillkürlichen  Coefficienten  nrs(r  ^n  —  1,  s  ^  11)  sollen  hierbei 
so  gewählt  sein,  dass  ihre  Determinante: 

'^'01  '^'11  •  •  ■  '''I  — 1.1 

«02  «12  •  •  •   ^/J  — 1,2 


ötOrtffln  •  •  •  '^/f  — l,n 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt. 
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Dann  gilt  der 

Lehrsatz:    Eine   jede    andere    nach   Potenzen   von  x  —  X(^ 
fortschreitende  Reihe,  welche  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung    Genüge     leistet,     lässt     sich     als      eine     lineare 
Function  der  soeben  definirten  n  Reihen  darstellen. 
In  der  That,  sei  die  Reihe: 

//  ==  ^'o  +  fh('''  "  •''n^  +  •  •  •  "«(■'■  -^  -''oY  +  ■  •  • 
irgend    eine    andere    Reihe,    welche    der    Differentialgleichung    Genüge 
leistet,  dann  wäre  zu  beweisen,   dass  if  Constanten  q,  Cg,  .  .  .  c„  derart 
bestimmt  werden  können,  dass  die  identische  Gleichung  besteht: 

y  =  (^\ii\  +  (^^y-i-^ — c«/A- 

Dazu  niuss  nachgewiesen  werden,  dass  die  Coefficienten  der  ein- 
zelnen Potenzen  von  .r  —  x^  links  und  rechts  einander  gleich  gemacht 
werden  können  und  zwar  können  wir  uns  auf  die  Potenzen  von  der 
0*'''^  bis  zur  n  —  1''^°  beschränken,  da  durch  die  Coefficienten  der- 
selben die  Coefficienten  der  höheren  eindeutig  bestimmt  sind. 

Wir  erhalten  demgemäss  die  Gleichungen: 

<^i=  ^\'*n  +  ^2'''i2  +  •  •  -C«^'!«, 


nn—\  =  C^(ln  —  \,\'V'  ■  ■  Cn'^^n  —  \,n\ 


als     hinreichende     und    noth  wendige    Bedingung    für    die    Richtigkeit 
unserer  Behauptung. 

Diese  Gleichungen  stellen  aber  ein  lineares  Gleichungssystem  mit 
den  Unbekannten  f^,  Cg?  •  •  •  c„  dar,  welches  immer  auflösbar  ist,  da  die 
Gleichungsdeterminante  von  Null  verschieden  ist.  Damit  ist  der  Satz 
bewiesen. 

Wir  Avollen  nun  ein  solches  System  von  Integralen  ein  Funda- 
mentalsystem nennen,  die  Grössen  //j,  //g,  .  .  .  //„  die  Elemente 
desselben. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgt  unmittelbar  der  weitere 

Lehrsatz:  Zwischen  je  (y/  +  1)  Potenzreihen  von  ./—./„, 
die  d<'r  vorgelegten  Differentialgleichung  Genüge  leisten, 
findet  eine  lineare  homogene  Gleichung  mit  eonstanten 
Coefficienten  statt. 

In  der  That,  seien  ^,  /y'^',  t/'^^,  .  .  .  _?/")  {n  +  1)  solcher  Reihen,  so 
hat  man  die  folgenden  (/*  +  !)  linearen  Gleichungen: 
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M 


c^''\th  + 


in    denen    die   (ilrösseu   c    siimmtlicli    Constanten    sind.      Eliminirt    man 


so    erhält  man   als 


aus    diesen    Gleichungen    die    Grö.ssen   //i,  ^/o?  •  •  •  .'7«; 
Eliminationsresultat  eine  lineare  homogene  Gleichung  zwischen  i/,  ?/<^) 
mit  Constanten  Coef'ficienten. 

Wir  denken  uns  nun  ein  Fundamentalsystem  für  den  Punkt  :i\^ 
festgelegt,  ih,  ]l-2,  ■  ■  ■  Un  i-^i^t^  wollen  die  Functionen  in  der  im  ersten 
Bande  näher  angegebenen  Weise  bis  zu  irgend  einem  andern  regulären 
Punkte  j\  fortsetzen.  Wir  behaupten,  dass  das  Fundamentalsystem 
dann  seinen  Charakter  nicht  geändert  hat,  dass  seine  Determinante 
wiederum  von  Null  verschieden  ist. 

In  der  That,  es  gelten  die  Gleichungen: 
d^iL  d^'-^tL    ,        d"--i/, 

dx"      ^^  dx"-^      ^-  dx" 


'1    I 


d^'lU 


Pi  -tz^-:t  +  r. 


d"-hj. 


dx"       ^^  dx'^-'^       ''  dx"-- 
Bezeichnen  wir  daher  die  Determinante 


Pn-Vn. 


dx"-^   dx"-''' 
d^-hj^  d^-^y^ 


dx"~^    dx"' 


Vi 


y-2 


d"-hj„  d"-hja 
dx"-^    dx"-^      '^'" 

durch  7),  ferner  die  Determinante,  bei  welcher  in  der  ersten  Vertical- 
reihe  an  Stelle  des  n  —  1"^"  Differentialquotienten  die  entsprechenden 
,^^ten  gesetzt  sind,  durch  D^,  so  folgt: 

Andererseits  ist  aber  1)^^  wie  sich  unmittelbar  ergiebt,    der  Diffe- 
rential quotient  von  D  nach  x,  sodass  wir  die  Ijekaunte  Relation  erhalten: 

dloy  D  _ 

dx     "~^^' 
oder  also: 

8)  D^C.e^P'"', 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  die  durch  die  Werthe  von  y^y^y-yn 
und    ihrer   Ableitungen   im   Punkte   x  =  Xq   bestimmt   und   demgemäss 
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von  Null  verschieden  ist.  Da  ,/p^ch  nur  für  einen  singulären  Punkt 
uneudlicli  werden  kann,  so  folgt,  dass  D  au  allen  regulären  Stellen 
von  Xull  verschieden  sein  muss. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  Functionen  //i ,?/.,,... //«  ein 
Fundamentalsystem  bilden,  sie  auch  dann  ein  solches  aus- 
machen, wenn  man  jede  derselben  auf  demselben  Wege  zum 
Punkte  ./"q  zurückführt. 

Um  weitere  Eigenschaften  der  Fundamentaliutegrale  zu  erhalten, 
beweisen  wir  den  folgenden 

Lehrsatz:  Die  hinreichende  und  notliwendif^e  Bedinyiun«; 
dafür,  dass  zwischen  n  in  der  früheren  Weise  definirten 
Functionen  von  ,r:  l)i,  D-i.  ■  ■  -Da  eine  lineare  homogene  Gleich- 
ung mit  Constanten  Coefficienten  besteht: 

q  .  //i  +  c, . ih  -\ Cn.yn=0, 

ist  das  Verschwinden  der  Determinante  I). 

Dass  dieses  Verschwinden  von  D  eine  nothwendige  Bedingung  ist, 
folgt  unmittelbar,  etwas  schwieriger  ist  es  zu  zeigen,  dass  es  auch  die 
hinreichende  ist. 

Um  dieses  zu  beweisen,  nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Unter- 
determinante n  —  V^^  Grades  D',  welche  in  der  Entwickelung  von  D 
den  Coefficienten  von  ?/("— 1>  bildet,  nicht  identisch  verschwindet.  Löst 
man  dann  die  »  —  l  homogenen  linearen  Gleichungen: 

~"l  ■  l/l  +  ""2  •  Ih  H ""'.  •  l/n  =  0, 

a,  f  ^i  ■  V\  +  """2  •  II 2  H -n-  ?/n=  0, 

•^7 


nach  den  Unbekannten  ^j, %,. .  .z„  auf,  so  erhält  man  für  die  Verhältnisse: 


Zu       Zn,  Zfi 

völliir  bestimmte   endliche  Ausdrücke.     Diese  müssen,   da  auch  Z)  =  0 
ist,  zu  gleicher  Zeit  die  Gleichung: 

befriedisren.    Unter  solchen  Umständen  erhält  man  durch  Differentiation 
aus  dem  obigen  Gleichungssysteme  das  folgende: 

^'1  •  Vi  +  -^'2  ■  Vi  H -"'« •  Vi  =  0, 

^1-Vl+  ^2-V'>-\ 2n-Vn  =0, 


10) 


y(»-2) 


+  ^',.//(''-^')+---.-'„..?/(''-2)=0, 


in    welchem   z' r    die    Ableitung   von 
Gleichungen  9j  die  Verhältnisse: 


bedeutet.      Da    abei'    durch    die 
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^9  Sn- 

—  ? 


vollständig  bestimmt  werden,  so  müssen  sicli  aus  dem  mit  9)  identischen 
Gleicliungssystem  10)  für  die  Verhältnisse: 


1       ~  2 


dieselben  Werthe  ergeben  oder  es  miiss  für  r  =  1 ,  2,  .  .  .  w  —  1 

ür  ^  r 

das  heisst: 

11)  ^^"^ 

sein,  wenn  c^^c^^  .  .  .  Cn  Constanten  sind,  von  denen  c„  willkürlich .  aber 
von  Null  verschieden  ist. 

Aus  der  ersten  Gleichung  des  Systems  0)  folgt  daher  die  Relation: 

12)  Ci . ?/i  +  C2 . ik  H Cn.yn==0. 

Wenn  D'  =  0  ist,  aber  die  Unterdeterminante  n  —  2*'""  Grades  D", 
welche  in  D'   den  Coefficienten   von  ?/"~^)  bildet,   nicht  identisch  ver- 

^n  —  1  ; 

schwindet,  so  ergiebt  sich  auf  demselben  Wege  eine  Relation  von 
der  Form: 

13)  Ci.ij^-{-c^.y.^-\ c„_i.y«_i  =  0, 

in  welcher  c„_i  von  Null  verschieden  ist.  Schliesst  man  so  weiter, 
so  folgt,  dass  aus  der  Annahme  D  =  0  stets  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

14)  q  .  7/1  +  Co  .  2/2  H Cn-Vn^O 

sich  ergiebt,  in  welcher  die  Constanten  q,  c,,  .  .  .  c„  nicht  sämmtlich 
verschwinden. 

Wir  können  nun  die  vorhin  gegebene  Definition  eines  Fundameutal- 
systems  durch  eine  andere  ersetzen  und  zwar  geschieht  das  auf 
Grund  des 

Lehrsatzes:  Ein  System  von  Integralen  ^j,  %,  .  •  •  i^jn  bildet 
dann  und  nur  dann  ein  Fundamentalsystem,  wenn  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

Cj^i  +  ("2%-^ c„r]n=  0 

für  keine  endlichen  bestimmten  Werthe  der  Constanten 
Ci,  C2,  ■  .  ■  c„  stattfinden  kann  oder  was  dasselbe  sagt,  wenn 
sie  linear  von  einander  unabhängig  sind. 

In  der  That,  sei  y^  y.2,  ■  ■  ■  jjn  irgend  ein  Fundamentalsystem  in 
dem  zuerst  angegebenen  Sinne.  Es  muss  dann  jedenfalls  ein  Gleichungs- 
systeni  von  der  Form  bestehen: 
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15) 


wobei  die  Grössen  h  Constanten  sind.  Die  Determinante  derselben 
muss  von  Null  verscbieden  sein,  da  sonst  zwischen  r]^,  rj^,  .  .  .  rj„  eine 
lineare  homogene  Relation  bestehen  müsste.  Daher  lassen  sieh  y^,  y,^, . . .  y^ 
und  folglieh  alle  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung  als 
lineare  homogene  Functionen  der  Grössen  Vi^Vi^---  ^}n  darstellen.  Hier- 
aus folgt,  dass  die  Determinante: 

I  dx^-^    dx"-^ 


% 


d^-^rin  d''-^7]n 
dx^-^    rfx"--  ""^" 
von  Null  verschieden  sein  muss  und  damit  ist  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung bewiesen. 

Für   die   späteren  Untersuchungen   zeigen  sich  noch  die  folgenden 
Betrachtungen  von  Bedeutung. 

Es  sei  die  Differentialgleichuncj  vorgelegt: 


d'^y 


d"-^y 


d'-^y 


--PiTZr^i+lh:r-;^2  +  ---Pn.ll 


und   y^    ein   Integral    derselben,    welches    nicht    identisch    verschwindet. 

Setzt  man  dann:  _       /'^^7^. 

y       y^  I  .i(iu , 

so  genügt  z  einer  linearen  Differentialgleichung  n  —  i*-^'^  Ordnung: 

Qi 


dx""- 


dx"-'^ 


Qn-l^, 


wobei    die  Grössen  q  sich   in  einfacher  Weise  aus  den  Grössen  j) ,    der 
Grösse  y^  und  deren  Differentialquotienten  zusammensetzen  lassen. 

Es   sei  ^■^   ein  Integral  dieser  Differentialgleichung,   welches  nicht 
identisch  verschwindet,  so  ist: 

.'/2=  !h  hi^^ 

ein    zweites    Integral    der    ursprünglichen    Differentialgleichung.      Setzt 

«^^"  »!""=  z  =  z,Cudx, 

so  genügt  u  einer  linearen  Differentialgleichung  n  —  2"^''  Ordnung: 


■u  d"-'-hi 


.2.n. 
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Ist    i(^    ein    Integral    dieser    Diiferentialgleicliuug,    welches    nicht 
identisch  verschwindet,  so  ist: 

ein  zweites  Integral  der  Differentialcfleichung  n  —  1*'"'  Ordnnnsj  und 


//3 


ikjz,dxju,i 


ein  drittes  particuläres  Integral  der  ursprünglichen  DiÖerentialgleichnng. 
Fährt  man   so  fort,   so  gelangt  man  schliesslich  zu  einer  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

div 

— r-  =  tw 

dx 

und  man  erhält  auf  diesem  Wege  a  Integrale  der  urs])rünglichen 
Differentialgleichuns;. 

Es  kann  behauptet  werden,  dass  die  so  erhaltenen  Integrale  ein 
Fundamentalsystem  bilden.  Bei  dem  Beweis  nehmen  wir,  wie  Fuchs 
es  in  der  citirten  Arbeit  thut,  der  Einfachheit  halber  n  =  3  an.  Bildeten 
in  diesem  Falle  die  Grössen  //^,  i/.,,  tj.^  kein  Fundamentalsystem,  so 
hätte  man  eine  Gleichung: 

'\  ■  Vi  +  ^2  •  !/l  hi^i'  +  ^3  •  Pl  l'-l  f^'«  /  ''l  f^-^'  =  0, 

wobei  fj,  C.J,  ^3  Constanten  sind,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Da  ?/j  nicht  identisch  verschwindet,  so  darf  man  diese  Gleichung  durch 
i/i   dividiren.     Differenzirt  mau  alsdann,  so  erhält  man: 


c,.z,+  c.,.zjii^dx  =  0. 


Da  z^  nicht  identisch  verschwindet,  so  darf  man  wieder  durch  z^ 
dividiren  und  man  erhält  durch  Differentiation: 

Cg  .  Uj^  =  0. 

Da  nun  h^  nicht  identisch  verschwindet,  so  hätte  man  c^  =  0.  Es 
müsste  alsdann:  /^ 

f  1 .  tJi  +  f-..  •  Hi.  I  '"i  <?^'  =  ö 

sein.     Hieraus  würde   auf  ähnliche  Weise    folgen    c^  •  ^i  =  0   und  daher 
f 2  =  0  und  folglich  auch  q  =  0. 

Es  ergiebt  sich  also,  dass  die  lineare  Relation  nicht  bestehen 
kann,  und  dass  daher  die  auf  die  angegebene  Weise  ermittelten  Inte- 
grale ein  Fundamentalsystem  bilden. 
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§  30. 

Betrachtung  der  singulären  Punkte.     Definition  und  Haupt- 
eigenschaften der  Fundamentalgleichung. 

Wir  denken  uns  jetzt  für  den  regulären  Punkt  j\^  ein  Integi'al 
gebildet  und  wollen  untersuchen,  wie  dasselbe  sieh  ändert,  wenn  wir 
die  Veränderliche  x  einen  singulären  Punkt  umkreisen  lassen. 

Die  Difierentialgleichung  schreiben  wir  wieder: 

d"ii  cl"-h/  d"--if 

wo  über  die  Coefficienten  die  früher  angegebenen  Voraussetzungen  ge- 
macht werden. 

Es  sei  dann  für  den  Punkt  ./„  fi  irgend  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung, es  mögen  ferner  i/^,  //._,,.  .  .  ij^  ein  Fundamentalsystem  bilden, 
so  können  wir  setzen: 

2 )  II  ■=  x^ .  y^  Ar  .r., .  i/.,-] J-a  •  //«; 

wobei  die  Grössen  r/j ,  a^ , . . .  .r«  Constanten  sind.  Nach  einem  Umlauf 
um  einen  singulären  Punkt  a  mögen  die  Functionen  //^,  Il2,-V,i  über- 
gehen in  S .i/i,  S .ijo, . . .  S .i/n,  so  bestehen  nach  den  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen  die  Gleichungen: 

3 )  S  ■  ik  =  «21  •  Hl  +  «22  •  h  +  •  •  •  «2 « •  l/r,; 


■     S.y„=  iCnl-Hi,  +  «n2-  //2  +  "  "  "  «nn  •  IIa, 

wobei  die  Constanten  a  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre  Deter- 
minante von  Null  verschieden  ist.  Nach  einem  Umlauf  um  den  Punkt  d 
geht  alsdann  u  über  in: 

4)  S .  u  =  pi  2'^'  ^  *'  "^  '^''  2""  2  ^'  "^  ■  ■  '  ^"  2^^^' "  ^'' 

wobei  die  Summen  sämmtlich  nach  s  von   1   bis  k  zu  nehmen  sind. 
Wir  wollen  versuchen  die  Grössen  x  so  zu  bestimmen,  dass 

S  .  a  =  CO  .  u 

wird,  wo  CO  eine  Constante  bedeutet.  Multiplicirt  man  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichung  2)  mit  a  und  subtrahirt  sie  alsdann  von  Gleichung  4), 
so  ergiebt  der  Umstand,  dass  zwischen  //j,  ;(/o,  ••//,(  keine  lineare 
homoffene  Relation  mit  constanten  Coeflicienten  stattfindet,  zur  Be- 
Stimmung  von  x.^,  x^,  .  .  .  x^  das  folgende  System  von  Gleichungen: 


IßO    §  30.    Betraclitung  der  siugulären  Punkte  und  der  Fundamentalgleichung. 
./•]  («11    —  a)  +  .x\,  .  «21  +  •  •  •  ^'.c .  ««1  =0, 

•''i  •  ^^V2  +  a(%i'  —  ö)   +  •  •  •  .7„  .  «„2  =  0, 


5) 


6) 


-f'l  •  «1  n+  A  .  «0  „  +  •  •  ■  ».■„(«„„—  Gj) 

Ist  daher  a  eine  Wurzel  der  Gleichung: 
cfii   —CO  a^^  .  .  .  a„i  \ 

«12    «21'     —  M  •  •  •  a«2   i  ^  Q 


0. 


^  = 


SO   lassen   sich   die   Grössen  x  so   bestimmen,    dass  sie  nicht  alle  ver- 
schwinden.    Dabei  folgt,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

A  =  () 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sein  müssen,  da  das  von  w  unabhängige 
Glied  vermöge  unserer  Annahmen  von  Null  verschieden  ist. 

Es  geht  also  bei  dieser  Wahl  der  Grössen  x  das  Integral  ii  über 
in  uco.     Setzen  wir  daher: 


7) 


C3 


—  f,2gni 


und  legen  dem  q  irgend  einen  der  entsprechenden  Werthe  bei,  so 
wird  der  Ausdruck:  /         ^,\—o 

It  y  U'  et  )      *• 

sich  bei  einer  Umkreisung  des  Punktes  d  nicht  ändern,  vorausgesetzt 
natürlich,    dass   kein   anderer   singulärer  Punkt   hierbei   umkreist  wird. 

Wir  nennen  die  Gleichung  6)  die  zum  singulären  Punkte  <(  ge- 
hörende Fundamen  tals'leichuno-. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  dieser  Gleichung  ist  durch  den  folgen- 
den Lehrsatz  ausgesprochen: 

Lehrsatz:  Die  Coefficienten  der  nach  Potenzen  von  co 
entwickelten  Fundamentalgleichung  sind  von  der  Wahl  des 
Fundamental  Systems  unabhängig. 

In  der  That,  denken  wir  uns  dazu  ein  anderes  Fundamentalsystem 
zu  Grunde  gelegt,  j^j,  7/2 ^  ■  ■  ■  Vn  und  bilden  den  Ausdruck: 

u  =  a'i .  7^1  H Xn  .  r]„. 

Das  Fundamentalsystem  der  Grössen  >/  hängt  dann  mit  dem 
Fundamentalsystem    der    Grössen   ij   durch   die  Gleichungen   zusammen: 

Vi  =  ^Mi  •  !h  +  h->  ■  V-1  H ^''1«  •  //«; 

8)  %  =  A'21  .  Ik  +  /'■->  •  ^2  H ^''2 n-Vn, 


.  '^J  —  ^'n  1  ■  I/i  +  /'■«  2  •  .i/o  +  ■  ••  kn  n-i/n- 


9) 


§  30.    Betrachtunor  der  singulären  Punkte  und  der  Fundamentalgleichung.    Jßl 
Unter  solchen  Umständen  können  wir  n  in  die  Form  l>ringen: 

(  H  =  J/i  (.Ti  .  l\^  + .:/ 2  .  hl  +  •  •  •  ./■„  .  kn  l)  +  IJo  (j\  ■  l\o  +  X..  ■  h,.,  +  ■■■  X„ .  k,,  2)  +  --- 


Nun  können  wir  genau  so  operiren  wie  vorhin.  Wir  erhalten 
tlasselbe  lineare  Gleichungssystera  wie  vorhin,  nur  sind  an  Stelle  der 
Unbekannten  j\,  x^,  .  .  .  x^  die  Grössen  getreten: 

•^i  ■  "11  ~H  ''2  •  ''21  +  ■  ■  ■  -^ «  •  ''n  1 J 
''\  •  ^''12  +  ''2  •  ^22  H ''t  •  ^''» 2 , 


•'1  •  '''l  1  +  ■']>     l'-l  /i  +  ■  ■  ■  ^'n  •  l^nn- 

Die  Form  derselben  ist  aber  für  die  Gleiehungsdeterminante  völlig 
gleichgültig.  Sind  die  Unbekannten  dieses  Gleiehungssystemes  ge- 
funden, so  niuss  dann  noch  ein  zweites  Gleichungssystem  aufgelöst 
werden,  um  die  Grössen  ./-^ ,  .4, ,  ,  .  .  ./„  zu  bestimmen.  Hiermit  ist  der 
Satz  bewiesen. 

Wir  nehmen  jetzt  an,  dass  die  Fundamentalgleichung  lauter  von 
einander  verschiedene  Wurzeln  habe.  Dann  gehören  zu  ihr  n  von 
einander  verschiedene  Integrale  u^,  u.>,  .  .  .  u,..     Für  diese  gilt  der 

Lehrsatz:  Sind  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
alle  von  einander  verschieden,  so  bilden  die  dazu  gehören- 
den Integrale  u^,  lu,  .  .  .  ii^  ein  Fundamentalsystem. 

Der  Beweis  folgt  in  der  folgenden  Weise.  Wäre  die  Annahme 
falsch,  so  müsste  eine  lineare  Relation  von  der  Form  bestehen: 

10)  q  .  ((^  +  q  .  '^2  H c„ .  Hn  =  0. 

Durch  Umkreisung  des  singulären  Punktes  werden  sich  dann 
Gleichunu-en  von  der  Form  ergeben  müssen: 

11 )  c^ .  C3\  .  ((^  +  Co .  CO''.,  .i(,^ Cn-  ö'„ .  <(„  =  0,    >•  =  1,  2, . . .  n  —  1 , 

wenn  wir  unter  Wi,  g?^,  ••  •  «„  die  von  einander  verschiedenen  Wurzehi 
der  Fundamentalgleichung  verstehen.  Diese  Gleichungen  können  aber 
nicht  zusammen  bestehen,  weil  die  Grössen  co  alle  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Fassen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  gelangen  wir  zu  dem 
folgenden 

Lehrsatz:  Sind  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung 
alle  von  einander  verschieden,  so  gehört  zu  dem  ent- 
sprechenden singulären  Punkte  ein  Fundamentalsystem 
H^,  u.,, .  .  .  a^,  dessen  sämmtliche  Elemente  mit  Potenzen 
von  x  —  a  multiplicirt,  in  der  Umgebung  von  a  eindeutig 
werden,  sodass 
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tt^  =  (^  —  ay^Cpi,       K.,  =  (X  —  rt)''>'gP2,  .  .  .      H„  =  (x  —  a)'^n(p„ 

gesetzt  werden  kann,  wo  Pi,po,...Pn  bestimmte  endliche 
Grössen  sind,  deren  Differenzen  weder  Null  noch  ganze 
Zahlen  sein  können  und  wo  (p^,  (p.2,  .  .  ■  (fn  iu  der  Umgebung 
von  ((  eindeutige  Functionen  bedeuten. 

Diese  Functionen  cp  lassen  sich  dann  nach  dem  Laurent'schen 
Satz  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen  von  (./■  —  a)  entwickeln. 
Etwas  mehr  Schwierigkeiten  bereitet  der  zweite  Fall,  in  welchem 
einige  Wurzeln  einander  gleich  sind.  Wir  wollen  der  Einfachheit 
halber  annehmen,  dass  zwei  von  ihnen  denselben  Wertli  besitzen  und 
zwar  «1  und  oj^.  Um  diesen  Fall  näher  zu  untersuchen,  nehmen  wir 
zunäclist  an,  die  beiden  Wurzeln  «^  und  oj,  wären  von  einander  ver- 
schieden, so  gehören  dann  zu  ihnen  zwei  Integrale: 

12)  Hj^  =  ./'i .  //i  +  X., .  /A,  H ./■„ .  yn 

und 

13)  lt.2  =  .?i  .  !h    +  Z.,  .  I/o    ^ .?„  .  IJn, 

wobei  die  Grössen  x  aus  dem  Gleichungssystem: 

14)  "^f'i  ,•  .  ^1  +  «2r  •  X.,  H (a^r  —  »i)  Xr  H ««,•  •  Xa  =  0, 

die  Grössen  „"  aus  dem  Gleichungssystem: 

15)  ^"i'-  •  '-1  +  ^*27-  •  '^-o  H (arr  —  »2)  .",-  -\ (Inr  ■  ^«  =  0 

bestimmt  sind. 

Aus  dem  ersten  Gleichungssystem  ergeben  sich  die  Grössen 
.q,  .r., ,  .  .  .  ;r„  als  Functionen  von  «j  und  zwar  können  wir  annehmen 
als  ganze  rationale  Functionen  vom  Grade   it  —  1.     Wir   wollen    setzen: 

16)  X^  =  /i(«i),       X,  =  fo(cO,),  .  .  .      X„  =  fn{coj. 

Analog  wird  dann: 

17)  .?!  =  f\(cO^),       %  =  f-2  (cO.),  ■  ■  ■      .2'«  =  f'iia-i)- 

Wir  setzen  jetzt  fest,  dass  die  Beziehung  besteht: 

so  folgt:  "  7  9       9 

,  dXr         ii'"    d  x^ 

18)  Zr  =  Xr  -\-  h \-  :j— ^  -, 5  "^ 

Denken  wir  uns  diese  Ausdrücke  in  das  lineare  Gleichungssystem 
für  die  (jirössen  z  eingesetzt,  so  können  die  linken  Seiten  der  einzelnen 
Gleichungen  nach  Potenzen  von  li  geordnet  werden.  Die  von  h  un- 
abhän^itren  Glieder  verschwinden.  Denken  wir  uns  dann  die  rechten 
und  linken  Seiten  der  einzelnen  Gleichungen  durch  h  dividirt,  so  wird 
das    von  It  unabhängige  Glied  links: 

dx.    ,  dx.,   ,  .  .dXr  dxa 

ülr  -~  +  Cl.>r-r^-] («,<•  -   Wj \ a„r  '. Xr. 

dcoy  dio^  ^  dco^  dcc^ 
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Ist  nun  «2=  cOi,  so  können  wir  h  =  0  setzen  und  erhalten  das 
Gleichungssystem : 

^^^     "-  rf^  +  «-  do^,  +  •  •  •  ^"'•'-  ^''^^  ^,  +    •  •  "'"•  d^,  -  ^'^  =  "^^ 
welches  neben  dem  ursprünglichen  besteht. 
Setzen  wir  demnach: 

fhi\  dx^  dxa 

^0  j  »,  =--  //i  -— ^  +  //.,  — ^  H v/„  -— , 

da^  dcj^  dcj^ 

so  wird  II.J  jedenfalls  ein  Integral  der  Differentialgleichung  sein,  da- 
neben aber  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  es  bei  einer  Umkreisung  des 
singulären  Punktes  a  übergeht  in: 

OJ.  Ho   +  Uj^. 

Wir  hätten  hierbei,   wie  kaum  hervorgehoben  zu  werden  braucht, 
Ho  auch  so  wählen  können,  dass  es  bei  der  genannten  Umkreisung  über- 
gehe in:  a.u,+  co.^^.n, 
wo  (0.21  eine  Constante  bedeutet. 

Nehmen  wir  ferner  an,  dass  im  Uebrigen  die  Wurzeln  a  alle  von 
einander  verschieden  sind,  so  folgt  analog,  wie  im  einfachsten  Falle, 
dass  die  Integrale  ii^,  u.^,  .  .  .  ii^  ein  Fundamentalsystem  bilden.  Der 
allgemeioste  Fall  ist  analog  zu  untersuchen.  Wir  nehmen  dazu  an,  es 
seien  A^  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  gleich  co^ ,  X.,  Wui'zeln 
gleich  cog,  .  .  .  A^  Wurzeln  gleich  w,,  wobei  jetzt  Wj,  w._,  .  .  w^  lauter 
von  einander  verschiedene  Wurzeln  bedeuten  und 

Aj,  +  yl^,  -f  ■  •  •  Ar  =  W 

ist.  Bezeichnen  wir  durch  S .  it  die  Function ,  in  die  irgend  eine 
Function  ii  nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  (i  übergeht,  so  gilt 
der  folgende 

Lehrsatz:  Ist  w  eine  Afache  Wurzel  der  Fundamental- 
gleichung, so  gehört  zu  derselben  eine  Gruppe  von  Inte- 
gralen Hj,  (t.^,  .  .  .  Ux  von  der  Eigenschaft: 

S  .  IL,  =  07.,j  .  /^,  +  CO  .  H., , 

.S' .  li.^  =  «3,  .  /^,  +  «3._, .  n.,  -f  w  .  »3, 


-S'  .  ui  =  (0).i.  Uy  +  ax- .  i(.,  +  ■  ■  ■  a  .  i<x, 

wobei  die  mit  zwei  Indices  versehenen  Grössen  oj  neben 
0-»  selbst  Constanten  sind.  Die  zu  d^n  verschiedenen  Wurzeln 
«j,  Wg,  .  .  .  cj,  gehörenden  Gruppen  von  Integralen  bilden 
zusammen  ein  Fund  amen  talsystem. 

11* 
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Hieraus  folgt  der  weitere 

Lehrsatz:  Es  sei  (i  irgend  ein  singulärer  Punkt  und 
von  den  Wurzeln  der  zugehörigen  Fundamentalgleich- 
ung seien  A^  gleich  a^,  Ao  gleich  w^,  .  .  .  l,.  gleich  cOr,  wo  Wj, 
(o.^,  ...  M^  von  einander  verschieden  sind  und 

/ll   +  ^2   +  •  ■  ■  '^'-  =  '^^J 

SO  giebt  es  ein  Fundamentalsystem,  dessen  Elemente  in 
Gruppen  vertheilt  werden  können,  derart,  dass  zu  jeder  der 
verschiedenen  Wurzeln  m^,  co.^,  .  .  .  cj^  eine  Gruppe  von  resp. 
je  Aj,  /l,,  .  .  .  kr  Integralen  gehört.  Es  sei  o  eine  der  Wurzein 
und  A  der  Grad  ihrer  Vielfachheit,  so  hat  die  zu  derselben 
gehörende  Gruppe  von  ?.  Integralen  /(^,  k.,,  .  .  .  n^  die  Gestalt: 

n.2  =  (x  —  n)9  gjg^  -(-  (x  —  «)?  ^^22  iog(x  —  a), 

«3  =  {x  —  a)°93i  +  C^'  ~  '■0^9'32%('^'  —  ^0  +  {''  —  <^y'^yi\^ofl(:''  —  ''Ol', 

«^  =  {j-  —  a)'^  <pn  +  (•'■  —  "  Y'cpn^of/i  ■'■-(()-] (./-a  y-'g)x?.\Jf>f/{-''-f()Y~\ 

wo  ()  einen  der  unendlich  vielen  um  ganze  Zahlen  von  ein- 
ander verschiedenen  Werthe  des  Ausdrucks 

-r :  hg  CO 

bedeutet  und  die  Grössen  cp  in  der  Umgebung  von  a  ein- 
deutige Functionen  von  x  sind,  zwischen  denen  die  Be- 
ziehung besteht,  dass  jede  derselben  eine  lineare  homo- 
gene Function  der  Grössen  (pn,  (foi^  ^u^--^n  i^^it  constanten 
Coefficienten  ist. 

In  der  That,  jedenfalls  ist: 

21)  Hl  =  (.r  -  rt)99?ii ,    Q  =  — -y  log  CO. 

Ferner  war: 

O    .   l(.^   =   Woi   .   Hy   ^  CO  .   l(.2, 

also  folgt:  c  ,, 

=>  *5  .  11.,  Ho  OJqj  n., 

Q =      O  "        =      -^ 1- 

Hieraus   folgt,   dass   bei   einem   Umlauf  um    den  Punkt  x  =  a  die 

Function     "    in  sich  selbst  vermehrt  um  eine  Constante  übergeht.   Unter 

solchen  Umständen  ist:  .,     ,  . 

11.2        «21    log  {x  —  a) 


in  der  Umgebung  von  ./•  =  a    eine   eindeutige  Function,  die  wir  durch 
f(x)  bezeichnen  Avollen.     Mithin  erhalten  wir: 
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G)      ZTll 

oder  indem  wir  für  ii^  seinen  Werth  eiiiset/cu: 

>,,  =  (^^<&Uun')  +  ^  ^.  /../  (r  ^  a)) 
das  lieisst: 

22)  ^^2   =  (•'■  —  ''')'' \^2\    +   ^22 ''"//••'■       -   ''')l, 

wobei  qp22  ^^^'l^  ^'*^^^  9^ii  '"^^^"  '^'"^  '^''^^^'  ^'Onstante  unterscheidet.     Damit  ist 
der  Satz  im  einfachsten  Falle  bewiesen. 

Wir  wollen  jetzt  einen  Schritt  weitergehen.     Es  v.ar: 

^  11^  '         CO         a    u^        n^ 
Berücksichtigen   Avir   den    gefundenen  Werth    von    ^2-  "i '    nämlich 
den  Werth:  «^  ^  g^   logjx  -  a)     , 

u^  CO  2ni 

so  folgt: 

J  H.,\  Wo,  «q,     .    03...,    ,  ü?,.,  l(., 

S[-^)=^^^  -^    -- i-.  kHj{x^-a)  +  -^ /(.'■)  +  — • 
\  l(^  /         CO         CO- .  zni  co  /r, 

Bilden  wir  nun  den  Ausdruck: 

»1 
so  können  wir  die  Constanten  so  bestimmen,  dass  dieser  Ausdruck  bei 
einer  Umkreisung  des  Punktes  ./■  =  a  sich   nicht  ändert.     In  der  That, 
er  geht  über  in: 

CO., 


CO' .  Im  00  i(^ 

—  4 c jr  / lo(j (x  ~  a)  —  ! fj  f(.r)  +  c^ \ log (x  —  a)  --2:ii [f,  f(r)  +  «^o  !• 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  wäre  nachgewiesen,  wenn  gezeigt 
werden  könnte,  dass  die  Gleichungen  bestehen  können: 


^21^32 
CO^  .  '271/ 

—  4c7ii  =  0^ 

»31 
0) 

—  2ci7ci  =  0 

CO 

-  2c,^Tii  ^  0 

Diese  Gleichungen  kcinnon  aljer  thatsächlich  l)estelien,  sddass  der 
vorhin  definirte  Ausdruck  in  der  That  bei  einer  Umkreisung  des 
Punktes  x  =  a  sich  nicht  ändert. 
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Wir  bezeichnen  ihn  durch  f[C''),  so  folgt: 
"3  =  "1/1  ('■'')  +  ''Jt'i /'(■'■)  +  q>l  %C^  —  ^0  +  "1  c[%(.r  —  a)\-, 
oder  also: 

23)        iL,  =  (,r  -  a)?[(jP3i  +  7)3.  /07  (./;  -  a)  +  ^33 1  ^'^Oi'^'  -  ^')J'I . 
wobei   gfgo    und   ^33    sich   linear    durch   cp^^    und   9^01   ausdrücken  lassen. 
Damit   ist  auch  in  diesem  Falle  die  Richtigkeit  der  Behauptung  nach- 
gewiesen und  genau  so  können  wir  weitergehen  und  erhalten  den  vor- 
hin aufgestellten  Lehrsatz  von  Fuchs. 

§  31. 
Aufstellung  von  noth wendigen  Bedingungen  dafür,  dass  die 
sämmtlichen   Integrale    sich    in   der   Nähe   eines   singulären 
Punktes  .r  =  <i,  mit  einer  Potenz  von  {pi:  —  a)  multiplicirt,  durch 
eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  {x  —  a)  darstellen  lassen. 
AVir    denken    uns    wiederum    eine    lineare    homogene    Differential- 
gleichung vorgelegt,   die  wir  in  einer  gegen  die  frühere  etwas  modifi- 
cirten  Weise  schreiben  wollen: 

Die  Grössen  /)  sollen  wiederum  im  allgemeinsten  Falle  gebrochene 
transcendente  Functionen  sein.  Unter  ((  verstehen  wir  wie  vorhin  einen 
singulären  Punkt  der  Differentialo;leichuno;  und  frasfen  nach  den  Be- 
dingungen,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  sämmtlichen  Integrale 
sich  in  die  Form  bringen  lassen: 

wobei  V  die  Werthe  von  0  bis  cc  durchläuft,  q  irgend  einen  W^erth 
besitzt  und  die  Constante  g^^  von  Null  verschieden  angenommen 
werden  soll. 

Bilden  wir  dazu  die  Ausdrücke: 

(.r  -  a)p^,     (.r  -  r^^^.,  .  .  .  (x  -  nYi^ 
und    nehmen    an,    dass    mindestens    einer    derselben    keinen    endlichen 
Werth  für  ./■  =  a   besitzen  soll. 

Wenn  mehrere  diese  Eigenschaft  besitzen,  so  wollen  wir  annehmen, 
dass  die  Glieder  von  der  Ordnungszahl  ni^,  nu,  .  .  .  unendlich  gross  von 
der  Ordnungszahl  /i  seien,  wobei  ja  die  höchste  vorkommende  Zahl 
bedeutet. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Differentialgleichung  ein  Integral 
von  der  soeben  angegebenen  Form  besitze,  dann  erhält  man  durch 
Coeflicientenvergleichung  die  Gleichung: 
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9 (()  -1) .   .(q  —  ii-]-  m^  —  1  )q,„^  -f  p (^  _1)  . . .  ( p  -  «  +  w,  +  1 )  q,„^  +  •  •  •  =  0, 
wobei  q,„^,  q,„^  etc.  die  Grenzen  der  Grössen: 

für  ./  =  fi    bedeuten.     Dieser  Gleichung   muss   der  Exponent  o  Genüge 

leisten.     Dieselbe    ist    von    einem    Grade,    der   kleiner    ist  iils  der  Grad 

der    Differentialgleichung.       Unter    solchen    Umständen    können    nicht 

sämmtliche  Integrale   die   verlangte   Form   besitzen  und  wir  finden  den 

Lehrsatz:  Als  nothwendige  Bedingungen  dafür,  dass  alle 

Integrale  unserer  Differentialgleichung  um  den  siugulären 

Punkt   i:  =  a  herum  sich  in  der  Form  darstellen  lassen: 

erhalten  wir  die  Darstellungen: 

{.X  -  a)  j?i  =  ^01  +  bii  (j-  -  a)  +  h,^  (.r  -  a)^'  +  •  •  • . 
(x  —  (if£^_  =  &02  +  \t^^  —  ^)  +  hi(''  —  ")'-\ ' 


Wir    gehen    nun    einen   Schritt  weiter  und  nehmen   an,   dass   die 

TD  ■ 

soeben  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  seien. 

Ferner  wollen  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dass  der  zu 
betrachtende  singulare  Punkt  ./■  =  0  sei  und  die  Differentialgleichung 
in  der  Form  schreiben: 

2)         x" .  ?/(")  +  x"  - ' .  /)j  .  //"  -  ^  +  ./•"  -  - .  Po  .//<"-  -^  H i'n  =  0 , 

wobei  jetzt  die  F\inctionen  p  sich  im  Nullpunkte  regulär  verhalten. 
Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  bezeichnen  wir  kurz  durch  Pdf). 
Wir  setzen  nun  in  die  Differentialgleichung  für  ij  eine  Reihe  von 
der  Form: 

Man  übersieht  leiclit,  dass: 

ist.     Nun  ist  aber:  ^.,  ,.,        . 

wenn  [{x,  Q)  gesetzt  wird  gleich: 

()(p  -  1) ...(()-«  +  1)  +  p(p  -  1)  ...(()  -  u  +  2)pi(x)  +  •  •  •  p„{x). 

Folglich  ist: 
4)  P\g(x,  Q)\  =  y^;,,  .fix,  q  +  »')  JC^  +  ". 

Da  sich  i>i(j),f2  0^)>- •  i^nW  ''^  convergente  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  fortschreitende  Kcihen  entwickeln  lassen,  so  con- 
vergirt  auch  die  Reihe; 
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deren  Coefficienten  ganze  Functionen  höchstens  «'*'"  Grades  von  o  sind. 
Daher  nimmt  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung,  Avenn  für  //  die 
Function  f/(x,  q)  eingesetzt  wird,  die  Gestalt  an: 

Soll    also    die    Keihe   3)    die    Differentialgleichung   befriedigen,    so 
müssen  ihre  Coefficienten  durch  die  Kecursionsformeln: 

(/!./■((> +  1)  +  . 7. /;C(>)  =  o, 


6) 


bestimmt   werden.     Nehmen   wir   daher  (j  von  Null  verschieden  an,  so 
müssen    die   Exponenten   q    der  Gleichung  n^^^  Grades  Genüge   leisten: 

die  wir  auch  schreiben  können: 

I  +i>„(0)  =  0. 

Sollen  daher   alle  Integrale  sich  in  die  angegebene  Form  bringen 
lassen,  so  müssen  sämmtliche  Wurzeln  der  Gleichung: 

fiQ)  =  0 
von  einander  verschieden  sein.    Unter  solchen  Umständen  finden  wir  den 
Lehrsatz:     Als    weitere    nothwendige    Bedingung    dafür, 
dass    die    Integrale    um    den    singulären  Punkt  x  =  0   herum 
sich  in  der  Form  darstellen  lassen: 

ergiebt  sich  die  Bedingung,  dass  die  sämmtlichen  Wurzeln 
der  Gleichung:  /"(p)  ==  0 

von  einander  verschieden  sind. 
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Wir    sind    im    vorigen    Paragraphen    zu    der    ül)eraus    wichtigen 
Gleichung  gekommen: 

1)  ^(^-l)...(p_-u+l)  +  ^oCo-l)...(9-yi  +  2M(0)  +  ---+P«(0)  =  0. 
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Dieselbe  wird  die  zu  dem  betreftendeii  sin^uläreii  Punkte  —  im 
speciellen  Falle  der  Nullpunkt  —  gehörende  determinirende  oder 
auch  determinirende  Fundamentalgleichung  genannt.  Ehe  wir 
in  unserer  Betrachtung  weitergehen,  mögen  einige  der  wichtigsten 
Eigenschaften  derselben  aufgestellt  werden. 

I.  Wenn  die  Grösse  p„  gleich  Null  ist,  so  ist  die  deter- 
minirende Gleichung  durch  q  theilbar.  Führt  man 
diese  Operation  aus  und  ersetzt  sodann  q  durch  p+1, 
so  erhält  man  die  determinirende  Gleichung,  welche 
zu   der  Gleichung  n  -V^^  Ordnung  gehört,    die  aus  der 

ursprünglichen  entsteht,  wenn  an  Stelle  von  — -  ge- 
setzt wird  //. 
II.  Führt  man  in  die  ursprüngliche  Differentialgleichung 
11^"  Ordnung  an  Stelle  von  //  eine  neue  abhängige  Ver- 
änderliche II  ein.  die  mit  ihr  durch  die  Gleichunj; 
•  verbunden  ist: 

2)  //  =  II  .  (p(x) 

und  es  lässt  sich  (fU:)  um  den  Punkt  ./■  =  ()  herum  in 
eine  Potenzreihe  entwickeln,  deren  cons.tantes  Glied 
von  Null  verschieden  ist.  so  ist  die  determinirende 
Gleichung  der  Differentialgleichung  mit  der  ab- 
hängigen H  identisch  mit  der  determinirenden  Gleich- 
ung der  ursprünglichen  Differentialgleichung. 
In  der  That,  bei  dieser  Substitution  geht  über: 

Pi     .      (pU)p^-\-.i-  .ncp'ij) 
—    in    7 

X  X 

^.2  ^  ,.2 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  determinirende  Gleichung  ein. 
nachdem  noch  in  den  Zählern  ./  =  0  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich  in 
der  That  die  ursprüngliche  determinirende  Gleichung. 

III.  gilt  der 

Lehrsatz:  Setzt  man: 
3)  //  =  xV'  .  11 , 

dann  werden  die  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung 
der  Differentialgleichung  mit  der  abhängigen  Veränder- 
lichen H  resp.  gleich  o  —  c, ,  wo  an  Stelle  von  o  der  Reihe 
nach  die  Wurzeln  der  ursprünglichen  determinirenden 
Gleichuncr  zu  nehmen  sind. 
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in    der   That,    bei    dieser    Substitution    geht    unsere    Differential- 
gleichung über  in: 

wobei  gesetzt  ist: 

n  .  ;/  —  1 . . .  w  —  .s  + 1  .  ,   . 

2,  = p-g ;^ (>!  .  f  1  -  1  . . .  ()i  ^  .s  +  1 

,    ;^  —  1  .  «  —  2  . . .  '«  —  s  +  1  .       .  ,  ^ 

H r^i ; ^ Pi  •  ?!  - 1  •  •  •  ?!      "^  +  2  .  f  1 

1 .  z  .  .  .  .s  —  1 

,   «  —  2  .  «  —  3  .  .  .  «  —  .s  +  1  .  ,  „ 

^ r^2 7^^ ?i .  ?i  - 1 . . .  Pi      .s  +  3  .i\, 

+  W  —  -S  +  1  .Qyp,-i+  p,. 
Wir  wollen  nun  die  determinirende  Gleichung  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  bezeichnen  durch 

/■((>)  =  o 

und  versuchen  die  Gleichung  zu  bilden: 

f{Q  +  Qd  ==  ^- 
Wir    greifen    dazu  das  allgemeine  Glied  der  ursprünglichen  deter- 
minirenden  Gleichung  heraus.    Dasselbe  lautet: 

(n  —  .§)!    Qn-sP.- 

Nun  ist  allgemein: 


■/.  =  P 


p\  in  +  1^1,  ==^Vy-  ■  %-y.-  ^y-'''-  i^  -  /! 

X  =  0 

In  Folge  dessen  wird: 

n  —  s  .  n  —  s  -\-  1  .  .  .  n  —  s  —  z  -\-l 

^P'=Q{Q~i)...iQ-n  +  ,^x  +  l)  ?i((>i"l)...((>i-M-l). 
Berücksichtigen  wir  diese  Gleichung  und  vereinigen  in  der  Gleichung; 

alle  Glieder,  bei  welchen: 

ist,  so  wird  ihre  Summe: 

(){q  -  1)  .  .  .  {q  -  n  +  ö  +  l)q„, 
wobei   wir  ^o  =  ^   ^^  setzen  haben.     Mithin   nimmt  die  Gleichung: 

/■((>  + (>i)  =  <> 
in  der  That  die   Form  an: 

Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 
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§  33. 
Form  der  Integrale,  wenn  die  im  §  31  entwickelten  Bedingungen 

erfüllt  sind. 

Wir  nehmen  nun  an,  es  seien  die  im  §  31  entwickelten  Beding- 
ungen  erfüllt  und  fragen,  welches  dann  die  Form  der  Integrale  ist. 
Die  Betrachtung  soll  im  Anschluss  an  eine  Arbeit  von  Frobenius  im 
76.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  geführt  werden,  nur  in  einigen 
Punkten  entfernt  sie  sich  von  derselben. 

Wir  wollen  nun  zwei  Fälle  unterscheiden.  Erstens  kann  der  Fall 
eintreten,  dass  je  zwei  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  sich 
nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden  und  zweitens  dasselbe  ist  der  Fall. 

Im  ersten  Falle  kann  gezeigt  werden,  dass  die  nothwendigen  Be- 
dingungen zu  gleicher  Zeit  die  hinreichenden  sind. 

In  der  That,  verstehen  wir  unter  o  eine  Wurzel  der  determiniren- 
den Gleichung,  so  folgt: 

'■      /T^o-f  l)/-Co-f  2).../-(?+i')' 
wobei  /',(())  eine  ganze  Function  von  o  bedeutet,  für  welche  sich  durch 
Auflösung   des    in   §  o2    aufgestellten   linearen  Gleichungssystemes   der 
Werth  ergiebt: 

\t\{Q  +  1.-1) /:,(()  + 1. - 2) . . .  /;_!(()  + 1)/;    (p)  j 
/•(9  +  r^i)/;(9  +  i.-2).../;_,Co  +  i)/;._,((,) 


1) 


0  0         /■    (p  +  i)/;    (?) 

Um  nun  die  Convergenz  der  vorgelegten  unendlichen  Reihe,  welche 
der  Differentialgleichung  genügen  soll,  zu  beweisen,  vorfahren  wir 
folgendermassen.     Aus  den  Recursionsformeln  ergiebt  sich: 

?y)   iir+i  =  - -w—, — ^T^ fr/.' •/■.(p  +  'O+.v, -.•/.(?+ r    1  )+•  •  -.V-A+iC?)!- 
/(?+v+l) 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Beträge  der  Functionen  /',  und  .7, 
mit  ly  und  (i,  oder  auch  durch  i'',  (())  uml  G,  (9)  etc.,  so  folgt  aus 
unserer  Gleichung: 

^^v-n<,.,    ]    .    AG,..i\{Q  +  v)+G,._,.l\{Q'rv-\)  +  ---  r;./'V  ,(9)1. 

Sei  nun  Ix  der  Radius  eines  um  den  Xull])uiikt  beschriebenen 
Kreises,  der  beliebig  wenig  kleiner  ist  als  der,  innerhalb  dessen  die 
Functionen  fi(/),  ^'aC-^'j  ■  • -i^nOO  sämmtlich  convergiren,  dann  sind  die 
Reihen: 
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4)  /■(.^?)=^/;(p)x- 

und: 

ebenfalls  für  alle  Wertlie  von  .r,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  nicht 
grösser  als  B  sind,  convergent. 

Wenn  daher  M{q)  der  grösste  Werth  ist,  den  der  absolute  Be- 
trag von  f'(-r,  q)  auf  der  Peripherie  des  mit  dem  Radius  JR  um  den 
Nullimnkt  beschriebenen  Kreises  annimmt,  so  ist: 

Fr+i{Q)  <  -^  JI(q)B-'<3I{q)R-', 
sodass  wir  erhalten: 

N=  Gr.M(Q  +  1^)  +  Gr-i.M(Q  +  V  ~  l ) B' ^  +  ■  ■  ■  G.2I{q)B-\ 
Bezeichnet  man  die  rechte  Seite  dieser  Ungleichheit  mit  ff,+i,  so  ist: 

oder  da  G,  <  n,   ist: 

/    3I(q  +  v)  1       FJQ  +  v)    \ 

«.  +  1  <  "Aj.(^^  +  ^  +  1)  +  u  FiQ  +  v-^i)' 

Werden  also  die  Grössen  h,  vermittelst  der  Recursionsformel: 

berechnet,  so  ist  bei  passender  Verfügung  über  h^: 

Gr  <  a,.  <  h,.. 

Da  aber  /'(q)  ein  ganze  Function  u^^^  Grades  von  q  ist,  so  nähert 
sich  bei  wachsendem  v  der  Quotient: 

fJQ  +  v) 
fiQ  +  *'  +  !) 
und  folglich  auch  sein  absoluter  Betrag: 

F(q  +  v) 

F(q  +  v+1) 

der  Grenze   1.      Kerner  kann  nachgewiesen    werden,    dass  der  Quotient: 

M(q  +  v) 
F{q  +  v-^\) 
mit  wachsendem  v  sich  der  Grenze  Null  nähert. 

In  der  Thut,  bezeichnen  wir  den  absoluten  Betrag  von  ^  mit  ö 
und  die  Maxima  der  absoluten  Beträge  der  Functionen  ^^(ä;),   ..p'n(x) 
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für  die  Werthe  von  ./  auf  dem  mit  dem  Radius  7'  um  den  Xullpunkt 
beschriebenen  Kreise  mit  M^,  M.), . . .  JI^,  setzen  ferner: 

6)  ji;(a)  =  a(6-\-r)...(6^n~2)M,-{-6(a+l)...(a  +  n-S)M,+---M,., 

•'^  '''^'-  J/( o)  <  xl^{6) 

und   zwar  können   wir  hierbei  o  als  unbeschränkt  veränderliche  Grösse 

auffassen. 

Ferner  ist:  /•(?)  =  ?"+ [Ap)  -  (>»1 

und  da  der  absolute  Betrag  einer  Summe  nicht  kleiner  als  die  Diiferenz 
der  absoluten  Betrüge  der  Summanden  ist,  so  folgt: 

F(q)  >  a»  —     fiß)  —  Q"    . 

Nun  ist  aber: 
f(Q)  =  q(q  -  1) . . .  (o  -  n  +  1)+p^(0)q(q  -  1)  . . .  fp  -  »  +  2)  +  •  •  •  ijJO). 

Werden    also    die   absoluten  Beträge  von  p^(())^ p.JO), . . .  j)n{0)  mit 
Pi,  Po,  . . .  Pn.  bezeichnet  und  wird: 

7)  (jD(ö)  =  (7((5  +  l)...((7  +  «-i;)  +  P^.a((7^1)...(ö  +  «-2)H hP«-ö" 

gesetzt,  so  ist:  \fiQ)-Q-\<<p{a) 

"^^^  ^^^^^"■•"  FiQ)>a^~<pK6). 

wenn  nur  6  gross  genug  gewählt  wird,  damit  die  rechte  Seite  dieser 
Ungleichung  positiv  ist.  Das  ist  aber  stets  zu  erreichen,  da  <p{G) 
nur  vom  ii  —  V^^  Grade  ist. 

Aus  den  entwickelten  Ungleichungen  folgt: 


F(q+v  +  \)      ^  p  + 1;  +  1  I"  -  9?(()  +  V  +  1) 
Nun  ist  aber: 

\Q  -\-  V   <.v  -\-  a     und     \  Q  -^  V  -\-l'^>  V  —  a 
und    da    die   positiven   Functionen    t/'((j)   und    (?"  —  93(0)   von    einer   ge- 
wissen  Grenze    an   beständig   mit  dem  Argumente  wachsen,    so  ist  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von   v : 


F(q  A-  V  -j-1)        (v  —  6)"—  (p(v  —  6) 
Der    letztere    Ausdruck    nähert    sich,    da    der    Zähler    eine    ganze 
Function  niedrigeren  Grades  von  v  ist  als  der  Nenner  bei  wachsendem  v 
der  Grenze  0.     Damit  ist  der  verlangte  Beweis  geliefert. 
Unter  solchen  Umständen  ist: 


lim 


hr+i        1 


b,      n 

und  mithin   convergirt  dif   Reihe   ^br..i'   und   folglich   auch: 


174       §  ^^-  Form  der  Integrale  unter  den  in  §  81  entwickelten  Bedingungen. 

innerhalb  des  mit  dem  Radius  B  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kreises. 

Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  7a\  jeder  \Yurzel  der  determiniren- 
den  Gleichung  ein  Integral: 

Dass  diese  Integrale,  wenn  wir  an  Stelle  von  q  die  n  von  ein- 
ander verschiedenen  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  setzen,  alle 
von  einander  linear  unabhängig  sind,  braucht  nicht  näher  aus  einander 
gesetzt  zu  werden. 

Unter  solchen  Umständen  finden  wir  den 

Lehrsatz:    Lässt  eine  Differentialgleichung  u^"  Ordnung 
sich  in  die  Form  bringen: 

,/.,+?!ilf}„<,-..+...e^„^o, 

X    '  x'' 

wobei  die  Functionen  )\(x),. ..  ihi-r)  sich  im  Punkte  x  =  0 
rec£ulär  verhalten,  und  sind  die  Wurzeln  der  determiniren- 
den  Gleichung,  die  Grössen  p^,()o...p«,  alle  von  einander 
verschieden  und  unterscheiden  sich  von  einander  nicht  um 
ganze  Zahlen,  so  hat  die  Differentialgleichung  n  von  ein- 
ander unabhängige  Integrale  von  der   Form: 

wo  an  Stelle  von  q  der  lieihe  nach  zu  setzen  ist  p^,  p,?  •  ■  •  ?«• 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  die  Wurzeln  der  determinirenden 
Gleichung  zwar  alle  von  einander  verschieden  sind,  aber  theilweise 
sich  von  einander  um  ganze  Zahlen  unterscheiden.  Der  Einfachheit 
halber  beschränken  wir  uns  hierbei  auf  den  Fall,  dass  alle  Wurzeln 
sich  von  einander  nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  indem  wir  be- 
mt'i-ken,  dass  der  allgemeine  Fall  ganz  analog  zu  behandeln  ist. 
Wir  können  dann  die  Wurzeln  in  der  Keihenfolge  schreiben: 

so  zwar,  dass  die  Differenz  Qj—  q,  kleiner  ist  als  Xull,  wenn  j  grösser 
ist  als  /.  Bei  dieser  Annahme  sind  die  Differenzen  q^  —  Qj  für  /  =  2,  3, .  ..n 
sämmtlich  positive  ganze  Zahlen. 

Dann  giebt  es,  wenn  wir  die  soeben  angestellten  Betrachtungen 
einfach  wiederholen,  jedenfalls  ein  Integral  von  der  Form: 

8)  i/  =  a^?'.(Pii  (./•), 

wobei  9?ii(''')  nach  ganzen  Potenzen  von  ./  fortschreitet  und  für  ,t  -=  0 
von  Null  verschieden  ist.     Wir  setzen  dann: 
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9)  ^  =  jaJzcIx, 


so  erhalten  wir  für  z  eine  Differentialgleichung  u  —  l'*"^  Ordnung, 
deren  determinirende  Gleichung,  wie  aus  den  Sätz<Mi  des  vorigen  Para- 
graphen folgt,  die  Wurzeln  besitzt: 

?2  "  ?i  —  1 ;     93  -  s^i  -  1  j  •  •  •    Qn-  9i  —  l- 
Da   die   Coefficienten   dieser  Difterentialgleiehuno-   dieselben  Eiovn- 
Schäften   besitzen    wie   die   Coefficienten   der   ursprünglichen    Gleichung, 
so  folgt  die  Existenz  eines  Integrals  von  der  Form: 

wobei  tl^ix)  sich  nach  ganzen  Potenzen  von  ./  entwickeln  läs.st  und  J^'(O) 
von  Null  verschieden  ist. 

Unter    solchen    Umständen    erhalten     wir    für    die    ursprüngliche 
Differentialgleichung  ein  Integral  von  der  Form: 

1 1 )  f/.2  =  a?^  [(jCoi  (■'•')  +  <f-2-2  {■'■)  ^''!l  ■•\  y 

wobei  (p.2i{-i')  und  9^22 (^')  ^^^^^  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln 
lassen,  im  Punkte  x  =  ()  nicht  beide  verschwinden  und  x-'^ .  922 (-^j  ^on 
einem  constanten  Factor   abgesehen,  gleich  y^   ist. 

So  können  wir  weiter    schliessen  und  erlialt<'n  den  fundamentalen 
Lehrsatz:  Lässt  eine  Differentialgleichung  )/"''■  Ordnung 
sich  in  die  Form  bringen: 

y(n)  _|_  h^  yin-1,  _^  .  .  .  P^  y  =  Q, 

wobei  die  Functionen  ^j(.r),  /j^ (./).... /5„(./)  sich  im  Punkte 
.1=0  regulär  verhalten  und  sind  die  AVurzeln  der  deter- 
minirenden  Gleicliung,  die  Grössen  ()j,  (x,,--?«  ■'^He  von  eiu- 
•  ander  verschieden,  unterscheiden  sich  aber  von  einander 
nur  um  ganze  Zahlen,  so  haben  n  Integrale  die  Form: 

yo  =  x'^^Wn  +  ^ii  ■  ^^OA^ 


Vn  =  ■>■'"  I T«  I  H-  <r«  i  ■  ''^// •'■  H 9>« n {loy  xY  - '  I- 

Hierbei  sind  die  Grössen  o  in  der  vorhin  angegebenen 
Weise  geordnet,  die  l'unctionen  (pap  lassen  sicli  nach  ganzen 
Potenzen  von  rr  entwickeln,  so  zwar,  dass  nicht  alle  Grössen 
<pai,  (pa-2,-  ■  -fpaa  IUI  Punkte  ./•  <>  V erscli w i üde u ,  und  endlich 
lassen  sich  die  Ausdrücke: 
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linear  durch  die  Ausdrücke: 

X^K  (pii,    .^•^'.  (P2i,  ■  ■  ■  ^"'*(Pnl 
ausdrücken. 

Dass  diese  Integrale  linear  von  einander  unabhängig  sind,  braucht 

nicht  besonders  bewiesen  zu  werden. 

Im  Anschluss  an  den  soeben  entwickelten  Lehrsatz  geben  wir  die 

folgende  Definition. 

Lässt  ein  Integral  //„  unserer  Differentialgleichungsich 

in  die  Form  bringen: 

ya  =  ^l'^^lfpal  +  (Pa^loflX  +  •  •  •  (paa{J(>(h&  ~'^\, 

wobei  die  Functionen  qp„^  die  vorhin  angegebenen  Eigen- 
schaften besitzen,  so  wollen  wir  sagen,  dasselbe  gehöre 
zum  Exponenten  Qa- 

Wir  wollen   in  Bezug  hierauf  den  folgenden  Lehrsatz  entwickeln. 
Gehört  eine  Function  F  zu  einem  Exponenten  q,   so  ist 
j  TT' 

-rp-  eine  Function  derselben  Art,  welche  zum  Exponenten 
dx 

Q  ~\  gehört.  Eine  Ausnahme  findet  nur  dann  statt,  wenn 
^=0  ist  und  F  im  Punkte  ./•  =  0  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden ist. 

In  der  That  nach  Annahme  hat  F  die  Form: 

F=  x^[(pf,  +  (pjog.r  H (Pjj{lo[/x)p^ <p,„(%:r)"'], 

wobei  die   Functionen  qp   sich   nach   ganzen  Potenzen  von  x  entwickeln 
lassen,   die  überdies  positiv  sind,  und  nicht  alle  im  Punkte  x  =  0  der 
Null  gleich  werden. 
Hieraus  folgt: 

(J  F 

-—=... x'>'-'^[q  .  (pp  +  (p  -f  l)g)p+i  +  X  .  (p'p\(Iogxy -\ 

-^X^-'iQ.p.+  X.Cp'nYlOf/Xy, 

wenn  unter  (p'p  etc.  die  Differentialquotienten  von  q)p  etc.  verstanden 
werden.  Wenn  nun  in  diesem  Ausdruck,  nachdem  wir  x^~^  als  ge- 
meinsamen Factor  abgesondert  haben,  die  Coeflicienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  lor/.r  im  Punkte  ./■  =  0  sämmtlich  gleich  Null  wären,  so 
müssten  für  diesen  Werth  die  Gleichungen  bestehen: 


Q  .  q)n  =0. 

Hieraus    folgt,    dass    die   Functionen    (p^^,   cp^,  .  .  .  (pn  sämmtlich  im 
Punkte  X  =  0   der  Null  gleich  sein  müssten,    was  gegen  die  Annahme 
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ist.    In  einem  Falle  werden  die  Schlüsse  unstreng,   wenn  nämlich  o  =  0 
ist.    Wenn  dann  «,        a      ^        n  ^        f\ 

ist,   wenn   ferner  F  sich   für  x  =  0  auf  einen  endlichen  von  Null  ver- 

dF 

schiedenen  Werth  reducirt,  so   wird  — —  zum  Exponenten  Null  oder  /u 

einer  positiven  ganzen  Zahl  gehören. 

Wir  haben  bei  den  bisherigen  Untersuchungen  zwei  Arten  von 
Gleichungen  definirt,  welche  für  einen  singulären  Punkt  einer  Differential- 
gleichung der  von  uns  betrachteten  Art  charakteristisch  sind,  die 
Fundamentalgleichung  und  die  determinirende  Gleichung. 
Zwischen  denselben  besteht  ein  enger  Zusammenhang.  Wir  können 
uns  damit  begnügen,  diesen  Zusammenhang  anzugeben,  ohne  auf  den 
Beweis  näher  einzugehen.     Es  gilt  der 

Lehrsatz:    Das  ~ — .  fache  des  Logarithmus  jeder  Wurzel 

der  einer  Differentialgleichung  von  der  zuletzt  betrachteten 
Art  zugehörigen  Fundamentalgleichung  ist  bis  auf  additive 
tjanze  Zahlen  eine  Wurzel  der  determinirenden  Gleichuntr. 
Umgekehrt  ist  das  2:nr/fache  jeder  Wurzel  der  determiniren- 
den Gleichung  der  Logarithmus  einer  Wurzel  der  der 
Differentialgleichung  zugehörigen  Fundamentalgleichung. 


§34. 

Aufstellung   von  hinreichenden   und   nothwendigen    Bedingungen 

dafür,    dass    die    sämmtlichen    Integrale    sich    in    der    Nähe    des 

singulären  Punktes  ./=  0,   mit   einer  Potenz   von   ./    multiplieirt, 

dxirch  eine  gewöhnliehe  Potenzreihe  von  /  darstellen  lassen. 

Nachdem  wir  die  Form  gefunden  haben,  welche  die  Integrale  einer 

Differentialgleichung   besitzen   müssen,   wenn    die  in  §  31   angegebenen 

Bedingungen  erfüllt  sind,  fragen  wir  nunmehr,  wann  die   Coefficienteu 

der   einzelnen   Potenzen  von  loy  x  verschwinden  —    wobei    wir    wieder 

X  =  0    als    singulären   Punkt    annehmen   —   oder    was    dasselbe    sagt, 

wann  die  Integrale  die  Form  haben: 

\)  y='^y^.x^  +  ^. 

Hierbei  wollen  wir  wiederum  der  Einfachheit  halber  annehmen, 
dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  sich  um 
ganze  Zahlen  unterscheiden  und  diese  Wurzeln  wie  früher  anoi-dnen. 
Unter  diesen  Annahmen  machen  wir  die  Substitution: 

2)  «/  =  X'in  .  Z. 

Krauae,  Doppeltperiodische  Fuuctioueu     II.  12 
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Es  genügt  dann  z  einer  Differentialgleicliung  n^'"'  Ordnung,  deren 
determiuirende    Gleichung    als    Wurzeln    die    positiven    ganzen    Zahlen 

besitzt:  «/./.«  n  n      0 

9i  "^  Q"  :      9-2"'  9>n  ■  ■  ■  9n  —  i  —  9>n   ^■ 

Setzen  wir:  „  ^  n   —  s.-  -  1 

so  gilt  der 

Lehrsatz:  Die  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung 
dafür,  dass  die  Integrale  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung die  Form  haben: 

lautet:  Bildet  man  diejenige  lineare  Differentialgleichung, 
deren  Lösungen  die  ö^*®°  Differentialquotienten  der  Inte- 
grale z  sind,  so  muss  ihre  determinirende  Gleichung  lauter 
positive  Wurzeln,  die  Null  eingerechnet,  besitzen. 

In  der  That,  die  Integrale  der  Difierentialgleichung  mit  der  alj- 
hängigen  z.  die  für  uns  in  Betracht  kommen,  können  geschrieben  werden: 

Jedenfalls  ist  nun  der  Ausdruck  j<'.q)/.  ein  Integral  der  vorgelegten 
Gleichung  in  z  und  muss  zu  den  soeben  aufgestellten  gehören.  Sein 
Exponent  ni  kann  gleich  oder  grösser  als  q  sein,  muss  aber  jedenfalls 
kleiner  sein  als  .s.     Wir  wollen  für  den  Augenblick  setzen: 

4)  x^.q>x=  x"'.0{x). 

Es  lässt  sich  dann  ^(.f)  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  ,/ 
entwickeln,  so  zwar,  dass  das  coustante  Glied  von  Null  verschiediMi 
ist.     Die  m^^  Ableitung  von  z  wird  den  Ausdruck  enthalten  müssen: 

1.2...  m.0{x).{]o(jxy 

und  dieser  Ausdruck  kann  mit  keinem  andern  zusammengefasst  werden. 
Unter  solchen  Umständen  wird  die  m^^  Ableitung  von  z  höchstens  zum 
Exponenten  Null  gehören  und  wird  für  x  =  0  unendlich. 
Unter  solchen  Umständen  wird  die   folgende  Ableitung: 

d"'+'z 

dx"'+' 
höchstens    zu    dem    negativen    Exponenten    —  1    gehören    können,    die 
i*^  Ableitung:  ^„^ 

also  erst  rocht. 

Existirt  also  ein  logarithmisches  Glied,  so  muss  die  determinirende 
Gleichung  der  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Veränderlichen: 
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dx" 
mindestens    eine    negative  Wurzel    besitzen.     Ebenso    gilt   offenbar   das 
Umgekehrte  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Differentialgleichung  zu  bilden,  deren 
Integrale  die  .s*^°  Differentialquotienten  der  Integrale  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  mit  der  abhängigen  Veränderliehen  ,3   sind. 

Nehmen  wir  dazu  an,  dass  der  niedrigste  wirklich  vorkommende 
Differentialciuotient  von  z  der  /3*^  ist  und  schreiben  die  Differential- 
gleichung: 

dßz  dP^  #+2^  d^ 

''^  d^"'^'  dxP+'  +  ^-  d^^^'  "^  ■  ■  ■  ^"-''  ^t:^'" 

Setzt  man:  .,„ 

—  ^ 
'  dücP'' 

so  kann  die  Differentialgleichung  geschrieben  werden: 

_  du  d~u  d"~Pu 

Durch  Differentiation  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form: 


wobei  gesetzt  ist: 

8; 


,  dv  ,     ,   d'i'   ,  ,         d"-!^v 

du  d.r  '   dxa—(i 

dß+'z 


d.j>^+' 

Diese  Gleichuno-  kann  dabei  keine  anderen  Lösungen  als  die 
ß  -f  1***"  Differentialquotienten  von  .ij,  z.2,.  •  -Z^  besitzen.  In  dieser  Weise 
geht  es  weiter.  Jedenfalls  sind  wir  im  Stande,  die  Gleichung  auf- 
zustellen, deren  Integrale  die  s^^"^  Differentialquotienten  der  Integrale 
von  der  Differentialgleichung  mit  der  Unbekannten  z  sind. 

Die  Form,  in  welche  wir  die  hinreichenden  und  nothwendigen 
Bedingungen  gebracht  haben,  ist  nicht  die  einzige  mögliche.  Es  sind 
noch  andere  tjegeben  worden,  indessen  sehen  wir  von  ihrer  Aufstellung 
ab  und  verweisen  dieserhalb  auf  die  hierüber  erschienenen  Originalarbeiten, 
vor  allem  auf  die  citirte  von  Frobenius. 


§  35.-^) 
Aufstellung  von   linearen  Differentialgleichungen,    welchen  doppelt- 
periodische Functionen  zweiter  Art  Genüge  leisten. 

Wir  wollen  jetzt    zeigen,   dass  die  doppeltperiodischen  Functionen 
zweiter  Art  gewissen  linearen  Differentialgleichungen  Genüge  leisten. 

12* 
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Wir  bilden  dazu  den  Ausdruck: 

l  =  m 

1=1 

welcher  als  Function  von   v  aufgefasst  den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

'  I   f(v  +  t)  =  (-  l)*eit  +  7ri[2a-n(2r  +  T)]^-C^,-)^ 

vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  bestehen: 

"^1  +  ^2  +  '''  —  ''  >^i(^d2, 

V  -'r  v^  -{-  »i  ^  s  moä2, 

«1  +  «2  +  ■  ■  ■  f'"'  =  ^'fj 

V  +  l»!  +   I/o  +  0^3  +  >»   =  ■>2. 

Da  der  Ausdruck  eine  ganze  transcendente  Function  ist,  so  wird 
zwischen  je  n  -\-\  Ausdrücken  derselben  Art,  bei  welchen  die  Grössen 
r,  s,  a,  l,  n  dieselben  Werthe  besitzen,  mindestens  eine  lineare  Relation 
bestehen  müssen. 

Wir  bilden  ferner  die  Ausdrücke: 

3)  #i+-(.)^Kr)^K^)^K^-)  ^^^ 

wobei  wir  unter  (p{v)  die  Function  verstehen: 

und  voraussetzen,  dass  v  grösser  oder  gleich  a  ist,  während  u  die 
Werthe   1,  2,  .  .  .  annehmen  kann. 

Die  aufgestellten  Functionen  sind  dann  sämmtlich  ganze  trans- 
cendente  Functionen  von  r,  die  auch  ihrerseits  den  vorhin  aufgestellten 
Gleichungen  Genüge  leisten.  Daher  folgt  die  Existenz  von  weiteren 
linearen  Gleichungen  zwischen  je  n  +1  Grössen,  bei  denen  >•,  s,  «,  A,  n 
die  nämlichen  Werthe  besitzen. 

Eine  jede  solche  lineare  Gleichung  ist  dann  aber  eine  lineare 
Differentialgleichung  mit  der  abhängigen  Veränderlichen  <p{v),  wenn 
noch  festgesetzt  wird,  dass  die  Constanten  «^ ,  a.2,  .  .  .  a„i  dieselben 
Werthe  beibehalten  sollen.  Dabei  ist  klar,  dass  sich  nicht  etwa  be- 
ständig Identitäten  ergeben  können.  Die  Ordnung  der  Differential- 
gleichung kann  beliebig  gross  gewählt  werden,  da  für  pi  keine  Schranke 
gesetzt  ist.  Als  unabhängige  Veränderliche  können  wir  die  Grösse  v 
ansehen,  aber  an  ihrer  Stelle  auch  das  Argument  der  elliptischen 
Functionen,  die  Grösse  n,  einführen,  welche  mit  v  durch  die  bekannte 
Relation   verbunden   ist.     In   jedem  Falle    sind   die    Coefficienten   aller 
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solchen  Differentialgleichungen  gew()hnliche  cloppeltperiodische  Func- 
tionen oder  auch  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art.  Wir  finden 
also  das  wichtige  Resultat: 

Die  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art: 

"      ^1  =  1 
leistet   unendlich   vielen  linearen  Differentialgleichungen  Genüge,   deren 
Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art  sind. 

Die    Function  qp(r)    ist    nicht    die   allgemeinste   doppeltperiodische 
Function    zweiter   Art    —    die    Schlüsse    bleiben    aber    im    allgemeinen 
Falle    genau    die   nämlichen,   sodass  wir  den  Satz  aussprechen  können: 
Lehrsatz:  Eine  jede  doppeltperiodische  Function  zweiter 
Art    leistet    unendlich    vielen    linearen    Differentialgleich- 
ungen    Genüge,      deren     Coefficienten     doppeltperiodische 
Functionen  sind. 

Mit  derartigen  Gleichungen  wollen  wir  uns  in  der  Folge  be- 
schäftigen, uns  aber  auf  eine  grosse  Kategorie  derselben  beschränken, 
die  mit  dem  Namen  der  Picard'schen  bezeichnet  werden  möge. 

§  36.^) 
Definition  der  Picard'schen  Diffei'entialgleichungen. 
Form  ihrer  Integrale  im  allgemeinen  Falle. 
Wir  wollen  von  jetzt  au  unter  einer  Picard'schen  Differential- 
gleichung  M*®'  Ordnung   eine    lineare    homogene    Differential- 
gleichung »^^'Ordnung  verstehen,  deren  Coefficienten  doppelt- 
periodische Functionen  erster  Art  sind,  deren  Integrale  ferner 
sich     sämmtlich     als    gebrochene    transcendente    Functionen 
darstellen  lassen. 

Als  unabhängige  Veränderliche  wählen  wir  zunächst  das  Argument 
der  elliptischen  Functionen,  die  Grösse  u.  Dann  existirt  jedenfalls  ein 
System  linear  von  einander  unabhängiger  Integrale: 

f,(u),       fUH),...fn(Hl 

Als  Perioden  wählen  wir  die  Grössen  2K  und  2'  K'.  Vermehren 
wir  dann  ii  um  2K,  so  ändern  nach  Annahme  die  CoefHcientfu  ihren 
Werth  nicht.     Es  folgt  hieraus,  dass  die  Grössen 

f\Oj  +  2K),    f,(H  +  2K), .  . .  fjn  +  2K) 
auch  ihrerseits  Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichung  sind  und 
zwar    sind  es  eindeutig  bestimmte   Grössen,   unabhängig  von    der   Art, 
wie    von    u   zu    u  -\-  2K  übergegangen    wird.     Hieraus   folgt,    dass   die 
Gleichungen  bestehen  müssen: 
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1) 


fn{H  +  2K)  =  a,  1 .  /;  in)  +  a^ . .  /,  {n)  +■■■+  n„  „  .  f„  {u). 

Schliessen  wir  nun  ganz  analog  wie  in  der  allgemeinen  Theorie 
der  linearen  Difterentialgleichiaigen,  so  folgt,  dass  wir  die  Constanten 
q,  c^,.  ..Cn  so  bestimmen  können,  dass  das  Integral: 

2)  /■(«)  =  q  /i  ('0  +  (^2   f-2 (")  +  •  •  •  c„ .  /«(^O 

der  Functionalgleicliung  Genüge  leistet: 

wobei  II    eine    Constante    ist,    und    zwar    eine  Wurzel    einer  Gleichung 
n^^^  Grades. 

Wir  nehmen  jetzt  die  Functionen: 


4) 


\    (pm{ii)  =  f(>(-h2\m-l\iK'). 

Alle  diese  Functionen  müssen  Integrale  der  vorgelegten  Differential- 
gleichung sein.  Da  dieselbe  nur  n  linear  von  einander  unabhängige 
Integrale  besitzen  kann,  so  muss  einmal  für  m  <  n  eine  Relation  von 
der  Form  bestehen: 

5)  (p,n  +  1  00  =  '^1  •  9^1  (")  +  ^2  •  9'2  00  H '''■'«  •  %n  (")  5 

wobei  die  Grössen  a  Constanten  bedeuten. 
Nehmen  wir  die  Beziehungen  hinzu: 

q>,„^,{n  +  2iK')  =  cp,„{u), 

so  folgt,  dass  wir  eine  lineare  Verbindung  der  (Grössen  cp  herstellen 
können,  die  wir  durch  (p{ii)  bezeichnen  wollen,  welche  der  Functional- 
gleichung  Genüge  leistet: 

6)  (p(«.+  2/:^')  =  i"i-9'('0, 

wobei  jUj  wiederum  eine  Constante  bedeutet.  Da  qp('0  überdies  der 
Gleichung  Genüge  leistet: 

(f{ii  +  2K)  =  iL  .  (p(n), 

so  folgt,  dass  es  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  ist. 
Unter  solchen  Umstünden  erhalten  wir  den  Lehrsatz,  Avelcher  der  ganzen 
folgenden  Theorie  zu  Grunde  gelegt  wird: 
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Lehrsatz:    Eine   jede    Picard'sche    Differentialgleichung 
,  hat  jedenfalls  ein  Integral,  welches  eine  doppeltperiodische 
Function  zweiter  Art  ist. 

Wir  wollen  zusehen,  welche  Form  die  anderen  Integrale  liaben. 
Nennen  wir  das  doppelti)eriodische  Integral: 

7)  7/,  =  (p{n), 
so   wollen  wir  setzen:  ^ 

8)  }f  =  q)(i()  j zdn. 

Die  Gleichung  in  z  ist  dann  von  der  Ordnung  n—\  und  hat  als 
Coefficienten,  wie  aus  den  Betrachtungen  von  §  83  des  ei'sten  Bandes 
hervorgeht,  als  Coefficienten  gewöhnliche  doppeltperiodische  Functionen 
—  wol)ei  wir  uns  den  Coefficienten  des  höchsten  Differentialquotienten 
von  y  gleich  1  gesetzt  denken.  —  Eine  solche  Differentialgleichung 
hat  dann  nach  dem  fundamentalen  Lehrsatz  mindestens  ein  Integral, 
welches  sich  als  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  darstellen 
lässt.     Wir  wollen  dasselbe  durch  z^  bezeichnen,  so  ist: 

2/2  =  (p(:tt)h\dn  . 

ein  zweites  Integral  der  ursprünglich  vorgelegten  Gleichung.  Die 
Form  desselben  ist  in  einfacher  Weise  klarzulegen.  In  der  That,  wir 
können  z^  schreiben: 

9)        -'.-2l-'^-fi"~ßH-^^'^^^} 


wobei  die  Summe  über  alle  Unendlichkeitspunkte  von  z^  zu  erstrecken 
und  für  den  Augenblick  gesetzt  ist: 

G)  und  A  sind  zwei  geeignet  gewählte  Constanten.  Integriren  wir  und 
berücksichtigen,  dass  vermöge  unserer  Annahmen  der  logarithmische 
Theil  verschwinden  niuss,  so  folgt: 

und  dieser  Ausdruck  ist  wiederum  eine  doppcltpt'riodische  Function 
zweiter  Art.  Freilich  muss  hinzugefügt  werden,  dass  dieses  Resultat 
nicht  in  jedem  Falle  richtig  ist.  Wenn  die  Function  Zi  doppelt- 
periodisch von  der  ersten  Art  ist,  so  modificiren  sich  die  Resultate,  da 
die  analytische  Darstellung  von  z^  eine  jindere  wird.  Ebenso  modi- 
ficiren sich  die  Resultate,  wenn  die  Multijdicatoren  u  und  ju,  von  z^  die 
Form  haben:  ,,  _  ,,-2/,a-      ,,_,/.'/, <a' 
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Auf  beide  Fälle  soll  in  der  Folge  eingegangen  werden.  Jetzt 
sehen  wir  von  ihnen  ab  und  beschränken  uns  auf  den  ersten  Fall,  den 
wir  als  den  allgemeinen  bezeichnen  wollen,  dann  folgt,  dass  auch 
ein  zweites  Integral  doppeltperiodisch  von  der  zweiten  Art  ist.  Gehen 
wir  so  weiter,  so  finden  Avir  den 

Lehrsatz:  Die  Picard'schen  Differentialgleichungen  be- 
sitzen im  allgemeinen  Falle  als  n  von  einander  linear 
unabhängige  Integrale  n  doppelti^eriodische  Functionen 
zweiter  Art. 

§  37. 
Analytische  Darstellung  der  Picard'schen  Differentialgleichungen. 
Scheinbare     und    wirkliche     singulare    Punkte.       Reduction     der 
allgemeinen  Form  auf  eine  specielle. 
Nachdem    wir    über    die    Natur    der   Integrale    einer  Picard'schen 
DiffV-rentialgleichung  w^®""  Ordnung  einstweilen  in's  Klare  gekommen  sind, 
wollen    wir    jetzt    die    anaWtische    Form    und    die    Eigenschaften    der 
Differentialgleichungen  selbst  etwas  näher  untersuchen.   Die  Coefficienten 
der    Picard'schen    Gleichungen    sollen    doppeltperiodische    Functionen 
sein.     Dieselben   können   beliebig  viele   singulare  Punkte  besitzen.     Da 
ihre  Integrale  sämmtlich  gebrochene  transcendente  Functionen  sein  sollen, 
so    können    die    Coefficienten  1\-,1\t  ■  -Pn    der   vorgelegten    Differential- 
gleichung: 

in  den  einzelnen  Punkten  resp.  höchstens  von  der  Ordnungszahl  1,2,...;/ 
unendlich  gross  werden. 

Die  doppeltperiodischeu  Functionen  sind  nun  in  §  18  und  82  des 
ersten  Bandes  in  mehrfache  Formen  gebracht  worden. 

Setzen  wir  für  den  Augenblick: 

SO  folgt  aus  den  citirten  Darstellungen,  dass  die  Coefficienten  die 
Form  haben  müssen: 

Ä  =  c\  +^c'r,.f{^  -  M  +^c',-/^"'^'^~  ^^l 

Ih  —  ^  o~r  ^  c  r(i./U  —  0/-;+  ^C  ri j^^ ^  X,     *■- ^^7^^ 


2) 
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«obei    ^^V(i=0  etc.  ist    und   die   Summe    über   die   einzelnen    ünend- 

liclikeitspuukte  zu  erstrecken  ist. 

Wir  können  den  Coefficieuten  aber  auch  noch  andere  Formen  geben. 
Xehmen  wir  an,  dass  eine  doppeltperiodische  Function  die  Unend- 

T 

liclikeitspunkte  —  &r -^  ^  besitzt,  so  können  wir  sie,  von  einem  un- 
wesentlichen Factor  abgesehen,  schreiben: 

^  0-o(r  +  b,)  &^(v  4-  &2)  •  •  -  ^o(^  +  U  ^        ' 

wobei  die  Beziehung  besteht: 

mr       -,        ,  , 

^'i  +  'h^ f'« ^  =  'A  +  t?2  H ^"<  +  '"i 

und  m^  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass 
che  Grössen  h  alle  von  einander  verschieden  sind  oder  was  dasselbe 
sagt,  dass  die  üneudlichkeitspunkte  alle  von  der  ersten  Ordnung  sind. 
Dann  folgt,  dass  wir  setzen  können: 


4) 


oder  also   wir  finden  die   Form: 

5)  1)^  =  q  +  -S'^C"  +  ßl)  ^Cr.sniK   +  ßr), 

wobei  die  Grössen  /3  die  den  Grössen  h  entsprechenden  Argumente  der 
elliptischen  Functionen  sind.  Die  Grössen  c  in  der  letzten  Formel 
sind  verschieden  von  den  Grössen  c  in  der  vorletzten. 

Wir  wollen  zweitens  annehmen,  dass  die  Unendlichkeitspunkte 
sämmtlich  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  können  wir  die  vor- 
gelegte Function  schreiben: 

Dann  folgt  die  Richtung  des  Ansatzes: 

S,  =^c,„,+,  &^'(l-  -f  h,) . . .  &,'(v  +  &,)...  -^o'(^-  +  &-)• 

s—l 
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Unter  solchen  Umständen  folgt  die  Richtigkeit  des  Ansatzes: 

7)    /).  =.c,  +  sn(ii  +  ß,)'^Cr.sn(>i  +  ß,:)  +^c„,  +  ,.sn-(ji  +  ß,). 

Hierbei  ist  die  Annahme  gemacht,  das«  alle  Unendlicbkeitspunkte 
von  der  Ordnungszahl  2  sind.  Ist  dasselbe  nicht  der  Fall,  vielmehr 
einige  von  der  Ordnungszahl  1,  so  modificiren  sich  die  Resultate  in 
unwesentlicher  Weise. 

Aehnlich  sind  die  folgenden  Coefficienten  aufzustellen,  wie  nicht 
weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht. 

Bei  anderer  Bezeichnungsweise  der  Unendlichkeitspunkte  ergeben 
sich  andere  Darstellungsformen,  die  aber  so  unmittelbar  aus  der  letzten 
folgen,  dass  von  ihrer  Aufstellung  füglich  abgesehen  werden  kann. 

Damit  nun  unsere  Differentialgleichung  eine  Picard'sche  sei, 
müssen  die  im  §  34  angegebenen  Bedingungen  erfüllt  sein. 

Wir  wollen  die  Unendlichkeitspunkte  der  Coefficienten  in  zwei 
Kategorien  theilen.  Erstens  ist  es  möglich,  dass  dieselben  auch  in 
den  Integralen  vorkommen,  zweitens  ist  es  möglich,  dass  die  Integrale 
sie  nicht  enthalten.  Die  erste  Kategorie  wollen  wir  wirklich  sin- 
gulare, die  zweite  scheinbar  singulare  Punkte  nennen.  Es  ist 
nicht  schwer,  für  die  letzteren  eine  obere  Grenze  anzugeben. 

In   der  That,   nennen  wir   ein  Fundamen talsystem  von  Integralen: 

so  lautet  die  dazu  gehörende  Differentialgleichung: 

y'  t\  (n)...f'n  00  Lo. 


Dabei    kfhnien   wir    den   sämnitlichen    lntei?ralen   die  Form   geben: 


^i(ü  -  a^)  .  .  .  ^^{v  —  Um) 


■,lv 


>»j  +  »Ly  -\ mr=  m. 

Hierbei  sind  unter  den  Zahlen  —  m^^  —  »i.^,  ■  •  •  -  »/,.  die  kleinsten 
negativen  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichungen  zu  verstehen,  die 
bez.  zu  den  singulären  Punkten  h^,  .  .  .hr  gehören. 

Führen  wir  die  Determinante  aus,  so  erhalten  wir  die  Dilferential- 
gleichung  in  der  Form: 

8)       ^  n-//"^+  I\.!l^''-'^  +  ---Pn.I/  =  0 

und  es  ist  daher:  p  j,  p 
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Die  Zahl  der  scheinbar  singuläreii  Punkte  kann  nun,  wie  nicht 
näher  ausj^eführt  zu  werden  braucht,  höchstens  gleich  der  Zahl  der 
Nullpunkte  von  P^  sein.  Die  Zahl  dieser  Punkte  ist  aber  gleich 
der  Zahl  der  Ünendlichkeitspunkte  von  1\.  Wir  wollen  dieselbe 
durch  fi  bezeichnen,  so  kommt  unser  Problem  darauf  hinaus,  für  ft 
eine  obere  Grenze  zu  finden.  Die  Function  P^  kann  nur  in  den 
Punkten  b^,  .  .hr  unendlich  werden.  Die  Ordnungszahlen  mögen  resp. 
Q^,  Q^,  .  .  .  Qr  sein,   so  folgt: 

Verstehen  wir  unter  h  irgend  einen  der  Punkte  &j ,  bc,,--hr,  so 
kann  gesetzt  werden: 

^'"  ^'^  =  (t^)  '"'  f ^^'' ''^  +  ^^''^"  ~  ^^  +  '^'''^'  -  /3)H  •  •  •  J , 

wobei  nt'  der  zu  h  resp.  ß  gehörende  Exponent  ist,  der  aus  der  deter- 
minirenden  Gleichung  bestimmt  werden  kann.     Setzen  wir  nun 

F,Ut)  =  fi3  •  /K«)  +  '-.3  •  /^C^O  +  f-M), 


so  können  die  Constauten  c  so  gewählt  werden,  dass  im  Punkte  /3: 
Fj^(i()    von  der    »?'**'*' 
F2(n)    von  der    m' -  1*«'' 


F„(ii)  von  der  w'— //  +  1*'=° 
Ordnung  höchstens  unendlich  gross  wird.  Da  nun  nach  bekannten 
Sätzen  der  Determinantentheorie  der  Ausdruck  für  P„  ungeändert  bleibt, 
wenn  wir  f\(n),  f^^ii)  .  .  .  f'n{u)  resp.  durch  i^^(H),  JF^OO  •  •  • -^'«(")  ^^' 
setzen,  so  können  wir  aus  dem  soeben  gefundenen  Ergebuiss  schliessen, 
dass  die  Function  Pq  im  Punkte  ß  von  der  /«'m*''°  Ordnung  höchstens 
unendlich  gross  wird.     Wir  haben  also  höchstens: 

Qi  =  nni^^     Q2  =  '>i>tL),  ...     ()r  =  niHf, 
sodass  sich  ergiebt:    ja  =  n())i^  +  •  •  •  nir),  oder  also: 
9)  (X  =  »III. 

Damit  ist  das  Problem  gelöst.     Wir  finden  den 

Lehrsatz:  Bezeichnet  —vi  die  Summe  der  niedrigsten 
negativen  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichungen,  die 
zu  den  einzelnen  singulären  Punkten  einer  Picard'schen 
Differentialgleichung  ><*"  Ordnung  gehören,  so  ist  die  Zahl 
der  scheinbar  singulären  Punkte  höchstens  gleich  mn. 
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Die  Entscheidung,  ob  ein  Punkt  ein  scheinbarer  oder  wirklich  sin- 
gulärer  Punkt  der  Picard'schen  Differentialghuchung  ist,  kann  unmittel- 
bar mit  Hülfe  der  determinirenden  Gleichung  getroffen  werden.  In  der 
That,  ein  Punkt  ist  dann  und  nur  dann  ein  scheinbar  singulärer 
Punkt,  wenn  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung 
positiv  oder  Null  sind. 

Es  möge  nun  eine  Picard'sche  Gleichung  vorgelegt  sein,  welche 
eine  Anzahl  singulärer  Stellen  besitzt.  Eine  derselben  können  wir 
immer  beliebig  wählen,  wir  wollen  sie  gleich  iK'  setzen.  Dann  wollen 
wir  die  wirklich  singulären  Punkte,  welche  ausser  iK'  vorkommen, 
durch  ß^,  ß.2,  . . .  ßr  bezeichnen  und  annehmen,  dass  die  kleinsten  Wurzeln 
der  determinirenden  Gleichungen,  die  zu  diesen  Punkten  gehören,  resp. 
)»,,  w, , . . .  ni,,.  sind.      Wir  setzen  dann: 


n 


V  =  z.e.^^  I  I      —,..,,       e 


»oW 


wo  das  Product  über  alle  soeben  definirten  Wertlie  von  ß  zu  er- 
strecken ist.  Dann  leistet  ^  wiederum  einer  Picard'schen  Differential- 
gleichung u^^^  Ordnung  Genüge,  wie  aus  den  Betrachtungen  von 
§  83  etc.  des  ersten  Bandes  hervorgeht.  Aus  den  Untersuchungen,  die 
wir  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Differentialgleichungen  angestellt 
haben,  folgt  dann  unmittelbar,  dass  die  determinirenden  Gleichungen 
für  die  Differentialgleichung  mit  der  abhängigen  Veränderlichen  z,  die 
zu  den  Punkten  ß^,ß^,...ß,.  gehören,  lauter  positive  (die  Null  ein- 
begriffen) Wurzeln  besitzen,  dass  also  für  die  neue  Gleichung  die 
Grössen  ß^,  ß^,. .  .ßr  nur  scheinbar  singulare  Punkte  sind.  Ist  aber 
die  ursprüngliche  Picard'sche  Gleichung  gegeben,  so  kann  die  neue 
unmittell)ar  abgeleitet  werden.  Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Die  Integration  einer  jeden  Picard'schen 
Differentialgleichung  kann  durch  Einführung  einer  neuen 
abhängigen  Veränderlichen  auf  die  Theorie  einer  anderen 
zurückgeführt  werden,  welche  nur  einen  wirklich  singuläreu 
l'unkt  und  zwar  den  Punkt  u  =  iK\  daneben  lauter  schein- 
bar singulare  Punkte  besitzt,  deren  Integrale  also  alle  die 
Form  haben: 

•»1  {v  ~  g J %-^ (i-  -  ff,) ...^^{ü~  a,„) c^ " 

Hiermit  sind  wir  zu  Differentialgleichungen  gelangt,  deren  Integrale 
eine  besonders  einfache  Form  haben.  Die  Coefficienten  freilich  werden 
im  Allgemeinen  eine  complicirtere  Form  als  die  der  ursprünglich  vor- 
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o;eleo;ten  besitzen,  sodass  es  nicht  in  allen  Fällen  gewiesen  ist.  die 
genannte  Transformation  vorzunehmen.  In  Bezug  auf  die  letzten  Be- 
trachtungen  wird  auf  die  citirten  Arbeiten  von  Naetscli  verwiesen. 


§  38. 
Untersuchung  der  Picard'schen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung. 

Nachdem  einige  allgemeine  Sätze  über  Picard'sclie  Dillerential- 
gleichungen  n**"  Ordnung  aufgestellt  worden  sind,  wollen  wir  jetzt 
specielle  Ordnungszahlen  in  Betracht  ziehen  und  nehmen  zunächst  den 
Fall  n  =  1.  Als  allgemeine  Form  derartiger  Gleichungen  können  wir 
die  Form  wählen: 

1;  ^  +  ('^^o  +  'y^^r  ■  v  n  ii .  Sil (u  +  Ur)j  //  =  0, 

wobei  die  Summe  über  die  vorgelegten  singuläreu  Punkte  zu  erstrecken 
ist.     Setzen  wir  an  Stelle  von 

u  :  u  +  i  K',    von   a^  :  ccr  +  >  K', 

so  können  wir  an  Stelle  der  letzten  Gleichung  auch  die  folgende  wählen: 


du       ^        jiLi  s  n  a        / 


Die  Betrachtung  der  Fundamentalgleichung  zeigt,  dass  die  sämmt- 
lichen  Grös.sen  Cj^.suu^,  c^.sua^,  .  .  .  ganze  Zahlen  sein  müssen.  Be- 
zeichnen wir  sie  durch  (/j,  g^  etc.,  so  lautet  die  allgemeinste  Picard- 
sche  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

3)  ^+(,„+y„/"("+''-))y,0. 

^  du       \  ^     ^      !>-na,- .  >inH ' 

Die  Integration  derselben  bietet  keine  Schwierigkeit.     Setzen  wir: 

so  leistet  g)(i'),  wie  aus  dem  83.  Paragraphen  des  ersten  Bandes  folgt, 
der  Gleichung  Genüge: 

dlo(j(p{v)        rnu  .  dnu         sn{u  +  «) 
du  snu  snu  . snn 

Daraus  folgt  als  Integral  unserer  Gleichung: 

öj  y  =  e^"[J%{i-y'-, 

wenn  gesetzt  ist: 


190   §  39.  PicavcVsche  DifterentialCTleichuno-on  zweiter  Onliuino-  mit  einem  sing'.  Punkt. 

,  .  ■9'o(ar) 

und:  ^iKV 

7N  -I  /"       ,   NT»     cnccr-  dncir\ 

Wir  können  das  gefundene  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Lehrsatz:     Die    allgemeinste    Picard'sche    Differential- 
U'leichuny:  erster  Ordnuna:  kann  in  die  Form  o-ebracht  werden: 


au       \        jLj     suKr-snit  / 


wobei    c^    eine    willkürliehe    Constante,    die    Grössen    <j    da- 
gegen ganze  Zahlen  bedeuten.     Ihr  Integral  lautet: 

§  397) 

Untersuchung  der  Pieard'schen  Differentialgleichungen 

zweiter  Ordnung,  deren  Coefflcienten  einen  singulären 

Punkt  haben. 

Wir   gehen  jetzt   zu   den  Diti'erentialgleichungen   zweiter  Ordnung 

über   und   zwar   nehmen    wir    zunächst    diejenigen,    deren    Coefflcienten 

einen     singulären     Punkt   besitzen       Als    solchen  -tsind    wir    berechtigt 

den   Punkt  •  r^i 

H  =  (A 

zu    wählen.      Nach    unseren    allgemeinen    Untersuchungen    haben    dann 
alle  Differentialgleichungen  dieser  Art  die  Form: 

1)  _  +  .„__  =  ^,(,,  +  ,^,,,-4 

Zunächst    folgt,    dass    wir,    ohne    der   Allgemeinheit    Abbruch    zu 

thun,    die  Constaute   c„   der   Null   gleich   setzen   können.     In  der  That, 

ist  r„  von  Null  verschieden,  so  setzen  wir  an  Stelle  von  //  die  Grösse 

i/.e^".     Dann   kann  l  immer  so  bestimmt  werden,  dass  der  Coefficient 

Chi    .       , 
von  ~    m    der    transformn-ten    Gleichung    verschwindet.      Bilden    wir 

an  ^ 

ferner  die  determinirende  Gleichung,  so  lautet  dieselbe: 

oder  also  es  folgt: 

Co  =  Ji'-.Q{Q  —  \), 
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Setzen  wir  au  Stelle  von  o:  —  )n,  so  nimmt  die  Differentialgleichung 
die  Form  au: 

Umgekehrt  folgt  unmittelbar,  dass.  wenn  nt  eine  positive  ganze 
Zahl  ist,  diese  Differentialgleichung  als  Integrale  gebrochene  trans- 
cendente  Functionen  besitzen  muss.  Mit  ihrer  Integration  wollen  wir 
uns  beschäftigen,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Gleichung  unter 
dem  Namen  der  Lame'schen  bekannt  und  zuerst  von  Herrn ite  voll- 
kommen integrirt  worden  ist. 

Nach  den  Sätzen  von   Picard  haben  ihre  Intesrrale  die  Form: 


4)  ij^  ^Yl 


:1 

Die  Betrachtungen  gestalten  sich  nun,  wie  aus  den  Untersuch- 
ungen des  §  84  des  ersten  Bandes  folgt,  besonders  einfach,  wenn  wir 
den  Exponentialfactor  so  wählen,  dass  zu  jedem  Factor  des  Products 
ein  entsprechender  Exponentialfactor: 

hinzugezogen  wird,  oder  also,  wenn  wir  setzen: 

Dann  aber  folgt,  dass  A  jedenfalls  der  Xull  gleich  sein  muss.  Es 
ergiebt  sich  dieses  Resultat  durch  Entwickelung  um  den  Punkt  h  =^  iK' 
herum,  wenn  wir  die  Resultate  von  §  84  des  ersten  Bandes  hinzu- 
nehmen. Zweitens  folgt,  dass  die  Grössen  «^  jedenfalls  im  Allgemeinen 
von  einander  verschieden  sein  müssen. 

In  der  That,  wäre  dasselbe  nicht  der  Fall,  käme  ((y-.  I  mal  vor, 
/  >  1 ,  so  könnten  wir  setzen : 

wo  nun  //j  für  v  =  —  a^  nicht  mehr  gleich  Null  wird.  Setzen  wir 
diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  ein,  so  würde  sich  er- 
geben,  dass:  ^^(,  +  «j  =.  0 

sein  müsste  für  v  =  —  rt^,  was  nicht  angeht. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Grössen  a,  auch  vom  Zeichen  abgesehen 
von  einander  verschieden  sein  sollen. 


192   §'^9.  Picard'sche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  einem  sing.  Punkt. 

Drittens   bleibt   die   Lame 'sehe   Gleichimg   imgeändert,   wenn  wir 
an  Stelle  von  r  uns  —  c  eingesetzt  denken. 

Ist  also:  <^f  /„  \ 

ein  Integral  der  Differentialöieichuno-,  so  ist  es: 

auch.  Es  handelt  sich  darum,  die  Grössen  (i,.  so  zu  bestimmen,  dass 
der  genannte  Ausdruck  ein  Integral  der  vorgelegten  Differential- 
o-leichuno"  wird. 

Dazu  setzen  wir: 

6)  ^,.(„)  =  jL__J,    *.m    , 

7)  9  00  =  JJqp^OO, 

dann  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

an-  ^  ■  jiLj  (pr{>i)       die 

^  \äLJ  cpriu) (pi{u)       du         a{ii) 
wobei   die    Summen    in    einfacher,   nicht  näher  anzugebender  Weise  zu 
erstrecken  sind.    Diesen  Ausdruck  setzen  wir  in  die  Differentialgleichung 
ein   und    setzen    dann    »  =  —  a,..      Die    rechte    Seite    verschwindet    für 
diesen  Werth  von  ü,  die  linke  also  auch.     Nun  ist  aber: 

die  ^  V     V 

also  verschwindet  auf  der  linken  Seite  die  erste  Summe  und  es  bleibt 
nur  die  zweite  zu  untersuchen  übrig.  Aus  ihr  sind  alle  diejenigen 
Glieder  herauszugreifen,  bei  denen  ein  Factor  den  Index  r  hat.  da  die 
andern  verschwinden,  sodass  wir  die  Summe  erhalten: 

2q)(u)   d(pr(:u)'s;~^'  dq)i{i()       1 

g)r(ii)       du    jLj       du      qPiOO 
wobei  der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  dieselbe  über  alle  /  von 
1  bis  m   zu   nehmen   ist,   mit  Ausnahme   von  l  =  r.    Dieser  Ausdruck 
muss  dann  gleich  Null  sein,  wenn  wir  der  Reihe  nach 

»  =  —  u,.,     >•  =  1 ,  2,  .  .  .  }n 
einsetzen. 
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Wir  erhalten  demgemäss  unter  Fortlassung  der  nicht  verschwinden- 
den Factoren  die  Gleichungen: 

^'dcpiiu)      1      _  Q 

^      du      cpi{ti) 

für  u  =  —  Ur,  r  =- 1,  2,  .  .  .  »i. 

Nun  ist  aber: 

dwiUi)  ,  .snii.cnu.dtiu  —  snai.cnai.dnai 

— y^^  =  cpiCu) r, 5 ' 

du  ^  ^  /  sii-a  —  sn-ai 

sodass  wir  das  Gleichungssystem  erhalten: 

^,                    '^r^i  snai.cna[.cnai-\-  snar.cnur.dnur       „ 
8)  >v 5 —5 =  0. 

Wir  wollen  nun  der  Einfachheit  halber  setzen: 

2 

Ur  =  sw«,- .  cwa,. .  dna,-, 
so  können  wir  den  folgenden  Lehrsatz  aussprechen: 

Lehrsatz:  Damit  die  durch  Gleichung  7)  definirte  Func- 
tion ein  Integral  der  Lame'schen  Differentialgleichung 
wird,  müssen  die  Gleichungen  bestehen: 

Wir  können  die  Gleichungen  in  eine  andere  Form  bringen.  Dazu 
denken  wir  uns  die  Gleichung  gebildet,  deren  Wurzeln  die  Grössen 
Xi,  x.2,...x,a  sind.     Dieselbe  möge  lauten: 

10)  fix)  =  X-"  +  |)i .  X'"-'  +  •  •  •  Pra-0 
Wir  wollen  ferner  setzen: 

11)  /;(.^)=.JM_, 

-^  ^  "^        X  —  Xi 

so  nimmt  das  Gleichungssystem  die  Form  an: 


12)  ^ni,.f]'{xr)='0. 

1 
Dasselbe   kann    nach    den  Grössen  Ui   leicht  aufgelöst  werden.     In 
der  That,  es  ist: 

I  fiix)  =  X'"- 1  +  ( Pi  -f  ./•/) X'"-''  +  (p,  +  Pi  x,  +  xr)  .r'"-»  +  •  •  • 
I  +  ( 21,. - 1  +  Pn,  -  2  xi  H Xt'" -  ^), 

also  folgt: 

f/{Xr)=-{^m-r)x;"-^+(m-  2)(pi+Xi)x,."'-^  +  --  •i^,„-2+/'»,-3a'i+-  •  ■u:,"»--. 

Krause,  Doppeltperiodische  Functionen.    11.  13 
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Setzen  wir  diese  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir  ein  bekanntes 
Gleichungssystem  der  Algebra,  aus  welchem  sich  die  Beziehungen 
ergeben: 

13)  «i./"'(-2i)  =  "2-/"C'2)  =  ••■  '^--/"'u;)- 

Aus  diesen  Gleichungen  sind  die  Grössen  x^  zu  bestimmen  und 
zwar  folgen  wir  bei  ihrer  Bestimmung  dem  Vorgange  von  Sparre. 
Wir  bezeichnen  dazu  den  gemeinsamen  Werth  der  Grössen: 

mit  L,  so  folgt  durch  Quadriren: 

L'  =  .'\  (1  -  .'1 )  (1  -  Irx,)  f  U,f  =■■■  x„,{\  -  .^„0  (1  -  ¥x„)  f  (.r„,)-. 
Unter  solchen  Umständen  wird  die  Gleichung: 

14 )  xU  -  x)  (1  -  Irx)  f  {xf  -  r-  --=  0, 

welche  vom  Grade  2m  +1  ist,  die  Wurzeln  x^^,  x.,,. . .  x,„  besitzen,  und 
muss  sich  in  Folge  dessen  die  linke  Seite  schreiben  lassen: 

15)  x{l  -x){l-  k-'x)  f'Uy  -  r-  =  /"(.t)  (p(x), 

wobei  (p(j)  eine  ganze  Function  vom  Grade  »i  -\-  1  ist.  Differenziren 
wir,  so  erhalten  wir: 
f'(x)\(l  -  2  [1  +  l'\x  +  3h^r^)f'(x)  +  2(x  -  [1  +  l']x' +  k'i^)f"(a^\ 
==f'(x)(p(x)-\-f(.r)(p'(x). 
Nun  sind  die  Wurzeln  von  f(.f)  alle  von  einander  verschieden, 
also  haben  f'(x)  und  /'(a)  keinen  Theiler  gemeinsam.  Unter  solchen 
Umständen  muss  cp'{x)  durch  f'{x)  theilbar  sein  oder  also  es  folgt 
unter  Berücksichtigung  des  Grades  von  (p'(x)  die  Gleichung: 

16)  (p'{x)  =  (Äx+B)f%v). 
Setzt  man  daher: 

17)  cp,(x)  =  [i~2{\-\-k')x-i-U'x^]f'(x)-^2\x^(l+J:')x'+]c'x^]f"(x'), 

so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

cp,{x)^q>(x)-\-iÄx  +  B)f(x). 

Wir  differenziren  noch  einmal  und  ersetzen  q)'{x)  durch: 

(Äx^B)f'(x), 
so  ergiebt  sich: 

cp\(x)  =  2{Ax  +  E)f{x)  +  Afix). 

Diese  Gleichung  führt  zu  Recursionsformeln  für  die  Grössen  ^9. 
In  der  That,  es  ist: 


r  =  iii. 


/•=ü 
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Unter  solchen  Umständen  wird: 

0 


Setzen  wir  also: 

18) 


r(x)  =2'"' 


r )  (m  —  r  —  1)  p,. .  X'"  ~ '  ~  -. 


(f^ix) 


=2' 


qr.O(f 


so  erhält  q,-  den  Werth: 

[ q,.  =  pr-i (ni  -  r  +  l) (2 »z  -  2 r  +  1)  -  2 (1  +  Ir )(m-  r )-}),■ 
[     +  l'-{m  —  r  —  1 ) (2m  -2r  -i)p,-i, 


19) 


?0) 


wobei  pr  =  0  für  >•  <  0  und  >•  >  ;//  anzunehmen  ist. 
Ferner  erhalten  wir: 

2U..'+5)/'(a^)+^/rx)=^[^(2w-2r-l)i),+i  +  2J5(;«-0i;,]^--'--i. 

—  1 
Durch  Vergleichung  ergeben  sich  in  +1  Grieichungen  von  der  Form: 

l(m-n\pr-i(ni-r+l)(2m-2r+\)-2{l-tl-\)Pr(>)i-r)-+l-Hm 
\  =  Ä  (2  m  -2r-  1 )  p,.  + 1  +  2  B(m  -  r)p,. 

Die  beiden  ersten   Gleichungen  lauten: 

]r.m{»i  +  l)(2w/  +  1)  =.4(2;^/  +  l), 
>«[-  2(1  +  A--)»r'+  A-'O«  -  l)(2w/  -  l)p^]=Ä(2m  -  \)p,  +  2Bni, 

sodass  wir  für  A  und  B  die  Werthe  erhalten: 

21)  Ä^  m(m  -\-i)]r, 

22)  .5=  -  (1  +  /r^);>r'-  F(2»^  -  l)i)i. 

Setzen  wir  diese  Werthe   in   die  Reeursionsformel  ein,   so  ergiebt 
sich  die  folgende  Beziehung  zwischen  den  Coefficienten  p: 

D,.-x  =  {m  -  r)(m  -  r  +  \)(2m  -  2r  +  1), 
I),  =  [r(2m  -  1)  (1  +  ]r)  +  Jc\2m  -  1)  p,  \  2im  -  r ), 
D^^,  =  k\2m  -  2r  -  1)  (/•  +  1)  (2m  -  r). 
Vermöo-e  dieser  Formeln  lassen  sich  die  sämmtlichen  Coefti- 
eienten  p  berechnen,  sobald  der  eine  Coefficient  p^  gegeben  ist.  Um 
auch  diesen  zu  berechnen,  genügen  die  bisherigen  Betrachtungen  nicht, 
vielmehr  müssen  die  Entwickelungen  um  den  singulären  Punkt  hinzu- 
genommen werden.     Die  Vergleichung  des  Factors  von: 

13* 


23) 
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(u-iK')-"' 
links  und  rechts  unter  Hinzunahme  der  Entwickelungeu  von  §  83  und 
§  84  des  ersten  Bandes  ergiebt  dann: 

Damit  sind  die  sämmtliclien  Coefficienten  der  algebraischen  Gleich- 
ung mit  der  Unbekannten  sn'a,.  bestimmt,  diese  also  auch.  Die 
Grössen  sna,-  sind  demgemäss  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt, 
da  aber- die  Gleichungen  bestehen: 

25)       .s  n  «1 .  c  n  a^  .dna-j^  /"'  (xj)  =  sna.^.  c  na^  .an  cc^  f  (a^)  =  ■  ■  ■> 
so    folgt,    dass    nur    das   Zeichen    von    einer    der  Grössen  a  willkürlich 
ist,  während  das  der  anderen  dann  eindeutig  bestimmt  ist. 

Wir  wollen  nun  noch  den  gemeinsamen  Werth  aller  dieser  Grössen 
bestimmen. 

Wir  gehen  dazu  von  der  Gleichung  aus: 

[r  -  (1  +  1-)  ./■-  +  Jrx'l  fUf  -U  =  fix)  (fix), 

wobei  die  Beziehung  besteht: 

cp\x)=^{Ax  +  B)f'{ce). 
Setzt  man  daher: 

/»  ytn  -\-  1  ..m 

0 

SO  ergiebt  sich: 

(p{x)  =  (Äx  -f  B)f(x)  -  ÄF{x)  +  Z), 

wobei    D    eine    unbekannte    Constante    bedeutet.      Unter    solchen    Um- 
ständen nimmt  die  Gleichung  für  L  die  folgende  Form  an: 
[^ _  (1  ^_  A-2)^2_^  ^2^3J /•' (xf  -V  =  {Ax  +  B)  f{xf-A F{x)  fix)  -f  Z)/(a-). 
Durch  Vergleichung  des  constanten  Gliedes  und  des  Factors  von  x 
links  und  rechts  erhalten  wir: 

—  L-=  B.p,„-+  D.p,„, 

pfn-l  =  Ä  .pj  +  2B  .p,n  .p,n-l  —  A  .  pj  +  D  .p,n-i. 

Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich: 

L-  =  p,n{Bp,„  —  l)m-l), 

oder  also  indem  wir  den  gefundenen   Werth  für  B  einsetzen: 
21)         L-=  --p,nyPrr.-i+Pn.[{i  +  J^ )  nr  +  (2m  -  l)l-'p^]]. 

Damit  sind  wir  am  Ziel,  denn  dass  nunmehr  keine  weiteren  Be- 
dingungen zu  erfüllen  sind,  braucht  nicht  näher  auseinandergesetzt  zu 
werden.  Wir  können  demnach  die  Betrachtungen  in  dem  folgenden 
Lehrsatz  zusammenfassen : 
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Lehrsatz:  Die  Lame'sche  Differentialgleichung: 

cr-ii 


besitzt  als  vollständiges  Integral  die  Grösse: 
wobei  gesetzt  ist: 


Die  Grössen  sn^a,.  sind  als  Wurzeln  einer  Gleichung 
m^*^^  Grades  darstellbar,  deren  Coefficienten  eindeutig  nach 
gegebenen  Regeln  durch  c^  darstellbar  sind,  die  Grössen  Ur 
selbst  sind  vermöge  einer  weitereu  Beziehung  bis  auf  das 
Vorzeichen  einer  einzigen  —  von  der  Reihenfolge  abgesehen 
—  eindeutig  bestimmt. 

Wir  haben  die  Auflösung  der  Lame 'sehen  Differentialgleichung 
durch  Integrale,  die  in  der  Productform  dargestellt  sind,  hiermit  in 
voller  Ausführlichkeit  gegeben.  Hierbei  zeigte  sich  die  Auflösung 
einer  Gleichung  m^^^  Grades  uothwendig.  Es  liegt  hierin  eine  gewisse 
Schwierigkeit,  und  es  fragt  sich,  ob  dieselbe  in  der  Natur  der  Sache 
begründet  ist.  Die  Integrale  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die 
Grössen  a,-  und  es  liegt  unter  solchen  Umständen  nahe,  zu  fragen,  ob 
nicht  die  Auflösung  der  Gleichung  m^^^  Grades  vermieden  werden  kann 
und  es  genügt,  die  Coefficienten  derselben  zu  kennen.  Die  Richtig- 
keit dieser  Annahme  zeigt  sich,  sobald  die  Darstellung  der  doppelt- 
periodischen Functionen  in  der  Summenform  hinzugenommen  wird. 

Die  hieraus  sich  ergebende  zweite  Darstellungsform  der  Integrale 
der  Lame 'sehen  Gleichung  ist  in  mehreren  Arbeiten,  vor  allem  von 
Hermite  und  Sparre  in  ebenso  ausführlicher  wie  eleganter  Weise 
gegeben  worden.  Wir  wollen  hier  nicht  in  derselben  ausführlichen 
Weise  vorgehen,  sondern,  nachdem  die  Darstellung  in  der  Productform 
eingehend  l)ehandelt  worden  ist,  uns  im  Wesentlichen  darauf  beschränken 
zu  zeigen,  dass  die  Grössen,  welche  bei  der  Summendarstellung  auf- 
treten, ohne  Auflösung  von  Gleichungen  unmittelbar  zu  berechnen  sind, 
wenn  die  Coefficienten  der  von  uns  aufgestellten  Gleichung  >>/*^"  Grades 
bekannt  sind.  Diese  Gleichung  »/*^"  Grades  erhält  dadurch  ein  ganz 
besonderes  Gewicht  —  sie  bildet  die  Grundlage  für  beide  Dar- 
stellungsformen der  Integrale. 
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Es  möge  sogleich  hier  bemerkt  werden,  dass  auch  in  der  Folge 
der  Schwerpunkt  auf  die  Aufstellung  der  Gleichung  gelegt  werden  wird, 
welcher  die  Grössen  sna,.  Genüge  leisten,  während  die  wirkliche  Dar- 
stellung in  der  Summenform  aus  den  angegebenen  Gründen  etwas  zu- 
rücktreten wird. 

Um  die  Function  J,  in  der  Summenform  darzustellen,  führen  wir 
die  Grösse  ein:  ^,  ^^^ 

28)  Mn)  =  e-("'  +  ^)'-  ^4^^  e'"-^^", 

Avobei  die  Beziehungen  bestehen: 

a  =  "^«v  +  (m  +  1)  -^7' 

Wir  können   dann  Jj   in  der  Form  darstellen: 


iit — 1 


29)  j.=y,'-^^ 


d''rp(u) 


^      "'"'     du'- 
ü 

wobei  die  Grössen  5„,_,-  Constanten  bedeuten.  Das  ganze  Problem 
kommt  dann  darauf  hinaus,  die  Grössen  B,n—r,  cf,  A  zu  bestimmen. 
Dazu  werden  die  Resultate  gebraucht,  die  in  §  83  und  §  84  des  ersten 
Bandes  ausführlich  behandelt  worden  sind.  Es  zeigte  sich  hier  die 
Entwickelung  um  den  Punkt: 

herum  in  der  Form: 

wobei  die  Grössen  K  sich  in  gewisser  näher  angegebener  Weise  ganz 
und  rational  aus  den  Ausdrücken  zusammensetzen: 

"^Xr       und    ^  Ur  .  x/. 

Die  ersten  drücken  sich  ganz  und  rational  durch  die  Coefficienten 
der  Gleichung  ni^^''  Grades  aus^  welcher  die  Grössen  Xr  Genüge  leisten, 
die  zweiten  sind  L  multiplicirt  mit  einer  ebensolchen  Function.  Dabei 
zeigt  es  sich  —  wenn  wir  hinzunehmen,  dass  L^  sich  rational  durch  die 
Coefficienten  der  mehrfach  genannten  Gleichung  darstellen  lässt,  dass 
die  Grössen  K  in  zwei  Kategorien  zerfallen  —  die  einen  sind  ganze 
rationale  Functionen  der  Coefficienten  p,  die  andern  gleich  dem  Pro- 
ducte  von  L  mit  solchen  Functionen. 

Jedenfalls  sind  also  alle  Grössen  iL  und  mithin  auch  alle  Grössen  J> 
ohne  Auflösung  der  Gleichung  m*®°  Grades  völlig  bekannt.  L  ist  doppel- 
deutig, von  seinem  Zeichen  hängt  es  ab,  welches  der  beiden  Integrale 
Jj   oder  J.^  wir  darstellen. 
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Es  bleibt  übrig,  a  und  X  zu  bestimmen. 

Nehmen    wir   an,    dass   m    ungerade    ist,    so    folgt   von    Vielfachen 
von  T  abgesehen:  a  =^  a,^  a,^  ■  ■  ■  a.,^, 

oder  also  die  Bestimmung  von  a  kann  auf  die  Bestimmung  von: 

sna  =  sn{a^  +  er,  +  •  •  •  «»,) 
zurückgeführt  werden.  Hiermit  sind  wir  zu  einem  mehrfach  behandelten 
Problem  gelangt,  über  dessen  Literatur  im  ersten  Bande  näher  be- 
richtet worden  ist,  insbesondere  sind  in  der  Literaturangabe  die  Re- 
sultate besonders  berücksichtigt  worden,  die  sich  in  einer  Arbeit  von 
Story  linden. 

Nehmen    wir    zweitens    an,    dass    m    gerade    ist,    so   ist  von  Viel- 
fachen von  T  abgesehen: 

a  =  r(j  +  ^(.  +  •■■  a„,  +  — , 

oder  also  es  kommt  das  Problem  hinaus  auf  die  Bestimmung  von: 

1 

sn{a^  +  «2  H ^'") ' 

sodass  wir  wieder  zu  einer  bekannten  Aufgabe  gelangt  sind. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  m  ungerade  und  zwar  gleich  2/i  —  1   sei, 
dann  folgt: 

^^ 

30)  sn{a^-\ «2^-1)  =  ^' 

r  '  r  '  '  r  '  ' 

s,.s,...s„,.M,^  s2^     ,     slf' -',...  s%    slf'-'.n,.,...itr\     /•  =  1,2,. . .  «;. 

In  diesen  Determinanten  ist  der  kürzeren  Bezeichnung  wegen: 

6V  =  sii(ar) 
gesetzt  worden. 

Ersetzen  wir  die  Grössen  s  durch  die  Grössen  ./•,  so  folgt: 

3I  =  \af-\     jü';--,..A,     i>';:-^.ar,...Ur\ 

Si  .s\,  .  .  .  S„,  .  M^  =  I  :jlf^       ,       Jf>^  ""',.•  •  ^r,     ^^  ~  -  ■  !(,,  ■  ■  ■  Kr  \ 

Ersetzen   wir   ferner   die  Grössen  tt,-   durch   die   Grösse  /.  und  die 
Grössen  f'(xr),  so  ergiebt  sich: 

jjf(xr) M  =7."-^  j /■'(xv>>r '•  •  •  •/''(•^•'•).  ^r s •  •  •  1 1- 

Nun  ist  allgemein: 

wobei    die    Grössen   a   sich    in    bekannter  Weise    durch    die    Grössen  p 
darstellen  lassen. 
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Unter  solchen  Umständen  lässt  sich  der  Ausdruck: 

]jr'(x,.)M 

als  ein  Product  darstellen  und  zwar  als  Produet  der  Determinante: 
und  der  Grösse  L^'-KÄ,  wobei  Ä  gesetzt  ist  gleich: 

a^_l,()        ^^  — 1.  1    ■  •  ■  '^//  — 1,  2//  — 3       öfu_i,  2/^  —  2 
a^_2,n        ff/<  — 2,  1  •  •  •  ^V  — 2,  2,u  — 3       f'/t  — 2.2|U  — 2 


oder  auch: 


<^0,  0 


'(1,1 


rtn,  2w  — 3 


'^ii,  2/(  — 2 


^  = 


%( —  1 ,  n     «71  —  1 . 1  •  •  ■  ^,u  —  1,^  —  1 

f''.«— 2,0      «'/t  — 2,1  •••  Gf//— 2,/(  — 1 


m. 


i  (i'0,(i  ih,  1       •  •  •  cro^^_i 

Ganz  analog  kann  geschrieben  werden: 

S^  S^  ...  S,n  •  3^1  =  i  X^jX/^-^,  .  .  .  Xr,  a;^~-.  My,  . . .  11,-  \       T  =  ] ,  2, 

Hieraus  folgt: 
[  Si  So  . . .  s,„  • /T/"' (^z)  ^^1 

I  =  L."-M /■'(.«;.) ^,    /"'(it-^Ox^-S  . . .  f'(xr)x,;    xf;-^, .  .  .  1  |. 

Die    Determinante    auf   der    rechten    Seite    kann    als    Product    der 
Determinante :  i  ^2 ;« -  2     ^.2  /<  -  3       n 

und  der  Determinante: 

i  ^// ,  I)  '''^ ,  1       •  ■  •  ^/< ,  ^(  —  1      i 

f',«  —  1 ,  0       (^n  —  \,\.  •  •  •  Oiu  —  l,,u  —  l 


A  = 


^1,0       tti,  1     •  •  ■  f'i,  /( —  1 

dargestellt  werden.    Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  das  Resultat: 


31)  .s«(aj  +  a^-\ «2,,  - 1) 

Dabei  ist: 


(^S^  .S'2  .  .  .  S,nj    =         Ptn  j 

sodass  .sM"(«j4-  f<-i '\- ■  ■  •  «2 fi  —  i)  sich  rational  durch  die  Coefficienten  der 
von  uns  aufgestellten  Gleichung  darstellen  lässt. 
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Genau    so    ist    der    Fall    eines    geraden   »i    zu   erledigen   und   zwar 

m  =  2(1, 

1  N 


setzen  wir: 
dann  folgt: 

32) 
wobei  gesetzt  ist: 


.'^n(a^-{- «2-^ «2/i)       N^ 


Ur 


6-2         .S•2''-2.^<,, 

.     ,  ,  r'r  '  ^ 

Ersetzen  wir  die  Grössen  .sv  durch  die  Grössen  x,-.  so  folgt: 


oder  also  wir  erhalten: 


a>" 


xß 


1 


s,  s,...  s„, .  jry/'  (x;)  N  =  i>  /•'  (x^)  x^,  .../•'  {x;)  x^ 

Wir  wollen  nun  ähnlich  wie  vorhin  setzen: 

f{x)x=h,^.x^f^~'+lt.,.x^^^-'^--lh^,^_,, 

so    stellt    die   Determinante    auf   der   rechten   Seite   sich  wieder  als  ein 
Product  dar  und  zwar  der  Determinante: 

r'r  I 


und  der  Determinante: 


B  = 


>ij,i) 


>,i 


'V,M-1 


0/i  —  1 .  0      'V  —  1 .  1  •  • .  t»^  —  1 ,  u  —  1 


&1,0 


^>1,1 


'^1,M-1 


In  analoger  Weise  ist  N^  zu  behandeln.     Setzen  wir: 


■B,= 


^/t,0  ^>u,: 


1 


Z.5 


so  folgt: 

33^  _ 

sodass  auch  jetzt  das  Problem  gelöst  ist. 

Es  bleibt  übrig,  die  Grösse  A  zu  bestimmen.  Dies  Problem  kommt 
darauf  hinaus,  die  Differenz  zu  untersuchen: 

Hiermit  sind  wir  wiederum  zu  einer  mehrfach  behandelten  Auf- 
aabe  gekommen.  In  Bezug  auf  die  Literatur  werde  auf  den  ersten 
Band    verwiesen,     insbesondere     auf    die    daselbst    citirte    Arbeit    von 
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Fr  oben  ins  und  Stickelb  erger  im  88.  Bande  des  Crelle'schen  Journals. 
Jedenfalls  lässt  sich  die  Differenz  in  S3aiimetriselier  Weise  durch  die 
Grössen  sn^a,-  und  u,-  darstellen.  Die  Grundlage  der  Darstellung  kann 
hierbei  die  Formel  abgeben,  welche  in  §  82  des  ersten  Bandes  ab- 
geleitet ist  und  lautet: 

34)  ?(m  +  Hj)  =  g(/0  +  iM  +  -^"'X  ■  "^'^^'i  -M"  +  "i ). 

§  40.«) 
Untersuchung  von  Pieard'sehen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,    deren    Coefficienten    die    beiden    singulären    Punkte 

u  =  i  K'  und  u  =  K  besitzen. 

Mit  den  rorangehenden  Untersuchungen  ist  der  Fall  vollkommen 
erledigt,  dass  die  Coefficienten  einer  Pieard'sehen  Differentialgleichung 
2ter  Ordnung  einen  singulären  Punkt  besitzen.  Wir  wenden  uns  nun- 
mehr zu  dem  Falle,  dass  in  den  Coefficienten  deren  zwei  auftreten. 
Einen  derselben  können  wir  willkürlich  wählen,  wir  setzen  ihn  gleich: 

u  =  iK'. 

Ehe  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  dass  der  zweite 
singulare  Punkt  ein  beliebiger  ist,  wollen  wir  annehmen,  dass  er  den 
Werth  besitze:  ^  t-  ^ 

Auch  dieser  Fall  soll  nicht  in  seiner  Allgemeinheit  durchgeführt, 
sondern  in  der  Folge  etwas  specialisirt  werden. 

Die  in  Frage  stehenden  Differentialgleichungen  haben  jedenfalls 
die  Form: 

«*-«      /,        ,    Ji-'^snu  .c.nu\  (hl 


1) 


du^      \  dnii       /  du 

(  snncnu  .,  ("n-ii\ 

V  dnu  dn-iU 


Jedenfalls  muss  c^  gleich  Null  sein,  da  die  Integrale  den  Punkt 
II  =  K  nicht  als  Unendlichkeitspunkt  besitzen  sollen,  überdies  an- 
genommen werden  kann,  dass  er  auch  kein  Nullpunkt  derselben  ist. 

Ferner  können  wir  durch  Substitution  von  //e^"  an  Stelle  von  y 
immer  dahin  kommen,  dass  h^  gleich  Null  ist. 

Wir  wollen  weiter  annehmen,  dass  auch  <\  der  Null  gleich  sei. 
Die  Integrale  werden  dann   die  Form  haben  müssen: 

und  zwar  werden  die  Integrale  durch  Vertauschung  von  v  mit  —  v  in 
einander    übergehen.     Die    Grössen    a,.   sind    von    einander    verschieden. 
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wir   nehmen    hinzu,    dass    sie    auch    vom   Zeichen   abgesehen    von   ein- 
ander verschieden  sein  sollen. 

Wir  gehen  nun  ganz  ähnlich  vor,  wie  hei  der  Lame'schen  Difle- 
rentialgleichuug.     Die  rechte  Seite  verschwindet  für  die  Werthe: 

die  linke  muss  es  also  auch.     Setzen  wir: 

ij  =  dn^Ur, 
so  ergehen  sich  demgemäss  die  Gleichungen: 

\  .  Hr  _  -srij   Ur  +  Ul 

wobei    der    Strich   an    der    Summe    bedeutet,    dass   über   l  =  \  ,2,  . . .  in 
mit  Ausnahme  von  l  =  r  zu  summiren  ist. 

Setzen  wir  &i=0,  so  erhalten  wir  die  Lame 'sehe  Gleichung. 
Diesen  Fall  schliessen  wir  aus.  Wir  wollen  nun  die  Gleichungen  der 
Reihe  nach  mit  K/^e,  ^/g?,  . . .  [im-  multipliciren  und  addiren.  Das  Resultat 
nimmt  die  Form  an: 

wobei   die  Grössen  .s  die   entsprechenden  Potenzsummen  der  Grössen  // 
bedeuten.     Die  Gleichung   gilt   für  ()  =  1,2,  ...      Aus    ihr   folgt,    dass 

-~  eine  der  Zahlen   1,  2,  .../;/  —  1   bedeuten  muss.     In  der  That,  wäre 

dasselbe  nicht  der  Fall,  so  müsste  die  Gleichung: 


2' 


für  Q  =  0,  l,  . . .  »i  —  2  bestehen.  Das  führt  aber  zu  einem  Wider- 
spruch —  es  würde  h^  =  0  folgen.  Wir  haben  uns  also  auf  die  so- 
el)en  definirten  Werthe  von  h^   zu  beschränken.     Setzen  wir: 

/>i  =  2(u4-l), 
so  nimmt  die  Differentialgleichung  die  Form  an: 

4)pi+2^u+  1;,=»»-"-  ^  -^  ,|,„  +  „„,„  - 2.  -  1)F.,«'„1. 
dir  ^         dnu       du 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  diese  Gleichung  weiter  zu  l)ehan(lelii. 
Es  möge  in  Bezug  hierauf  auf  die  citirte  Arbeit  von  Sparre  und  auf 
zwei  Noten  von  Gylden  verwiesen  werden. 

Wir  wollen  noch  weiter  specialisiren.  Im  Falle  »i  eine  ungerade 
Zahl  ist,  können  wir  /t  so  bestimmen,  dass  der  Coefficient  r,  gleicli 
Null  wird,  wir  brauchen  nur  zu  setzen: 

m  =  2fA  +  l. 
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Es  wird  dami: 

5)  ^^-¥"  =  ^  +  ^' 

und  dieser  Werth  von  h^  soll  allein  zunächst  ins  Auge  gefasst  werden. 
Wir  sind  auf  diesem  Wege  zu  einer  DifFerentialgleicliuug  gelangt,  auf 
die  zuerst  von  Pieard  aufmerksam  gemacht  worden  ist. 

Für  den  Werth  h^  =  2(^i  -\- 1)  kann  das  vorhin  aufgestellte  Gleich- 
ungssystem geschrieben  werden: 

f  ^w,.^,C'=0,     p  =  0,  l,...,a-2, 

Es  kann  dieses  Gleichungssystem  leicht  direct  aufgelöst  werden, 
wir  ziehen  aber  vor,  es  in  eine  noch  übersichtlichere  Form  zu 
bringen,  indem  wir  die  Gleichung  einführen,  welcher  die  Grössen 
Vn  y27  ■  ■  ■  U'"  Grenüge  leisten.     Dieselbe  möge  lauten: 

7)  F(y)  =  y'"  +  P,.y'—'  +  ■  ■  •  P.,  =  0, 

dann  können  wir  das  Gleichungssystem  schreiben: 


6) 


8) 


^>t(y^+P,.yr^-')  =  0, 


Setzen  wir  hierin: 
9)  Ur=Vr.y,-f  +  \ 

so  leistet  r,   den  Gleichungen  Genüge: 


10) 


y^;,(y/"+P,.///"-l)  =  0, 


^r,Oy,"'  +  ''  +  l\.yr"'  +  ^'-'  +  •  •  •  P^u  +  i-y.'"-')  =  0. 


Das  ist  wieder  ein  })ekanntes  Gleichungssystem  der  Algebra.    Aus 
ihm  folgt: 
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1 1)  r, .  F'  (y,)  =  ,, .  F'  0/,)  =  ■  •  •  y,„ .  F' (//,„), 

oder  also  wir  erhalten  ähnlich  wie  im  Falle  der  Lame 'sehen  Gleichuno; 
die  Beziehungen: 


12) 


,'/i 


i"+i 


y^ 


./"+! 


^^  +  l 


Wir  wollen  nun  nach  dem  Vorgange  von  S2)arre  hieraus  für  //,- 
eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  ni  ableiten.  Durch  Qnadri- 
rung  folgt: 


13)        riy;f^ll±S^±py.^^L^     r^l,2, 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung: 


.  m. 


14) 


^,     -y^+(i  +  ^'^),/^  -4^=0 


die  Wurzeln    v/^ ,  ^/._, ,  . . . //,„   besitzt,    sodass    der   Zähler   der   linken   Seite 
durch  F[;[i)  theilbar  sein  muss.     Es  folgt  also  die  Gleichung: 

wobei    C>(//)  //'"   eine    ganze  Function   von  //  vom  Grade    m    sein  muss. 
Durch  Differenziren  ergiebt  sich: 


^^{ij)  F(i/)  =  F'{i/)  <P{y)  +  0'(//)  F{y), 


wobei  gesetzt  ist: 


0,{y)=^2F"(!i) 


J^'^(l+]c'')y-y' 


^  ^,^^^^[(2^  +  l)r-2^(l  +  A-'^)i/  +  (2/.-l)y^J 


/"'  +  ! 


Nun   hat   nach  Annahme  F(y)   mit  F' [y)   keinen  Theiler   gemein- 
sam, daraus  folgt  sofort  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 


15) 

Nun  ist: 


16) 


y"^+K0'{y)==(Äy-\-B)F'(y). 

hl 

F(y)-^y^P,..y"'-^, 

0 
2/m  +  l         Zj      '    '' 

l!!M  =^{m  -  r)  {m  -  ;•  - 1)  P.  .//-*-' 
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Wir  können .  ferner  sehreiben: 

17)  '^r(y)=^Q^->r'-': 

—  1 

wobei  gesetzt  ist: 

I  Q,.  =  -  P.+,{ni  -  r  -  1)  (m  ^  2r  -  2) 
,1  +  2({-\-l-"){m-r){^-r)P,-l-"{ni^y+\)(»i~-2r)P,_,. 

Setzen  wir  für  1/'"  +  ^.  0'(v)  den  Wertli: 
{Aii  +  B)F'{!/) 
in    Gleichung   15)    ein,    dividiren    durch   F'(i/)   und   dififerenziren    nocli- 
mals,  so  erhalten  wir: 

tr»+\(t>\ifl)  =  {Ay  +  B)  F'(y)^A.F(ii)  +  {Äy+B) 


ä  (  F{y)  \ 


dy  \  y"'+^  / 

Dividiren    wir   durch   //'""'"S   so   können  wir   die   rechte  Seite  auch 
schreiben:    ,„ 

^[P,+,A{»i  -  2r  -  2)  +  PrB{m  -  2r  -  1)]  >r'-'\ 
—  1 
oder  also  wir  erhalten  durch  Vergleichung  die  Recursionsformel: 

19)  -  (1  +  r)  Q,.=  Pr^-i.A{m  -  2r  -  2)  +  P,..B{m  -  2r  -  1). 
Setzen  wir  >•  =  —  1  und  >•  =  0,  indem  wir  hinzunehmen,  dass: 

P-2=P-1=0,        P,=  l 

ist,  so  ergiebt  sich: 

20)  A  =  0, 

21)  B  =  {m  -  2)  Pi  -  m{\  +  A' -). 

Setzen  wir  diese  Werthe  ein,   so  erhalten  wir  für  die  Grössen  P 
die  folgende  Recursionsformel: 

22)  a+i  .  P.+  i  -   Cr.Pr-\-   1-".  Cr-1  .  P,- 1  =  0, 

CV+1  =  (m  -2y+  2)  (m  -  r  -  1)  (r  +  1), 
Cr      =  {m  -  2r  - 1)  {{m  -  2)  P^  +  r(m  -  r  -  1)  (1  +  l'  -)J, 
a-i  =  {m  -  r  +  1)  (>»  -  2r)(l  +  r). 
Hieraus  folgt: 

2(m  -  4)  P,  =  (m  -  3)Pi^'+  (;«  -  3)(1  +  l-")P,  -  2J:".  m, 
2.3.(w-4)(w-6)P3  =  A  .  Pi^*  +  A  •  Pr'  +  A  •  Pi  +  D„ 
D,  =  (m  -  2)  (;»  -  5) ,    A  =  (>»  -  5)  [3  m  -8  +  2  (»/  -  3)  //  -] , 
7)3  =  2[{m  -  3)(m  -  5)  -  (S7ii''-Um  +  1)  A'-J,  2)^=  -  2l-'-.m{m-D). 

So  können  der  Reihe  nach  die  Grössen  P.^,  P.^,  . . .  P,n-i  berechnet 
werden.     Als  vorletzte  Gleichung  ergiebt  sich: 

23)  0»  -l)P,.P„,_i-  2A'-.m.P«_o=0. 
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Dieselbe  ist  eine  Folge  der  vorangegangenen.  Die  letzte  Gleich- 
ung wird: 

24)  [{m  -2)P,-  m  (1  +  /.•'  -)]  V,„  --  //  - .  m  .  P,„  _  i  =  0. 

Dieselbe  liefert  die  Bestimmung  von  P,,,.  Damit  sind  die  sämmt- 
liclien  Coefticienten  P  bestimmt,  sobald  P^  gegel)en  ist.  1\  kann  ver- 
möge der  Beziehung: 

25  a)  (•„=  {m  —  2)^lr.sn-u,.+  l-'-m  —  »r, 

oder  auch: 

25  b)  f-o  =  (»i  -  2)  7\  -  2>;/  -f  /r»i 

unmittelbar  gefunden  worden. 

Damit  sind  dann  auch  die  Grössen  «,-  bis  auf  das  Vorzeichen  be- 
stimmt. Eins  derselben  bleibt  willkürlich,  die  Zeichen  der  andeiii  sind 
aus  den  Gleichungen  bestimmt: 

Hiermit  wollen  wir  die  Betrachtung  schliessen,  da  die  Integrale 
])eide  gefunden  sind.  Hierbei  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass 
die  Grösse  L^  ähnlich  wie  bei  der  Lame 'sehen  Gleichung  bestimmt 
werden  kann,  dass  überdies  die  Integrale  in  Summenform  ohne  Auf- 
h'isung  der  Gleichung  >»*®°  Grades  dargestellt  werden  können. 

Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 

cPii       ^  ,   ,.,  snit  ciiK  du 

~rA>  -f  '2{u  +  1  )jr-  — /  =  y .  c, 

au-  anu      an 

besitzt  als  vollständiges  Integral  die  Grösse: 
wobei  gesetzt  ist: 

Die  Grössen  sn-u,.  sind  als  Wurzeln  einer  Gleichun«: 
w*""  Grades  (in  =-  2|w  +  1)  darstellbar,  deren  Coefficienten 
eindeutig  durch  die  Grösse  c^  ausgedrückt  werden  können, 
die    Grössen    a,.    selbst    sind    bis    auf   das    Vorzeichen    einer 

e  i  n  z  i  u-  e  n   e  i  n  d  e  u  t  i  y;  b  e  s  t  i  m  m  t. 
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Picard  hat  die  Differentialgleichung: 

d'V       7  7  0  ^nncnu  dti 

^.  +  hjr /  =  y  r^ 

an-  anu      ein 

auch  in  dem  Falle  integrirt,  dass  b^  eine  ungerade  Zahl  ist,  und  zwar 

muss  dann  gesetzt  werden: 

26)  &i  =  2^  +  1  =  ni  +  1     also     m  =  2(i. 

Zu    diesem   Falle   wenden  wir  uns  jetzt.     Die  Grössen  a,-  müssen 

auch    in    diesem   Falle    von    einander  verschieden   sein,   die   Grössen  //,. 

können   es  aber  nach  unseren  früheren  Bemerkungen  nicht,   also  muss 

jedenfalls  einmal  eine  Beziehung  von  der  Form  bestehen: 

Cir  =  —  ai. 
Es  tritt  dann  an  Stelle  des  Gliedes: 

Ur  +   'Kl,  1      SnUr  .  CflUr  ■  dtlUr  +  SW«/  .  CWß/  .  dVlUi 

?//•  —  Vi      ^'  sn^ai—  sn^ar 

das  Glied: 

1    1  -  2(1  +  l-)sn-ar-\-  Sr-sn^ar 


"  h^  2snar.cnar.dnar 

Wir  erhalten  also  in  diesem  Falle  ein  ganz  anderes  Gleichungs- 
system. Im  Allgemeinen  wird  die  Zahl  der  Gleichungen  grösser  sein, 
als  die  Zahl  der  Unbekannten.  Diese  Schwierigkeit  fällt  jedenfalls 
fort,  wenn  wir  setzen: 

a^=  OCny       a!^=  CCn  —  \,  ■  ■  ■       '■^fj.^'  (!^fi-{-\- 

In  diesem  Falle  reducirt  sich  unser  Gleichungssystem  auf  ein 
System  von  jtt  Gleichungen  mit  den  ^  Unbekannten  a^,  a^^  ...  Uf^,  näm- 
lich auf  das  System: 

Der  Strich  an  der  Summe  bedeutet,  dass  dieselbe  zu  erstrecken 
ist  nach  l  über  1,  2,  . . .  ju.  mit  Ausnahme  von  l  =  r.  An  Stelle  von  r 
ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  1,2,...  ju.  Dieses  Gleichungssystem 
kann   in   der  folgenden  Weise  gelöst  werden.     Wir  setzen  wie  früher: 

2 

und  nehmen  an,  dass  die  Grössen  Xr  der  Gleichung  Genüge  leisten: 

28)  f{x)  =  ic"  +  j}i .  .r^*  - 1  H p^,  =  0. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  unser  Gleichungssystem  ge- 
schrieben werden : 

^^^      [ [1  -  .cr{2  +  2Ä;2  -  h\ h,)  +  x;. lr{Z  -  b, )] /"' (.r.) 


§  40.  PicariVsche  Differentialgleich.  11.  Ordnunormit  zwei  speciellen  siiij?.  Punkten.    209 

Für  allgemeine  Werthe  von  b^  ist  die  Gleichung  in  Xr  vom  Grade 
u  -\-  l,  für  den  speciellen  Werth  von  h^  dagegen,  den  wir  ins  Auge 
zu  fassen  haben  und  der  jetzt  aufgenommen  werden  möge,  wird  der 
Factor  von  ./;/  +  ^  gleich  Null,  sodass  die  Gleichung  den  Grad  u  Ijf- 
sitzt.     Dieselbe  hat  genau  dieselben  Wurzeln  wie  die  Gleichung: 

f(x)  =  0, 
muss  also  mit  ihr  übereinstimmen.     Da  nun: 

/•'  (Xr)  =  ,tt .  x/'  - 1  +  (.u  -  l)2h  ../;/--  +  •••  iv  - 1 
2//W  =  ,a(ft  -l)u;-/--+  (a  -l)Ca  -  2)p,.x/'-^ -^  ■  ■  ■  2pu-, 
ist,  so  ergiebt  die  Vergleichung  die  Relationen  30): 

d\'l^-  i^^  -l  -h  i)(2ii  -  21  +  1), 
df     =  (,u  -  0  \2l  -  2^  +  F(2?  +  Ij], 
df^^= -21:^(1  ^-\){a-l-\), 

e,=  -21r{ii-l). 
In  diesen  Relationen  ist  an  Stelle  von  /  der  Reihe  nach  zu  setzen: 
1,2,  ...,u.  Die  u  —  2  ersten  Relationen  drücken  dann  die  Grössen 
2h.,  . . .  P/it  —  i  als  rationale  ganze  Functionen  von  p^  aus  und  zwar  von 
den  resp.  Graden  2,  3.  ...  u  —  1.  Setzen  wir  diese  Werthe  in  die  vor- 
letzte Gleichung:  .,      ,.  ,    n.     i^ 

^  ^^-'"  .a(-2.a  +  r-)-2h\p,{[i  -  1) 

ein,  so  erhalten  wir  für  die  Grösse  ^j  eine  Gleichung  vom  Grade  u, 
die  in  jedem  einzelnen  Falle  sofort  aufgestellt  werden  kann.  Die  letzte 
Gleichung  ergiebt  p^,. 

Dabei  drückt  i\  sich  unmittelbar  durch  c^  aus.    In  der  That.  es  ist: 

32)  c^  =  (m  -  2j  y'A- .  SOI- Ur  +  '« A;'- -  m-. 

Unter  solchen  Umständen  leistet  c,,  einer  Gleichung  ;;/'^°  Grades 
Genüge,  die  aus  der  aufgestellten  mit  leichter  Mühe  abgeleitet  werden 
kann.     Wir  erhalten  demnach  den 

Lehrsatz:  Leistet  die  Constante  Cq  der  vorhin  definirten 
Gleichung  vom  Grade  ,u  Genüge,  so  besitzt  die  Differential- 
gleichung: cl-y  ,    .^     ,   ^.,,snucnudij 

^,  +  (2.a  -f  1)/.-  —j /  =  c„?/ 

dir  dun      du 

ein  Integral  von  der  Form: 

'"^1  (*-'  +  ^*') '^1  ("  ~  "'•) 


y 


w 


Vi") 
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Die  Grössen  sn^cc,-  leisten  einer  Gleichung  vom  Grade  fi 
Genüge,  deren  Coeff'ieienten  sich  ganz  und  rational  durch 
r,)  darstellen  lassen. 

In  diesem  Falle  ist  die  Summendarstellung  des  Integrals  unmittel- 
bar gegeben.  In  der  That,  an  Stelle  der  Grösse  ii  können  wir  auch 
die  Grösse  nehmen:  ^^^  »^ (.,  +  ^^^  ^^ (^  _  g^) 

11  ^%'{v)»,\a)    "        ' 

oder  auch:  tT/     o  9    \ 

I  I  {sn-a  —  sn'ar). 

Verwandeln  wir  dieses  Product  in  eine  Summe,  die  eine  ganze 
Function  von  6M'h  ist,  so  sind  die  Coefficienten  unmittelbar  bekannt 
und  zwar  drücken  dieselben  sich,  wie  gezeigt,  ganz  und  rational 
durch  Cq  aus. 

Wir  wollen  nun  versuchen,  das  zweite  Integral  unserer  Differential- 
gleichung zu  bestimmen. 

Dazu  machen  wir  die  Annahme,  welche  auf  die  vorige  unmittel- 
bar folgt.     Wir  setzen  fest: 

«1  =  —  «m,       C(^^  —  a„j_i,...        U^  —  i=  —  «/i-|-2j 

während  a^   verschieden   sein   soll  von   a^-fi-      Eine   Betrachtung   ein- 
fachster Art  zeigt  dann,  dass  sicherlich  die  Relationen  bestehen  müssf^n: 

u^-=  w^+i  =  0, 
sie  zeigt  ferner ,  dass         »         ■  r.  9  . 

oder  umgekehrt  sein  muss. 

Die  Gleichungen,  denen  die  Grössen  sn-a,-  Genüge  zu  leisten 
haben,  nehmen  die  Form  an: 

33)  ' 

i  Ji^bn^Ur      k^cn^ccr 

An  Stelle  von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  1,  2,  ...  ^u  —  1.  Die 
Summe  nach  l  ist  zu  nehmen  über  alle  /  von  l  bis  u  —  1  mit  Aus- 
nahme von  l  =  r. 

Das  Gleichungssystem  kann  auch  folgendermassen  geschrieben 
werden: 

34)  3  -f  xv[-  6  +  A:2(2ft  -  3)J  -  Xr^k\2{i  -  6)  +  4 iir  V'  -— ^--  ==  0. 

Führen  wir  die  Gleichung  ein,  welcher  die  Grössen  oc,-  Genüge  leisten : 

35)  q){x)  =  ccf'-'-\-q,.xf'--'  +  ---  cj^^,  =  0, 

und   stellen  ganz  analoge  Betrachtungen  an,    wie  im  vorigen  Falle,    so 
erhalten  wir  die  Beziehungen: 
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36)  (e,  +  f, .  g,)q^  =  d^'i^.  q^_  ^  +  ö\'Kq^  +  öj'),, .  q^^^, 

wobei  gesetzt  ist: 

öjl^=Cu-0(2a-2?  +  l), 

öf)     =  (a  -  /  -  1)  [IH2I  +  1)  -  2(a  -  /  +  l)j, 

f^=(a-l)a--2u-2), 

Die  Zahl  der  Relationen  ist  gleich  /i  —  1.  Aus  den  a  —  2  ersten 
sind  die  Grössen  g^  ?  ■  •  •  2/"  —  i  ^^^  ganze  Functionen  von  g^  und  zwar 
von  den  resp.  Graden  2,  3,  ...  a  —  1  bestimmt.  Setzen  wir  diese  Aus- 
di'ücke  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichunc^ 
vom  Grade  a,  welcher  die  Grösse  q^  Genüge  leisten  muss.  Erwägen 
wir  die  Beziehung^  welche  zwischen  g^  und  Cq  besteht,  so  ergiebt  sich 
für  Cn  wiederum  eine  Gleich  uns;  vom  Grade  u.  Nehmen  wir  einstweilen 
au,  dass  das  dieselbe  Gleichung  wie  vorhin  ist,  so  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Die  im  vorigen  Lehrsatz  erwähnte  Differential- 
gleichung:       ^,  _^snucnü   cly 

du-  anu      du 

besitzt   als  zweites  Integral  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

y^snu.cnu[J  ^^^ 

Die  Grössen  sn'-dr  leisten  einer  Gleichung  vom  Grade 
u  — 1  Genüge,  deren  Coofficienten  sich  ganz  und  rational 
durch  Cq  darstellen  lassen. 

Auch  hier  ist  die  Summendarstellung  unmittelbar  gegeben.  Um 
die  Theorie  zu  Ende  zu  führen,  ist  es  nur  noch  nöthig  zu  zeigen,  dass 
die  Constante  c^^  im  letzten  Falle  derselben  Bedingungsgleichung  Ge- 
nüge leistet,  wie  im  ersten.  Es  wäre  das  nachgewiesen,  wenn  wir 
zeigen  könnten,  dass  das  zweite  Integral  der  Picard 'sehen  Gleichung 
die  Form  besitzt: 

Das  kann  aber  auf  folgendem  Wege  geschehen.     Setzen  wir: 

37)  ify  =  j  j  {sn'-H  —  sn-Ur), 

so  folgt  ein  zweites  Integral  der  Differentialgleichung  in  der  Form: 


'■'"V- 


—  (m-fl)i*  / — du 

38  aj  //.,  =  «/i  /  -^ du, 

oder  also: 


!+■ 
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38b)  y,  =  //,  /  ^---, 

/    I  I  (sn-i(  —  sn-(Cr)- 

wobei  m   eine   gerade  Zahl   ist.     Nun   kann   nach   den  Untersuchungen 
des  ersten  Theiles  gesetzt  werden: 

dn"'  +  ^ii  S^  A  ^"^^('^^  ^'')  \'SJ  4     C7i{i(-\-Ur) 

rj{snhi- sn^urf  ^^'    's^C«  -  «'•)     ^    ~" sn(H-\- u,.) 

^    '"  dn  sn (u  ~  a,)     ^    ~'' du  sn {n  +  «,.) 
*  Es   müssen    dann    die    Grössen   Ä,-   und   Ä-r   verschwinden.      Die- 
selben   können   leicht   gebildet   werden.     In    der   That,    setzen    wir    wie 
vorhin: 

40)  f(x)  =  TJ{sn-n  -  sn^a,), 

so  folgt: 

—  ,        =2/"'  (jc)  s  n  u .  cn  u  .  dn  u , 
du  '    V  / 

^-£i^  =  4f'\x)snhixnhi.dn'a-}-2f\x)[l-  2(\  +  h')sn'u  +  ?jr-^ 

In  Folge  dessen  können  wir  setzen: 

1  &_.2       .        &_i 


1 


h-.2 


\2f  {x^sna,  .  cnuy .  dnur]' 

2f"  (Xr)  sn^ur .  cn^ur  •  dn^ur  +  f  (Xr)  [1  -  2  (1  +  k^)Xr  +  ^k\  Xr^] 
4 1 /''  {x,.)snur .  cna,. .  dna,^^ 


>—\  — 

Ferner  ist 

fZw"'  +  hf  =  dn"'  +  ^Ur  —  {ii  —  ccr)  {m  -f  1)  k-.  sna,- .  cnu,. .  dn"'Ur -f 
Entwickeln  wir  daher  den  Ausdruck: 


I  I  {sn^u  —  sn^UrY 

nach  Potenzen  von  it  —  Ur  und  setzen  den  Factor  von  («  —  ccr)~^  gleich 
Null,  so  erhalten  Avir  die  Gleichung: 

(m -}-l)]c^snar.cnar  ,  ,  ^ 

anur 
Ersetzen  wir   aber  ^_i  und  b—,>   durch  ihre  Werthe,   so  kommen 
wir  zu  der  alten  Gleichung  für  Xr. 

Unter  solchen  Umständen  nimmt  ^2  ^^^  Form  an: 

41)         ,,  =  ,j,  \y(n..  "''^^  +  B_/-^^^f^) 
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Ferner  folgt,  dass  Br=  B^r  ist  und  liieraus  ergiebt  sich  unmittel- 
bar die  Darstellung: 

42)  y=>  =  snii.cnii{j:f'-^  -{-  q.jj"--H c^-i), 

also  gerade  das  gesuchte  Resultat. 

Die  zuletzt  behandelte  Differentialgleichung  kann  als  Repräsentant 
derjenigen  Gleichungen  angesehen  werden,  welche  zwei  specielle  sin- 
gulare Punkte  besitzen. 

§  41. 

Untersuchujag  der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

mit    zwei    singulären    Punkten.      Reduction    des    Problems 

auf  die  Betrachtung  besonders  einfacher  Gleichungen. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Theorie  der  allgemeinen  Picard'schen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  zwei  singulären  Punkten 
über.  Den  einen  derselben  können  wir  willkürlich  wählen.  Wir  setzen 
ihn  gleich  iK',  der  andere  möge  den  Werth  —  /3  +  IK'  besitzen.  Wir 
sind  dann  nach  dem  früheren  berechtigt,  anzunehmen,  dass  er  ein 
scheinbar  singulärer  Punkt  ist.  Die  sämmtlichen  Differentialgleichungen 
der  angegebenen  Art  haben  dann  die  Form: 

=  i/[c^  -r-  c^  .  l'.  sn u  .  sn(u  -f  /3)  -f  Cg .  k'-.su'-H\. 
Es  ist  zu  untersuchen,  wann  ihre  Integrale  die  Form  halben: 

r  =  l 

Es  sind  die  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  Werthe  von  A, 
die  zu  den  beiden  Tntegi'alen  gehören,  tou  einander  verschieden  oder 
einander  gleich  sind. 

Der  erste  Fall  ist  leicht  weiterzuführen.  In  der  That,  sind  die 
beiden  Grössen  X  von  einander  verschieden,  so  können  wir,  ohne  der 
Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  c^  =  0  setzen. 

Wir  wollen  uns  nun  alles  nach  Potenzen  von  (n  —  lK')  entwickelt 
denken,  wobei  wir  hinzunehmen,  dass  angesetzt  werden  kann: 
1  1  cnß.dnß 


3) 


snii.sn{u-{-  ß)       u.snß         sn^ß 
1  1 


+  h^.H  +  h.ii--{----, 


sn-ii       n 

0 


+  f/o+f/,.?r'  + 


(v  +  ^)  =c{^)"'il  +  k.u-h  K,.h'+  K,.u'-h---). 
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Durch    Vergleichung    der    Coefficienten    von    {n  —  iK')~'"'~''^   und 
(ii  —  iK')~"'~''^  erhalten  wir  die  Gleichungen: 

m  .  Co 


4)  C5=>w(w-fl) 


snß 


/     ^  r^         \  cnß.dnß 

5)  c,  =  A (—  2 m  .  snß  +  c^)  +  m — ■  c^. 

Lassen  sich  nun  zwei  von  einander  verschiedene  Wertlie  von  X 
bestimmen,  so  muss  der  Coefficient  von  A  gleich  Null  sein  oder  also 
es  muss  sein: 

6)  ^2  =  2  771  snß, 

sodass  die  vorhin  aufgestellten  Gleichungen  die  Form  annelimen: 

7)  ^4=  2ni^.cnß  .dnß, 

8)  ^5  =  —  W2.(wi  —  1). 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Alle  Differentialgleichungen  2*"  Ordnung, 
deren  Integrale  beide  doppeltperiodische  Functionen  sind 
und  zwar  bei  verschiedenen  Werthen  von  A,  müssen  uoth- 
wendiger  Weise  die  Form  haben: 

d^y  ,        dy 
du^      ^^  du      ^^-^^ 
wobei  p^  und  p^  die  Werthe  besitzen: 
p^  =  2m]i-.snß  .  snn  . sn{u  +  ß), 

^2  =  Cg  +  2i)rJr.  cnß  .  dnß  .  snu  .  :^n{ii  +  ß)  —  »i  (»i  —  1)  /.'-.  strn. 
Etwas  umständlicher  ist  der  zweite  Fall  zu  behandeln,  in  welchem 
die    beiden    Werthe    von    A    einander    gleich    sind.      Wir   können    dann 
diesen  Werth  gleich  Null  annehmen,  sodass  die  Entwickelung  von 

die  Form  annimmt: 


(iy"(i+^..  ^^^+^3  •'''+•••), 


wobei  die  Grössen  ilT  aus  den  vorhin  so  bezeichneten  entstehen,  indem 
A  =  0  gesetzt  wird.  Durch  Entwickelung  um  den  Punkt  u  =  iif  und 
durch  Vergleichung  der  CoefHcienten  der  beiden  niedrigsten  Potenzen 
von  {n  —  iK')  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

m  Co 


0)  Cr,=  m{m  +  \)- 

10)  ^4  =  —  tnc^  snß  -\-  mc.2 


snß 
cnß .dnß 

snß 
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Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  der  folgenden  Potenzen  er- 
giebt  sich  zunächst  das  Resultat,  dass  q:snß  eine  der  ganzen  Zahlen 
2m  —  l,  '2m  —  2,  ...  0,  —  1,  . . .  sein  muss.  In  der  That,  wir  können 
diese  Gleichungen  als  lineare  mit  den  Unbekannten  Ä,,  iCg,  ...  ansehen. 
Aus  denselben  dürfen  diese  Grössen  aber  nicht  eindeutig  durch  die  in 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  vorkommenden  Grössen  c 
bestimmt  sein,  da  sich  sonst  nur  ein  Integral  von  der  vorgeschriebenen 
Form  ergeben  würde. 

Nun     ergiebt     sich     durch    Vergleichung    der     Coefficienten     von 

6-«(£  =  ^f  _  ixy. 


11) 

oder  also: 


(m 


•)("'-^)^^+(^'^^^  +  ".«0^. 


^  '' Jn^  ^4+  K+  ^2)^5, 


12) 


i^~  4m  +  2  +  j^j K,=  m\.c,  +  c, L^^^^ c,  +  d , . c,. 

Durch    diese    Gleichung   ist  K^    eindeutig  durch   die   Coefficienten 
der  Differentialgleichung  bestimmt,  es  sei  denn,  dass:    • 

fg  =  (2w  —  \)snß 
ist.     Als  nächste  Gleicbung  ergiebt  sich: 

Aus   ihr   ist  K^  eindeutig   durch  K.^   und  die  Grössen  c  bestimmt, 
es  sei  denn,  dass:  c,=  (2m~2)suß 

ist.  In  ähnlicher  Weise  können  wir  weiter  schliessen.  Nehmen  wir 
ganz  allgemein  den  Coefficienten  von  i''~-,  so  tritt  als  höchster  Index 
der  Grössen  K  der  Index  m  +  r  auf.  Die  entsprechende  Grösse  K  ist 
eindeutig  durch  die  Grössen  K  mit  niedrigerem  Index  und  durch  die 
in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichmig  auftretenden  Grössen  be- 
stimmt, sobald  r,  verschieden  ist  von  (»1  —  r  -\-  l)snß.  Daraus  folgt 
das  zu  Beweisende  unmittelbar,  da  im  entgegengesetzten  Falle  die 
sämmtlichen  Coefficienten  eindeutig  bestimmt  wären. 

Co 

Wir    behaupten    aber    weiter,    dass   — ~   eine    der   ganzen    Zahlen 

snß  ° 

2m  — 1,  2m-  2,...  1    sein   muss.     Dazu   denken  wir  uns  alle  Glieder 

unserer  Differentialgleichung  nach  Potenzen  von: 


216     §  ^1-  PicarcVsche  Differentialgleich,  zweiter  Ordnuno-  mit  zwei  sing.  Punkten. 

u-\-  ß-  iK' 
entwickelt,  insbesondere  gesetzt: 
.   13)      ^(r)  =  i„  +  ii (h  +  /3  -  iK'  +  L, (u  +  ^  -  !Ky  +  •  •  ■ 

Nehmen  wir  allgemein  den  Coefficienten  von  (u  -\-  ß  —  iK')'-'-, 
so  tritt  in  der  entsprechenden  Gleichung,  die  sich  durch  Coefficienten- 
vergleichung  ergiebt,  als  höchster  Index  der  Grössen  L  der  Index  r 
auf.  Die  Grösse  L,  ist  eindeutig  durch  die  Grössen  L  mit  niedrigerem 
Iudex  und  die  in  den  Coefficienten  der  DiiFerentialgleichung  vor- 
kommenden Grössen  bestimmt,  wenn  Co'.snß  verschieden  ist  von  r— 1, 
wobei  r  die  Werthe  1,2,...  annehmen  kann.  Es  muss  also  c^-.snß 
einen  der  AVerthe  0,1,2,...  annehmen.  Da  wir  den  Werth  0,  wie 
nicht  weiter  ausgeführt  zu  werden  braucht,  fortlassen  können,  so  folgt 
unmittelbar  die  Richtigkeit  des  folgenden 

Lehrsatzes:  Alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  den  singulären  Punkten  iK'  und  —  ß  +  iK',  deren  In- 
teo^rale  die  vorgeschriebene  Form  haben,  müssen  noth- 
wendiger  Weise  die  Form  besitzen: 


(  7^2  +  [t'i  +  ^2  •  1''.snu.sn(u  +  ß)]    f 


J/[^3+  c^Jv'.snu  .  sn{n  +  ß)  +  f. .  A:-.  sn-ii\. 
Hierbei  muss  die  Grösse  Cc,:snß  einen  der  Werthe: 

2m -1,  2w  -  2,  ...  1 
bedeuten,  ferner  sind  C4  und  c-  aus  den  Gleichungen  bestimmt: 

mcnßdnß 
c^=  _  mc.snß  + j^ c„ 

f.  =  m\m  +  1) 


snß 
Endlich  ist  l  ==  (>  vorausgesetzt  worden. 

Das  Problem  kaim  noch  weiter  reducirt  werden.     Dazu  setzen  wir: 

14)  ^(«)  =  -^i-^-^.    -.(*., 

dann  wird  nach  den  Ausführungen  des  ersten  Theiles: 

du  snß 


i?  41.  PicanVsche  Difterentialgleich.  zweiter  Onlnung  mit  zwei  sing.  Punkten.      217 


Wir  denken  uns  nun  allgemein  die  Diiferentialgleicliung  vorgelegt: 


du^ 


+^'rf;.=j"'' 


15) 

und  setzen: 

16)  ji  =  z.r'{n), 

dann  geht  dieselbe  über  in: 


17) 
wobei  iresetzt  ist: 


(Pz 


+  P. 


dz 
du 


z.F„ 


18) 


P,==2.^^^^+,,, 


du 


P. 


dlof/ik(ii)\'        V{u) 


dlnfixl'^{u) 


t{ii)  du  ^- 


19) 


Po 


Führen   wir   die  gefundenen  Werthe  für  die  Dilferentialquotienten 
von  j^'((()  ein,  so  ergiebt  sich: 

'p^  =  _  2m  (^4^  +  khnß .  sn  u  .  sn{H  +  /3))  +  p, , 

■,  =  -m(m-  ^){^f^  +  l'snß.SHH  .  sn{ii  +  /3))' 

- m  (2k''.  sn-u  -  1  -  Ä;-  +  -^) 
\  sn"ß/ 

+  m I —      r,      +  Jrsnß  .  snu .  sn{u  +  ßjjih  +  P>- 

Nun    denken    wir    uns    die    Coefficienten  p^    und  j>o    specialisirt. 

Wir  setzen:  ^^^  =  c,  +  c,.  IKsnu  .  sniu  +  ß), 

^,  =  Cg  -(-  Cj .  Ä;'.  s?i?f . s«(?f  +  ß)  +  fg .  k'-.  sn-u, 

wobei  c,  zunächst  willkürlich   angenommen  werden  kann.     Dann  folgt, 
dass  Pj  geschrieben  werden  kann : 

20)  Pi  =  c\  +  c'. .  ¥ .  .s  n  u .  s  n  {u  +  ß) , 

,  2m  .cnß  .dnß 

^        '■  snß 

c'o  =  f 2 ""  ^'"  .>^nß. 
P,  ist  jedenfalls  eine  doppeltperiodische  Function  mit  den  Unend- 
lichkeitspunkten u  =  iK',  u  =  —  ß  -\-  iK\  die  wir  in  die  Form  bringen 
können: 

21)  P,  =  c'a  +  c',, . h-. sn u . sn{u  +  /3)  +  c'- . 7c-. sn'{u  -\- ß) -\-  c\ .  1-.  sn-u. 
Die  Bestimmung  der   Grössen  c'  erfolgt  durch   Entwickelung  um 

die  Unendlichkeitspunkte.     Wir  erhalten  die  Resultate: 
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22) 


Cg  =  Cg  —  nic.^ .  k-.  s  nß  +  )>i  (\ 


cnß . dnß 


snß  '"    ^sn^ß 

(  cuß.dnß\ 

c,  =  C4  +  m  [c^ .  snß  -  c,  —j^^J 


\sn'ß      ^  P 


4=0. 

Es   geht   die    ursprüngliche   Differentialgleichung   also   ülier  in  die 
Differentialgleichung : 

"1-4  +  \c\  +  c'o .  k^. snu  sn  (u  +  ß)]  ^ 
23)  Ifhi-  -  -        "^^   flu 

\        =  z [c'g  +  c'4 .  Ä;2.  sn u  .  sn(i(  +  /3)  +  c'5 .  k^ .  an-{i(  +  ß)l 

deren  beide  Integrale  die  Form  haben: 


24) 


n 


*,(.  +  a,)__^,+„^). 


"'"tV+6t"     *"<"'> *■"• 


vorausgesetzt,   dass   die  Integrale  der  ursprünglichen  Differentialgleich- 
ung die  Form  haben:  „,  ,    , 


y  —  c 


n 


^o(^) 


e       »o{ar)      • 


Wir  wollen   uns  nun  weiter  in  der  Differentialgleichung  für  z  ge- 
setzt denken:  ,#  _l  /?  _  ,/ 
dann  geht  dieselbe  über  in: 

25) 

I  =  z  [c'3  +  c\  .k^.s  n  H^.s  n  {u^  —  ß)  -\-  c'5 .  k^ .  .s  yr  h  J , 

und  ihre  Integrale  haben  die  Form: 


72  -/  7 


26) 


z  =  e^-"i 


n' 


Nun  ist: 


%M 


e        ^o(«r) 


&,  {») 


»'o("')  ^^'o(^r--^)  f»'o(f^r-h)  if',{a,) 


und  ferner  gilt  bekanntlich  die  Beziehung: 

dtCr  da,.  dß  V  r/7 

sodass  der  Ausdruck  für  z  in  die  Form  gebracht  werden  kann: 


27) 


c'i  «1 


17 


e        S,(a,-0)     \ 


.        ,    ,        cnß. dnß    ,  ,0      .'vn  ,  ^^ 

/i  =  A  +  m :-^—^k''snß  y  snar.snUir—  ß\ 

snß  '    y , 
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Setzen  wir  ferner:  /,'  _  ^       7 

iitf  —  '"/■  —  'i  f 

so  nehmen  die  Integrale  die  Form  an: 


28)  e"^    1 1     ^X  ^:^       ^     ^»K) 


Setzen  wir  endlich  an  Stelle  von  /3:  —  ß,  so  hal)en  wir  eine 
Diiferentialgleichung  derselben  Form  wie  die  ursprüngliche  gefunden, 
deren  Integrale  gleichfalls  die  nämliche  Form  besitzen.  Vermöge  der 
angegebenen  Formeln  kann  das  Problem,  die  ursprüngliche  Differential- 
gleichung zu  integriren,  auf  das  Problem  zurückgeführt  werden,  die 
zuletzt  gefundene  Differentialgleichung  zu  integriren.  Nun  unterscheidet 
sich  der  Coefficient  c,  von  dem  Coefficienteu  c'g  dadurch,  dass: 

=  2  ni  — 


snß  snß 

i.st.     Nimmt   unter   solchen  Umständen  c^'-^nß  den  Werth   2m    an,    so 
wird  c'2'.snß  gleich  Null. 

Die  auf  diesem  Wege  gefundene  Differentialgleichung  ist  aber,  von 
unwesentlichen  Unterschieden  abgesehen,  die  Lame 'sehe  Differential- 
gleichung.    Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung, 
welche  den  aufgestellten  Bedingungen  Genüge  leisten  und 
bei  welchen  c^=  2msnß  ist  (Fall  der  ungleichen  A)  können 
durch  Einführung  neuer  Veränderlichen  auf  die  Lame'sche 
Differentialgleichung  zurückgeführt  werden.  Ferner  können 
die  Fälle: 

— ^  =  2'W. -1,    2ni  -2,  ...  w  +  1 
snß 

zurückgeführt  werden  auf  die  Fälle: 

Co 


\,2,...m-\ 


snß 

sodass  wir  uns  auf  diese  und  den  Fall  c^-^  nisi/ß  beschriiiikfii 
können. 

In  Bezug  auf  diesen  Satz  werde  vor  allem  auf  die  Arbeiten  von 
Naetsch  verwiesen. 

In  unseren  Differentialgleichungen  bleiben  nun  noch  zwei  Con- 
stanten Cj  und  C3  unbestimmt.  Es  kann  gezeigt  werden,  dass  c^  eine 
Function  von  q  sein  muss.  Es  ergiebst  sich  das,  wenn  wir  diejenige 
Gleichung  für  die  Bestimmung  der  Grössen  K  nehmen,  bei  welcher 
der  Coefficient  des  zu  bestimmenden  Gliedes  gleich  Null  ist.  Diese 
Gleichung  ist  eine  lineare  Beziehung  zwischen  den  vorangehenden 
Grössen  K.     Setzen  wir  deren  Werthe  aus  den  vorangehenden  Gleich- 
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ungen  ein,  so  erhalten  wir  eine  Beziehung  zwischen  q  und  c^.  Es 
bleiht  in  den  genannten  Picard 'sehen  Differentialgleichungen  also  nur 
eine  Constante  q  völlig  willkürlich.  Damit  ist  die  Theorie  derselben, 
so  weit  es  sich  nicht  um  die  wirkliche  Auflösung  handelt,  völlig  er- 
ledigt. 

§  42. 
Auflösung  der  Picard'schen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  zwei  singulären  Punkten  für  den  Fall  »i  ==  1. 
Ehe  wir  die  allgemeine  Picard 'sehe  Differentialgleichung  mit  zwei 
singulären  Punkten  weiter  behandeln,  mögen  die  Fälle  m  =  1  und 
m  =  2  besonders  untersucht  werden.  Für  m  =  1  lautet  die  einzige  in 
Betracht  kommende  Gleichung: 

T^^  +  Kl  +  '^'  ■  ""^ß  ■  '^'^ff  ■  ^>^  V'  +  ß)\   /' 

(In-  \  I  y     ^/^f 

=  i/[Cg  +  C4 .  /r.  !^nH  .  sn{u  +  /3)  +  Ir.  Hn^n\, 
wobei  zu  setzen  ist: 

2)  ^  cnß^ 

'  snß  ^  snß 

Um  weitere  Gleichungen   zu  erhalten,   nehmen  wir  die  Entwickel- 
ungen  hinzu:  ^  ^        ^_^j.,  l-^2h'J^l¥, 

snu       u  b  o .  5! 

1  1  %i^  ti 

■ h^  +  hiT~h 


sn{u  +  ß)      snß        ^      '     -  2         ''S 
cnß .  (hiß 


h- 
h- 


sn'ß 
2  -  (1  +  k')sii'ß 


n^ß 

l.)x  O    -,-.      <''t^'ß   ■   <^'>t'ß 

1  11+^=-'       1~Ä;^'+^'     .  , 


sn^a      ir  3  15 

"^^  7.      c    ^o(°)  '  =  -  (1  +  A,.u-^A.,.u'-h-  ■  •), 

—  2A^  =  k-.sn-'a ^ — ? 

—  ?)A^  =  h^.  sna .  cncc .  dncc, 

^  3  45 
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Es  ercreben  sich  dann  durch  Vero-leichuns;  der  Coofficienten  der 
Potenzen  von  ii  die  weitereu  Gleichungen: 

3)  q  =  —  k'-.sncc .  .snß  .  sn{a  —  ß), 

1     _  _  ^.    ,  c^.cnß.dnß 
^^  sn'-ß  '^        sn^ß 

Aus  der  letzten  Gleichung  ist  die  Constante  c^  bestimmt  und  zwar 
wie  es  die  allgemeine  Theorie  lehrt,  ausgedrückt  durch  die  einzige 
willkürliche  Constante  f\. 

Die  Grösse  u  kann  aus  der  Gleichung: 

5)  snu  .sn(a  —  ß)  =  C 

bestimmt  werden,  woliei   C  den  Werth  besitzt: 

c, 


6) 

k-'.^nß 

Wir  setzen 

dazu : 

u  =  c)^-\-  a, 
u  —  ß  =-  cOi^  a, 

das  heisst: 

7) 

«1  =  a  -  -; 

so  nimmt  die  Gleichung  die  Form  an: 

=  C(l  —  A--.N>ra3..s'W-Wi)-, 
oder  auch  im  Allgemeinen: 

sn-G).^  —  sn'-co  =  6'(l  —  k-.  sn^a.  sn-a^). 

Aus  derselben  ergeben  sich  zwei  Werthe  von  a^,  die  sich  durch 
das  Zeichen  unterscheiden.  Demgemäss  erhalten  wir  auch  zwei  Werthe 
von  cCj  nämlich:  ß  o 

"i  +  -&     und     —  »1  +  Y' 

welche   die  beiden   Integrale  der   vorgelegten   Differentialgleichung   be- 
stimmen.    Fassen  wir  die  Resultate  zusammen,  so  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:   Die   einzige   unter   den    angegebenen   Beding- 
ungen in  Betracht  kommende  Picard'sche  Gleichung  lautet: 

^2  +  [^1  +  ^'S'^'ß  •  -^'^ "  • ' » («  +  /^)]  ,il, 

=  y{c.^  -f  c, .  k'-.  snu  . sn{u  -\-  ß)  -\-  k'.  sii^u], 
wobei  gesetzt  ist: 
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C4  cnßdnß 

snß  ^  ~  ^1  "^       ;5^^^     ' 

1  cnßdnß 


c-i-  -  -r::^  +  c. 


Die  beiden  Integrale  haben  die  Form: 

Die  entsprechenden   Werthe  von  a  sind  gleich: 

ß 

±  "1  +  2  ' 

wobei  co^  der  Gleichung  Genüge  leistet: 


i  =  -F^('-''^™i--™"> 


sn-a.,  —  sn   ^^  ,„      ^ 

''ß 


§  43. 
Auflösung  der  Picard'sclien  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  zwei  singulären  Punkten  für  den  Fall  ni  =  2. 
Wir   nehmen  jetzt  den  Fall  ni  =  2,     Die  in  Betracht  kommenden 
Differentialffleichungen  haben  die  Form: 


1) 


^-H,  +  [c,  -\-  c^.k^. snu . sn(u  +  ß)]  / 
r/tr       Li-  ^  du 


Entwickeln  wir  die  rechte  wie  die  linke  Seite  um  den  Punkt 
M  =  iK'  herum,  so  ergeben  sich  durch  Coefticientenvergleichung  — 
wobei   A  =  0   angenommen   werden  kann  —  zunächst  die  Gleichungen: 

2  Co 


2) 


"  snß 

^  ,   ,,-,     cnß.dnß 

c^  =  -  2q  .  snß  +  2C2  — '^    ,,       ; 


^  (;^'i  +  X,)  =  2^1       ^^^ 2q  .  1-. snß  +  C3  +  4(1  +  P), 

k~stiß{ii^+H.,){i\y-2snß)  =  2^1  +  C4  '  '         (^1  +  ^2), 
wobei   g(!setzt  ist: 

[i'i  =  ■''■ » fi^i .  c ita^ .  dni<i,     u.,  =  sna^ .  cna^ .  dna^. 
Um  alle  in  Betracht   kommenden   Ginissen    zu    bestimmen,    müsste 
noch   eine   weitere  Gleichung   hinzugenommen    werden.     Wir  ziehen  es 
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vor,  an  deren  Stelle  zwei  Gleichungen  zu  wählen,  von  denen  die  eine 
dann  unter  Zuhülfenahme  der  soeben  aufgestellten  Gleichungen  eine 
Folge  der  andern  ist.  Die  beiden  Gleichungen  ergeben  sich,  wenn  wir 
hinzunehmen,  dass  die  Integrale  der  DiÖerentialgleichung  die  Form 
haben  sollen: 

Setzen   wir   links   und   rechts  u  =  —  a^    und  r  =  —  «,;  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen: 

5)  q  +  f., .  li^ .  .9 w fq .  .s« («,  -  /3j  =  2  ^'_^> 

6)  q  +  r, .  Ä:^  .5«.f/,  ..s«(«2  -  /3)  =  2  ^^^^-^'• 
An  ihrer  Stelle  können  wir  schreiben: 

7j        Co .  /i-.  .vw/i  .  '^1  =  ^1 .  q  +  f,  •  ^"-  ■'^'^''^1  •  C'*/^  •  ^^'^/5  ^  2t{  -y> 

8)  Cg .  F.  sw/3  .  <(.,  =  do .  q  +  c, .  k'-.sn'-cq  . cnß  .  duji  +  2u  -j} 

wol^ei  gesetzt  ist: 

I  d,  =  l  -  Ic'.sn^ß  .  sn-ur,     '-  =  1,2, 

9)  I  d  =  sn^Ui  —  .9«^ «2, 
i  /(  =  «1  +  u^. 

Aus  den  letzten  Gleichungen  ergeben  sich  k^  und  ti.,  als  rationale 
Functionen  der  Grössen  x  und  zwar  wird: 


10) 


2 .  l'^.sn^ß{c^  —  2snß)  u^  =  q  .  ^i  (q,  •  k'-.  snß -^j 

+  q.r-.cnß.  dnß  (c, .  l\  sna  .  x,  -  2"^^^^"^^) 


und  analog  ergiebt  sich  der  Werth  von  n.,. 

Bis   hierher   gelten   die   Betrachtungen  allgemein.     Unsere  Theorie 
lehrt  nun,  dass  wir  uns  auf  die  drei  Fälle: 

c,  =  snß,     c,,  =  2snß,     c^  =  '6snß 

beschränken  können,  sie  lehrt  ferner,  dass  wir  den  dritten  Fall  durch 
eine  Substitution  auf  den  ersten  zurückführen  können.  Wir  wollen 
von  dieser  Zurückführung  hier  absehen,  da  die  Rechnung  sich  nur 
wenig  modificirt,  nachdem  einmal  die  allgemeinen  Formeln  aufgestellt 
worden  sind. 

Wir  setzen  erstens:  ^  ^  and 
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Indem  wir  die  rechte  und  die  linke  Seite  von  Grleicliung  7)  quadriren 
und  den  Factor  d^  fortlassen,  wozu  wir  im  allg-emeinen  bereelitigt 
sein  werden,  erhalten  wir: 

11)  >l-.  A^  +  4?f .  (1 .  B,  -  4h-.  dj  =  0, 
J-i  =  —  Cj^  +  sn^a^ {k^. sn'^ß  +  c^-.  Ir.  sn-ß  —  2c^.  F.  snß  .  cnß  . dnß) 

—  ¥..^n~ß.sn^a^, 
B^  =  c^  —  li^.  sn-a^  (c-y .  sn'ß  —  snß  .  cnß  .  dnß). 
Eine    ganz    analoge   Gleichung   würde   sich   durch  Quadrirung   aus 
der  Gleichung  8)  ergeben.    Wir  erhalten  dieselbe,  indem  wir  an  Stelle 
von   sna^  uns   sna^   in   der  letzten  Gleichung  gesetzt  denken  und  um- 
gekehrt, sodass   wir  erhalten: 

12)  d\  A,  -  4m  .d.B,-  4«- .  ^2  =  0, 
wobei    die    Werthe    von    A^    und    B.^    nicht   hingeschrieben    zu    werden 
brauchen. 

Durch  Subtraction  und  Fortlassung  des  Factors  (/  ergiebt  sich 
dann  die  Relation: 

1 3)  d' .  (\  +  4m  .  C;  +  4 u' .  k' . s n' ß  =  0 , 
wobei  gesetzt  ist: 

C'i  =  k\  sn'ß  ^  c^.h\  sn'ß  -  2c^.¥.snß  .cnß  .  dnß  -  ¥.sn'ß  .  s, , 

C,  =  2fi  -  s, .  kHr,.sn'ß  -  snß .  cnß .  dnß)  =  2Ci  +  ^-f^'-^^^^'^'s 

•*!  ^  •'i     I     •^2' 

Nun  ist  aber,  wie  aus  den  Bedingungsgleichungen  unmittelbar  folgt: 
C,  +  uklsn'ß  =  0, 
also  folgt  C^  =  0  oder  wir  erhalten  die  Gleichung: 

14)  ¥.sn'*ß  +  Ci'^sn-ß  —  2q  .  snß  .  cnß  .  dnß  =  F.  s^ .  sn'ß. 
Setzen   wir    den   früher   gefundenen  Werth   von  s^  ein,    so  ergiebt 

sich  für  Cg  der  Ausdruck: 

15)  c,  =  2c,' -  6c,   ''''lll^    +  4y:'8n'ß  -  4(1  +  W). 

Damit  ist  die  noch  fehlende  Beziehung  zwischen  den  Coefficienten 
abgeleitet. 

Führen  Avir  nun  die  Gleichung  11)  aus,  so  ergiebt  sich  für  ^^ 
die  Relation: 

16)  ^0  •  -^i^  +  Pi  ■  ^i'  +  Ä>  •  -^1  +  Ih  ■  -h  +  2^4  =  0, 
wobei  gesetzt  ist: 

•p^^^k^.sn^ß.s,, 

p^^-  13s,\k\sn-ß  +  Ss,.k\l  +  k')sn'ß  +  4q^-  SkKsn'ß, 

i?3  =  9k*. s,\.sn'-ß  -  8P(1  +  k^)s^\ sn'ß  -  4^-. s,  +  8F. sn'ß . s,. 
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Dieser    Gleichung    leistet    dann    auch    die   Grösse  x,  -Genüge,    die 
mit    ly  durch  die  Gleichung: 

Xl     +     Xo     =     Sy 

verbunden  ist.    Es  zerfallen  demgemäss  die  vier  Wurzeln  in  zwei  Paare: 


X  ^  X  2 

die  durch  die  Gleichungen  verbunden  sind: 

X^      ~J-     X.2      =     S-y  y 

X  y  -\-  X  2  ^=  Sq. 

und  daher  zu  den  beiden  Integralen  der  Differentialgleichung  gehören. 
Es  sind  durch  dieselben  die  Grössen  cc^  und  ic^,  die  zu  den  Integralen 
gehören,  bis  auf  das  Zeichen  bestimmt.  Das  Zeichen  selbst  folgt  aus 
den  aufgestellten  Gleichungen  für  n^  und  u^,  sodass  das  Problem  damit 
vollständig  gelöst  ist. 

An  Stelle  der  Gleichung  vierten  Grades  können  wir  auch  zwei 
quadratische  aufstellen,  indem  wir  die  quadratische  Gleichung  suchen, 
welcher  die  Grösse:  ,  _ 

0.>    «/.■!   lA/g 

Genüge   leistet.      Dieselbe    erhalten    wir,    indem    wir    die.  rechten    und 
linken  Seiten  der  Gleichung  H)  und  12j  addiren. 
Es  ergiebt  sich: 

%  ■  •%'  +  1\-h  +  1-2  =  ^Jj 
5o  =  4Ä;*.  .sw*/3. 


XT) 


'h  =1i-% 


Qi  ■  s. 


i-  +  22i\  sn'ß{2  -  h-sn-ß  .  s,), 


fix 


-  4Ä;-.sw*^[l-  (1+  ¥)Sy  +  ¥.  6-1 -J 

—  Ah^sn^ßiCy  .sn-ß  -  snß  .  cnß  .  clnß)u. 

Es  ergeben  sich  demnach  zwei  Werthe  von  s^.    Die  entsprechenden 
Grössen  x^,  x^  sind  aus  den  beiden  Gleichungen  zu  berechnen: 

18)  x^—  SyX-\-  s^=0. 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:     Als    erster    Typus    der    in    Frage    stehenden 
Differentialgleichungen  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

f  -^  4-  [q  +  A;- .  s  n  ß .  s  n  u  .  s  n  Cu  +  ß)]  V^ 

I  =  y[f'i  +  <^4^'-  ^■'^"  •  *'»K"  +  /^)  +  4^'.  sn-u\, 

wobei  gesetzt  ist: 

Krause,  Doppeltperiodiache  Functionen    II.  j^ 
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c,  =  2c,'--  Gc,  '-""^  +  AJ^sn^ß  -  4(1+  F), 

C4=  —  2c^snß  +  2cnß(lnß. 
Die   beiden  Integrale  derselben  lassen  sich  durch  Auf- 
lösung    einiger     einfachen     vorhin     aufgestellten     quadra- 
tischen Gleichungen  wirklich  berechnen. 
Wir  nehmen  jetzt  zweitens: 

C2=  2snß. 
Gehen  wir  zu  den  Grundgleichungen  zurück,  so  zeigt  sich,  dass 
aus  der  vierten  derselben  die  Grösse  h  nicht  bestimmt  werden  kann, 
sodass  für  s^  sich  zwei  lineare  Gleichungen  ergeben.  Die  Elimination 
von  s^  ergiebt  dann  die  felilende  Coefficientenbeziehung  und  zwar  nimmt 
dieselbe  die  Form  an: 

^^^    '^ = ~  ^ {'''^^  ■  '^''^ + "i) + ^^'-  '''"'^ "  ^^^+ ^''^- 

Das  ganze  Problem  wäre  gelöst,  wenn  es  gelänge,  für  s.2  eine  qua- 
dratische Gleichung  zu  finden  und  überdies  it  rational  durch  .s^  und  s^ 
auszudrücken. 

Wir  gehen  dazu  zu  den  beiden  Gleichungen  zurück: 

11)  d\Ä^  +  4:U.d  .B,-4:ii'.d^  =  0, 

12)  (P.  A,  -  4n  .d  .B.,-  4:u'.  d,^  =  0. 
Durch  Subtraction  erhalten  wir  die  Gleichung: 

20)  d\B  -  4:k\  sn'ß  .  sj  +  4n'.  P.  sn'ß  =  0, 
wenn  wir  unter  B  die  Grösse  verstehen: 

B  =  4Ä;*.  sn'^ß  —  Ac^ .  ¥.  snß  .  cnß  .  dnß  +  q-.  F.  sn-ß. 
Ganz  analog  ergiebt  sich  durch  Addition: 

21)  d\  E-Au\2-lc\  sn'ß  .  s,)  =  0, 
wobei  gesetzt  ist: 

E  =  -  2ci-+  B  .s^-  U\  sw2/3(Si-'_  2S2)  +  2Jc\  u.c^.  snß. 

Eliminiren  wir  aus  den  gefundenen  beiden  Gleichungen  die 
Grösse  «-,  so  erhalten  wir  für  u  die  Darstellung: 

22)  2k\c^.sn^ß.H  =  •2c^'khn-ß-\-2{4sn'^ßk''Si  -  D)  -  Sk^sn^ßs,. 

Wird  dieser  Werth  in  Gleichung  20)  eingesetzt,  so  erhalten  wir 
die  gesuchte  quadratische  Gleichung  mit  der  Unbekannten  6',.  Unter 
solchen  Umständen  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:    Als    zweiter    Typus    der    in    Frage    stehenden 
Differentialgleichungen  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
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(  "1^  +  [c,  +  21c\snß..sm,.sn{,  +  ß)]  ^ 

I         =  [/[c.^  4-  C4 . F. i)W«  . .s')^(»  +  /3)  +  2ä;^. sn'-u], 
wobei  gesetzt  ist: 

C3=  -  ^  (c;?/3  .  r7«/3  +  -)  +  4Ä;-..s«-/J  -  4(1  +  Ä;-'), 

^4=  —  2c^.snß  +  Ar  II  ß.  (hiß. 

Die     beiden     Integrale     lassen     sich     durch     Auflösung 
einiger  quadratischer  Gleichungen  wirklich  bestimmen. 
Wir  nehmen  jetzt  drittens  an: 

^2  =  Ssnß. 
Dann  wird  c-  gleich  Null  und  wir  erhalten  die  Constantenbeziehungen: 

oo\  2c^.cnß.dnß  .,       ,         i/i   ,    7,2^ 

23)  «^a  = ~ ^ h  (^l-.sn-ß  —  4(1  +  k'), 

s  n  ß 

24)  c^  =  —  2ci .  s«/3  +  6cM/3  .  r?«/3, 

wobei  ^1  willkürlich  bleibt      Zu  diesen  Gleichungen  treten  die  weiteren 

hinzu: 

(  cP.  A^  -^Au.d.B^-  An',  öl  =  0, 

d-.  A.,  -  An  .d.B.,-  An-,  d,  =  0, 


25) 


lchti''ß.u==2c^-\-^snß.s,. 


Subtrahiren  wir  die  beiden  vorletzten  Gleichungen,  so  ergiebt  sich 
nach  Fortlassung  des  Factors  (/  die  Gleichung: 

26)  d'(D^  -  U\sn'ß  .  .sj  +  8h-. k-. sn'ß  =  0, 
wenn  wir  der  Einfachheit  halber  setzen: 

Dl  =  9l\  sn^ß  -  6q  .  F.  snß  .  rnß  .  dnß  +  c^'-  k^.sn-ß. 
Durch  Addition  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

27)  d'.  E,-A n-i2  -  kHn'ß  .  .Sj )  =  0,, 
wobei  gesetzt  ist: 

E^=-  2q2  +  Z)i .  .s, -  9  ¥.sn'ß  .  .s/- +  18F.  sn^ß . s.,  +  2k'^ .  sn ß .  r, .  ii. 
Eliminiren    wir   aus    den   beiden    durch  Addition  und  Subtraction 
gewonnenen  Gleichungen  die  Grösse  k,  so  ergiebt  sich: 

-  k^^sn-ßis^--  45.2)  =  C'o  .  «1  +  C\, 
C'o=  k'c,'. sn'ß  -  6F.  c^.snß.cnß  .  dnß-i-k-[G-S{l-\-V-)S7i'ß-\-9]r.  sn'ß\, 

C\=  -  2q-+  4q      ^    „  -  +  2/r.  sn'ß. 

^  ^  ^       snß 

15* 
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Es   wird   hierdurch  .%   in   eindeutiger  Weise   bestimmt,   sobald  s^ 
gegeben  ist.     Da  aber  die  Gleichung  besteht: 

so   folgt   zu    gleicher   Zeit,    dass   (P  eine   lineare  Function   von  s^   ist. 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  Gleichung  26)  ein  und  erwägen,  dass  die 

Relation  besteht: 

TA  sn^ß 


so  geht  unsere  Gleichung  in  eine  quadratische  mit  der  Unbekannten  s^ 
über.  Damit  ist  wieder  alles  gemacht  und  wir  finden,  dass  die  ge- 
stellte Aufgabe  analog  wie  in  den  anderen  Fällen  auf  die  Auflösung 
einiger  einfacher  quadi-atischer  Gleichungen  reducirt  werden  kann. 
Somit  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Als  dritter  Typus  der  in  Frage  stehenden 
Differentialgleichungen  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

^,  +  fCi  +  3Ä;2. 6nlß.snu  . sn{u  +  ß)]  \^'  =  ^[^3  +  C4.F.  snn  .  sn{u  +  /3)], 

(l  W  (-1  u 

wobei  gesetzt  ist: 

_        cnß.ilnß        j^,  ^^^     -  4(1  +  F), 

'^  ^      snß 

C4=  —  2q.snß  +  Qcnß.dnß. 

Die  beiden  Integrale  lassen  sich  durch  Auflösung 
einiger  einfacher  quadratischer  Gleichungen  wirklich  be- 
stimmen. 


§44. 

Anderweite  Lösung  desselben  Problems.  Auflösung  der  allgemeinen 

Picard'schen    Differentialgleichungen    zweiter   Ordnung    mit    zwei 

singiüären  Punkten. 

Die  Auflösung  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Differential- 
gleichungen ist  so  angestellt  worden,  dass  zwei  verschiedene  Inte- 
grationsmethoden miteinander  vermischt  wurden.  Wir  wollen  jetzt 
dasselbe  Problem  in  einheitlicher  Weise  lösen,  so  zwar,  dass  die  Ver- 
allgemeinerung auf  den  Fall  eines  beliebigen  m  unmittelbar  klar  ist. 
Dabei  soll  jetzt  im.  Gegensatz  zum  vorigen  Paragraphen  das  Haupt- 
gewicht auf  die  Methode  gelegt  werden,  während  die  wirkliche  Dar- 
stellung aller  noth wendigen  Grössen  nicht  noch  einmal  durchgeführt 
werden  soll. 
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Dazu    erinnern  wir   an  die  folgenden  Resultate  des  ersten  Bandes. 
Die  Function:  »,(,  +  «)    -^■ 

lässt  sich  um  den  Unendlichkeitspunkt  herum  in  der  Form  darstellen: 

C 

wohei  die  Grössen  A  jedenfalls  geschriehen  werden  können: 


g,.A,=k\u(r'.x  +  \,), 

QtAt  =1^.  u  (k^ .  X-  +  h^j .  X  4-  h.,^) , 

Dabei  sind  die  Grössen  a  und  h  Constanten,  ferner  haben  x  und  n 
die  Bedeutung: 

1)  X  =  sn^a,     u  =  sna  .  cna .  dna. 

Die  Grössen  //  sind   positive  ganze  Zahlen  und  zwar  wird: 
tj,  =  2,    ö,=  2.A,     r/e  =  2.4.18,     r/,  =  2.4.18.40, 
</^o=2.4.18.4n.70 
etc. 
'/3=3,    i/5=3.10,    r/,  =  3. 10. 28,    r/.  =  3.10.28.54, 
(j^^  =  3  .  10  .  28  .  54  .  88 
etc. 
Ganz  allgemein  tritt  bei  g^r  der  Factor  hinzu: 
(2>'-l)(2r-2)-2, 
bei  ^2^-fl  dagegen  der  Factor: 

2r(2r-l)-2. 
Nun  nehmen  wir  die  Function: 

11     »M   \        > 

wobei  das  Produet  über  n  zu  nehmen  ist,  und  a  der  Reihe  nach  die 
Werthe  «j ,  n,,  . . .  cim  annimmt.  Die  Entwickelung  dieses  Productes  um 
den  Unendlichkeitspunkt  herum  hat  dann  die  Form: 


wobei  nunmehr  «jesetzt  ist: 


C-{^)ll  +  K,i:'  +  K,t'  +  ---), 


3    1 
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K,  =  -^A'^  +2A^-  ^s^  -^^A^-  ^f  -^^2'^-  ^^2'^-  ^•'^• 

K,=  -^A^+^.Ä^\Äiiy+^Äii\Af^  -h^A\Af 

-  y.4W.  Af.  Af^-yJA<i\  Af.  A<i^  +  V4i).4^).vi(^)  .4^ 

Bis  hierher  gelten  die  Betrachtungen  allgemein.  Wir  wollen  nun 
zunächst  specialisiren  und  m  =  2  setzen. 

Vor  der  Behandlung  dieses  Falles  erinnern  wir  noch  an  die  un- 
mittelbar abzuleitenden  Beziehungen: 

^/  ^i  •  ^2  "^^  ^*"  ■  ^1^    "  ^'«  +  /*  j 

—      ^   tX/j    .  Jyt^   ^=    Oß  02  a  ; 

Die  Grössen  .s  sind  die  entsprechenden  Potenzsummen.  Im  Falle 
tn  =  2  können  wir  uns  nun,  wie  gezeigt^  auf  die  beiden  Fälle  be- 
schränken:  C2  =  2snß,   c.2  =  suß.     Wir  nehmen: 

I.     c,  =  2snß. 

Der  Gesichtspunkt  ist  ein  doppelter.  Wir  setzen  erstens  die  Keihen- 
entwickelung  1    ,,       .^^      ,       ^^      „  . 

in  die  Differentialgleichung  ein,  nachdem  wir  deren  Coefficienten  in  der 
analogen  Weise  dargestellt  haben.  Es  ist  dann,  wie  früher  gezeigt, 
K2  bestimmt,  K^  unbestimmt,  die  höheren  K  drücken  sich  sämmtlich 
linear  durch  K.^  aus. 

Andererseits  haben  wir  aber  für  die  Grössen  K  die  soeben  hin- 
geschriebenen Ausdrücke  mit  Hülfe  der  Productdarstellung  der  Integrale 
gefunden.     Aus   dem   Ausdruck   für  K.y   folgt   die  Bestimmung  von  s^. 
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Aus  der  zweiten  Gleichung  für  K^  drückt  sich  ^"  linear  durch  K^ 
aus  und  umgekehrt.  Ersetzen  wir  also  in  den  vorhin  erwähnten 
Ausdrücken    der   höheren  K  die  Grösse  K^  durch  ^^',  so  folgt,  dass 

die  sämmtlichen  Grössen  K^,  K.^^  ...  sich  jedenfalls  linear  durch  ^^?' 
darstellen  lassen. 

Betrachten  wir  die  zweite  Darstellung  von  K^,  so  drückt  sich 
durch  dieselbe  K^  linear  durch  .s.,  aus  und  umgekehrt.  Unter  solchen 
Umständen  giebt  die  erste  Darstellung  von  K^  eine  lineare  Darstellung 
von  s,  durch  %^  n.  Analog  können  wir  mit  Hülfe  der  zweiten  Dar- 
stellung von  JEj  die  Grösse  ^^k.x  durch  ^^n  linear  darstellen.  Wäre 
demnach  ^  u  bekannt,  so  wären  auch  die  Grössen  ^^^.'■,  '^ ■■''',  ^^'•'' 
bekannt,  d.h.  das  Problem  gelöst.  Um  nun  schliesslich  '^ u  zu  be- 
stimmen, gehen  wir  zu  Kq  über.  Einerseits  drückt  K^  sich  linear 
durch  ^^  i(  aus,  andererseits  aber  quadratisch. 

Es  ergiebt  sich  das  unmittelbar  aus  der  Gleichung: 

In  der  That,  in  dem  Gliede: 

tritt  das  Product  x^.k.^  auf  und  dieses  ist  gegeben  durch  die  Relation: 
2  »1 .  U.2  --=  (h^  +  u.,)-  —  u^-  —  u.-r. 
Es  tritt  also  iy^'A'  hi   diesem  Gliede   auf,    während   es   in   den 

andern  Gliedern  überhaupt  nicht  vorkommt.  Die  Vergleichung  der  beiden 
Ausdrücke  für  K^  ergiebt  dann  eine  quadratische  Gleichung  mit  der 
Unbekannten   >  h.     Damit   sind   wir  zu   ähnlichen  Resultaten   wie   im 

vorigen  Paragi'aphen  gelangt  —  jedenfalls  ist  das  Problem  als  gelöst 
anzusehen. 

Wir  nehmen  zweitens: 

€-2  =  S)tß. 

Dann  ist  vermöge  der  Differentialgleichung  K^  und  K^  eindeutig 
bestimmt,  K^  unbestimmt,  die  höheren  K  drücken  sich  linear  durch 
K^  aus.  Aus  der  zweiten  Darstellung  der  Grössen  K  folgt  dann  die 
eindeutige    Bestimmung    von    Sj    und    ^  n,   ferner,    dass    die   Grössen 

K^,  K^,  . . .  sich  linear  zunächst  durch  die  Grösse  s^  darstellen  lassen. 
Nehmen  wir  die  zweite  Darstellung  von  K-,  so  wird  mit  ihrer  Hülfe 
^^ n.r  linear  durch  6o  ausgedrückt,  sodass  es  jetzt  sich  nur  noch  darum 

handelt,   die   Grösse  s«   ^^   bestimmen.     K^   ergiebt  diese  Bestimmung 
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nicht,  ebensowenig  K-^,  wohl  aber  K^  und  zwar  giebt  die  Vergleichung 
der  beiden  Werthe  von  K^  eine  quadratische  Gleichung  mit  der  Un- 
bekannten .s,.  Dass  dem  so  ist,  zeigt  der  Ausdruck,  den  wir  vorhin 
für  K^  aufgestellt  haben: 

Auf  der  rechten  Seite  kommt  s^  neben  So"  vor.  Drücken  wir  .s^ 
durch  s=,  aus,  so  zeigt  sich,  dass  der  Factor  von  5^^  jedenfalls  von  Null 
verschieden  sein  muss.  Damit  erhalten  wir  wiederum  Resultate,  die 
denen  des  vorigen  Paragraphen  analog  sind.  Jedenfalls  kann  die  In- 
tegration der  Differentialgleichung  als  vollendet  angesehen  werden. 

Die  soeben  betrachtete  Methode  kann  unmittelbar  für  ein  be- 
liebiges m  verallgemeinert  werden. 

Zu  betrachten  sind  die  Werthe: 

^2  =  hsnß, 
wobei   h   die   Zahlen    1,2,  ...w    durchlaufen    kann.      Setzen    wir    dann 
die  Reihenentwickelung: 

(|)"(l+^2-«'+^3-«'+---) 

in  die  Differentialgleichung  ein  und  ziehen  die  früheren  Schlüsse,  so 
folgt  die  eindeutige  Bestimmung  der  Grössen: 

-^2  7  -^3  7  •  •  •  -^2  m  —  ;.• 
Die  Grösse  K2  ,„  —  /,  +  !  bleibt  unbestimmt,   so   zwar,   dass   die   ent- 
sprechende Gleichung  die  Bestimmung  von  c^  liefert,   die  höheren  K: 

^2m  —  h  +  2,       Kom—h  +  Sj--- 

drücken  sich  linear  durch  K-2,„  —  h  +  i  aus.  Die  Unbestimmtheit  der 
Grösse  Ä2m  — /,  +  i  kann  durch  die  Differentialgleichung  allein  nicht  ge- 
hoben werden,  wohl  aber  durch  die  Bedingung,  dass  die  Integrale 
doppeltperiodische  Functionen  sein  müssen.  Um  dieses  nachzuweisen, 
führen  wir  wiederum  die  algebraische  Gleichung  ein,  welcher  die 
Grössen  x  Genüge  leisten: 

3)  a;'"  +  2)iÄ;"'-^-| Pm=0. 

Die  Grössen  p  sind  bestimmt,  wenn  die  Grössen  .s  bestimmt  sind 
und  umgekehrt,  sodass  wir  die  einen  durch  die  andern  ersetzen  können. 
Ferner  führen  wir  wiederum  die  Grössen: 

4)  qt  =  Kl  .x\'-\ Um  .  xj 

ein.     Wir  bringen  nun  die  Grössen  s  und  rj  in  die  Reihe: 

.5^,   (/q.   So,  Qi,  •  ■  ■ 
und  bezeichnen  sie  durch: 

C'aj  P3?  C4>  Qtj)  •  •  • 


§  44.    Discussion  des  allgemeinen  Falls.  233 

Wir    stellen    dann   als    erstes   Problem   die   Aufgabe,   die   Grössen: 

zu  bestimmen.  >.;  so7  t- 

Nehmen  wir  dazu  die  zweite  Ausdrucksweise  der  Grössen  K,  so 
folgt,  dass  allgemein  die  Grösse  Qr  +  i  für  >•  ==  1,  2,  . . .  2w  in  den 
C^^össen:  K,,  K„...Kr 

gar  nicbt  vorkommen  kann,  in  den  Grössen: 

nur  linear,  in  den  Grössen: 

nur  quadratisch  etc.  In  diesem  Umstand  liegt  die  Lösung  des 
Problems. 

In  der  That,  vermöge  der  zweiten  Darstellungs weise  der  Grössen 
K.2,  . . .  K-jn  —  h  können  wir  dieselben  derart  ausdrücken  durch 

?2;   QS)  •  •  •  Q-2rn  —  /i, 

dass  die  letzteren  Grössen  eindeutig  bestimmt  sind.  Die  zweite  Dar- 
stellung von  K-2m  —  ii  +  i  drückt  diesen  Ausdruck  linear  durch  Q2m  —  /,  +  i 
aus,  sodass  dieser  Ausdruck  zunächst  unbestimmt  bleibt.  Die  erste 
Darstellung  der  folgenden  Grössen: 

drückt  dann  diese  Grössen  sänimtlich  linear  durch  Q-2m  —  r,  +  i  als  einzige 
Unbekannte  aus,  die  zweite  Darstellung  derselben  Grössen  ermöglicht 
die  Darstellung  der  Grössen: 

Q2m  —  h  +  -2y  ■  ■  ■  Q2m  +  l 

durch  die  Unbekannte  Q2jn  —  h  +  i-  Also  folgt,  dass  alle  gesuchten 
Grössen  sich  in  bekannter  eindeutiger  Weise  durch  eine  einzige  einst- 
weilen noch  unbekannte  Grösse  Q2m  —  /,-{-i  ausdrücken  lassen.  Die  Be- 
stimmung der  letzteren  erfolgt  nun  analog  wie  im  Falle  m  =  2  durch 
eine  quadratische  Gleichung,  indem  Avir  die  beiden  Darstellungen  ent- 
sprechender höherer  K  mit  einander  vergleichen.  Nehmen  wir  z.  B. 
h=m,  so  ist  Qm  +  i  die  unbestimmte  Grösse.  K^m+i  drückt  sich  ver- 
möge der  Diö'erentialgleichung  linear  durch  Qm  +  i  aus,  vermöge  der 
Darstellung  des  Integrals  in  der  Productform  quadratisch  durch  Q,n  +  i, 
die  Vergleichung  beider  Ausdrücke  giebt  dann  eine  quadratische 
Gleichung  mit  der  Unbekannten  ()„,+i.  Damit  ist  das  gestellte  Problem 
gelöst  und  analog  können  wir  für  jeden  weiteren  Wertli  von  h  verfaliren. 
Unter  solchen  Umständen  ergiebt  sich  der 
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Lehrsatz:    Die  sümmtlichen  Grössen 

Q2,    Q3,  .   ■   ■   Q-2W  +  1 

drücken  sich  in  eindeutiger  Weise  durch  eine  einzige 
unter  ihnen  aus,  die  ihrerseits  einer  quadratischen  Gleich- 
ung Genüge  leistet. 

Es  ergeben  sich  also  zwei  algebraische  Gleichungen: 

die  zu  den  beiden  doppeltperiodischen  Integralen  gehören.  Aus  ihnen 
sind  die  Grössen  sn^a,.  demnach  bestimmt  und  es  wäre  das  ganze 
Problem  gelöst,  wenn  es  noch  gelänge,  die  Vorzeichen  der  Grössen  cc,. 
zu  bestimmen. 

Es  geschieht  das  mit  Hülfe  der  Grössen  m,  die  auf  folgendem 
Wege  bestimmt  werden  können. 

Wir  bilden  che  Grössen: 


5  a) 


U,n-,^^ilr{Xr"'-'  +  ^J^  O;/"  "  H  " 


■p,n-i), 


die  wir  auch  schreiben  können: 
^0  =  %, 


5b) 


U,„-i   =  (/,„_l    +  p^  .  q,n--2  -\ P,n-1  ■  fh- 


Dieselben  kfinnen  nach  unseren  letzten  Darlegungen  als  bekannt 
angesehen  werden.  Wir  können  dann  das  Gleichungssysteni  auffassen 
als  ein  lineares  mit  den  Unbekannten  »j,  11.,,...  a,,,.  Die  Auflösung 
ergiebt  die  Werthe: 


6) 


ii,. 


sodass  die  Grössen  u,.  als  bekannt  angesehen  werden  können. 

Es  ist  übrigens  nicht  schwer,  die  Grössen  Ur  durch  die  Grössen  /; 
und  Xr  allein  auszudrücken  —  abgesehen  von  den  Coefhcienten  der 
Differentialgleichung.  Wir  deuten  das  nur  kurz  an  und  nehmen  der 
Einfacldieit  hHl])er  c^  als  ungerades  Vielfaches  von  snß  an.  Setzen  wir 
dann  in  der  Differentialgleichung  der  Reihe  nach: 
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M  =  —  a,     II  =  —  a^,  .  .  .  u  =  —  «„, 
so  ergiebt  sich  das  folgende  Gleichimgssystem : 

(  dr  .c^  +  rji-(.r,.  .  enß  .  rhiß  —  u,  .  snß) 

^)  \=->ö,.(j^^ +  ..."' +  "■;'),  .,1,2, 

In  diesem  Gleichimgssystem  ist  gesetzt  worden: 

^,-  =  1  —  k^sn^ß  .Xr. 
Wir  können  dasselbe  auch  schreiben: 


))i. 


8) 


Y  cnß.dnß\        r,    cnß.dnß       c^.k^.snß  .ii,. 

y'  ~  ^'      sn'ß     )  +  Tr        sn'ß  Y,. 

=  -2khn^ß(-p^+...^-±^). 

V    Ör  —    0^  dr  —  0,„  / 

Multiplicireu  wir  die  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 

und  addiren,  so  erhalten  wir: 

9)  r'snß[2(m-I)-c,]^u,.dr'-'+(Ji^Hr •  ö/-^'  +  •  •  •  6i_,^u,=  ^R,, 

-r,       (  cnß  .  dnß\  cnßdnß 

V  s?rp      /  -      sn-ß 

wobei  die  Grössen  ö,  die  ?"'"  Potenzsummen  der  Grössen  dr  bedeuten, 
also  unmittelbar  durch  die  Grössen  p  darstellbar  sind.  Setzen  wir  an 
Stelle  von  l  der  Reihe  nach  0,  1,  .  .  .  »i  —1,  so  stellt  unser  System 
ein  lineares  Gleichungssystem  mit  den  Unbekannten  u^,  u.^,  .  .  .  i(,„  dar, 
aus  welchem  die  letzteren  nach  bekannten  Regeln  bestimmt  werden 
können. 

Damit  sind  wir  am  Ziele,  die  beiden  doppeltperiodischen  Inte- 
grale sind  wirklich  gefunden  worden.  Zu  bemerken  ist,  dass  wir  uns 
hierbei  die  Integrale  wiederum  in  der  Productform  dargestellt  gedacht 
haben.  Der  Uebergang  zur  Summendarstellung  kann  analog  wie  bei 
der  Lame 'sehen  Differentialgleichung  vorgenommen  werden. 

§  45. 

Theorie  der  allgemeinen  Picard'schen  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Theorie  der  Picard'schen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  üljer,  welche  beliebig  viele  singulare 
Punkte    haben.      Den    Punkt   u  --=  iK'   nehmen    wir    als    wirklich    sin- 
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gulären  Punkt  an,  die  übrigen  als  scheinbar  singulare.  Die  Zahl  der- 
selben sei  gleich  r.  Die  Betrachtung  dieser  allgemeinen  Gleichung  ist 
in  vielen  Punkten  so  analog  der  früher  angestellten,  dass  wir  sie  ganz 
kurz  fassen. 

Wir    können    die    allgemeinste    Picard'sche    Differentialgleichung 
der  genannten  Art  in  die  Form  bringen: 

l  =  r 

Ih  =  ^1  +  ^'^Ci  +  i  •  ■'^^ißi  •  s»i'^  +  ßi)snu, 

l  =  r 

l\  =  Cr-\-i-\-  ^,Cr+i+-2-snßi.sn(H+ßi)snu+C2r+3-sn^ii. 
1=1 

Bilden    wir    die    determinirenden    Gleichungen    für    die   singnlären 

Punkte,    nehmen    hinzu,    dass    die    Wurzeln    aller    dieser    Gleichungen 

ganze  Zahlen   sein  müssen,   daneben   die  Wurzeln  der  determinirenden 

Gleichungen,    die    zu    den   Punkten    h=  —  ßi-\- IK'   gehören,    positive 

Zahlen  incl.  der  Null,  so  folgt,  dass  die  Grössen: 

C2,  C^,  .  .  .  Cr-\-i 

positive  ganze  Zahlen  —  incl.  der  Null  —  sein  müssen,  deren  Summe 
kleiner  oder  gleich  2ni  ist,  wenn  die  Annahme  gemacht  ist,  dass  che 
Integrale  die  Form  haben: 

o\  '^1  (^  +  ^1)  "^1  (^  +  «9)  .  •  •  ^x  {v  +  a„)  _  2;  ^^^  v+u. 

Wir  können  in  gewissen  Fällen  das  Problem  noch  weiter  reduciren. 
Wir  setzen  dazu: 

3)  y^s.ri^), 

4)  t(it)-      \(,u      ""    ""'^"'^  ' 

so  geht  die  Differentialgleichung  über  in: 

5)  'pi:+p,4i=p.,.., 

an-  du 

wobei  die  Beziehung  stattfindet: 

6)        ]\  -  -^»^("^-^^  +  ]i.'snß,.sua.sn{u  +  ß,))  -{- p, 

und  Pg  ähnlich  darzustellen  ist.  Die  Darstellung  von  P^  kann  ge- 
schrieben werden: 
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Pi  =  c^ -^ +  (Co  —  2m)h-.snßi.snH  .sn{i(  -\-  ß^) 

l  =  m 

-f  'S^Ct+i. k-. sn i( .  snßi . sn{n  +  ßi). 

Denken  wir   uns    in    diesem  Ausdruck  an  Stelle  von  n  eingeführt: 

"i=  "  +  \\, 
so  nimmt  derselbe  die  Form  an: 

Pj  =  c\  —  c'o .  h^.^nß^ . sniii^  —  ßi)  •'^'^ "i 


0    €»,^        I  -\-^Ci+^.Jc'.sn{u,^  ß,)>=nßi.>in(>i,  +  ß,-ß,), 


,  2))i.cnßi.(lnß^       , 

c,  =  c-, -i -}    c\  =  —  c,  +  2m. 

snßi 

Wii-  können  die  rechte  Seite  aber  auch  in  die  Form  bringen: 

C\  —  C.2 .  h'-.  siiß^ .  snu^ .  .s«(«i  —  ßi) 

r 

+2  a+i .  Je',  snu, .  snißi  -  ß,)  sn{ii,  +  ß,-  ß,). 

Entwickeln  wii-  um  den  Punkt: 

so  lolgt: 

8)  Ci^i  =  c^+i", 

entwickeln  wir  um  den  Punkt: 

so  lolgt: 

9) 

2^C+i=  2)n  —  Co 
1 

In  ähnlicher  Weise  kann  mit  den  andern  scheinbar  singulären 
Punkten  verfahren  werden. 

Ist  daher  eine  der  Grössen  c^,  c^,  . .  Cr>  c,.+i  grösser  als  ni  in  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung,  so  können  wir  die  letztere  auf  eine 
andere  reduciren,  bei  welcher 

gleich  oder  kleiner  als  m  ist.  Alle  derartigen  Differentialgleichungen 
können  dann  analog  wie  die  im  vorigen  Paragraphen  behandelten  auf- 
gelöst werden.  .Schwierigkeiten  in  der  Auflösung  treten  also  imr  in 
denjenigen   Fällen    auf,    in    welchen    die   (Jrössen  c   kleiner  als  ni  sind, 
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ihre  Summe  dagegen  grösser  als  m.  Es  möge  auf  dieselben  nicht  ein- 
gegangen werden.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Integrale  ge- 
gebrochene transcendente  Functionen  sind.  Die  Bedingungen  sind  nach 
dem  früheren  leicht  aufzustellen  —  es  bleibt  nur  eine  Constante  will- 
kürlich. 

Endlich  möge  Folgendes  bemerkt  werden.  Wir  haben  angenommen, 
dass  die  Integrale  ihren  Unendlichkeitspunkt  beide  von  derselben  Ord- 
nung haben.  Der  Fall,  dass  die  Ordnungszahlen  von  einander  ver- 
schieden sind,  ist  zwar  von  grossem  Interesse,  führt  aber  zu  keinen 
principiell  neuen  Resultaten  und  soll  hier  nicht  besonders  behandelt 
werden. 

§46. 
Integration  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  drei  singulären  Punkten  für  den  Fall  ;;/=l. 
Ehe  wir  zu  den  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  übergehen, 
wollen    wir    noch    ein    Beispiel    für    die    im    vorigen    Paragraphen    be- 
handelten allgemeineren  Differentialgleichungen  bringen,  indem  wir  drei 
singulare  Punkte   voraussetzen,   ferner  ni  =  1   nehmen.     Die   in  Frage 
stehenden  Differentialgleichungen  lauten  dann: 

-y-4  +  [q  +  c.y .  l'\  snß^ .  snu .  sn{n  -f  ß^) 

+  Cg .  1-.  snß^ .  snii .  sn{u  +  /^g)]^  =  y-2^-2, 

2h  ==^4-1-^5.  h^.  sn^u  +  Cq  .  k^.  snß^ .  snu .  sn{ii  -f  ß^ 
+  c-^  .  k-.  snß^ .  snu  .  sn{u  +  ß^)- 

Es  fragt  sich,  wann  haben  die  beiden  Integrale  derselben  die  Form: 

2)  ^(,,)=___^,        .„(„)    . 

Aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraj)heu  folgt  dann,  dass 
wir  nur  dann  zu  neuen  Resultaten  kommen  können,  wenn: 

3)  c,  ==€,  =  ! 

gesetzt  wird.    Diese  Annahme  machen  wir.    Es  folgt  dann  unmittelbar: 

4)  c,=  2-c,-c,=  0. 
Setzen  wir: 

5)  y  -=  e^" .z, 

so  leistet  z  der  Differentialgleichung  Genüge: 
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ß) 


(hi 


ö  +  [c'i  +  Jc'.snßi.snu  ..<;n{u  +  ßy) 


+  k^.  snß.2 .  sn  u  .  sn (jt  +  ß.-,)] 


z.p,. 


p'i  =  (' \  +  '^''g  •  J^'-Snß^ .  su{)(  -r  /^i)  -r  ^■'-  .  Ic-.  sti ß., .  sn(ii  +  /i,), 
wobei  gesetzt  ist: 

T)     c'i  =  r-^  +  2  A ,     c\  =  r-^  —  A"  —  A  .  r-^ ,     c'g  =  ^g  —  A ,     r-';  =  ^^       A. 

lieber  A  verfügen  wir  so,  dass  (\   der  Null  gleich  wird. 

Entwickeln  wir  um  den  Punkt  u  =  /K'  und  vergleichen  die  Coel'ri- 
cienten  von  a~'-  und  6~^,  so  erhalten  wir  die  beiden  Gleichungen: 


9) 


c n ßi .  an  ßi        c n  ß^ .  dn ß.2 


snßi 
1  1 


c,  =  0. 


snß^ 
+  A--.  sn-a  —  1  —  k-  =  —  f\ 


sn'-ßi       sn-ß., 

c'e  .  cnß^ .  dnßi       c- .  cnß^ .  dnß^ 


+ 


+ 


snß^ 


snßi 
Die  Entwickelung  um  die  Punkte 

«(  =  —  /3i  +  iK',     H  =  —  /S,  +  iK' 
ercriebt  zunächst  durch  Vergleichung  der  Coefficieuten  von  t"^  die  beiden 
Gleichungen: 

10)  sw/Jj.C''g=  cnßi.d)ißi->r  Jc'-.sn'-ß^.sna  .S')i{(i  —  ßi), 

11)  snß^.c-  =  rnß^.dnß.,  +  l-.su-ß^.sna  .sn{a  —  /j.^). 

Vergleichen  wir  die  constanten  Glieder,  so  folgt: 

(^^6  —(i)snß.. 


12) 
13) 


Ca-  —   C,  = 


^      snß^.sn(ß,-ßj 


^       .sw^2.8«(/3i-/32) 
Die  beiden  Gleichungen   sind  nicht  unabhängig  von  einander,   dif 


eine  folgt  mit  Hülfe  der  Gleichung: 

cnß^ .  dnß^       cnß2 .  dnß^ 


snßi 
aus  der  andern. 

Hieraus  ergiebt  sich: 
14)         (..  '  "^^^ 


+ 


S«/?2 


Co+  c. 


+ 


1 


15) 


^7+T 


snß,.sn{ß,-ß,y       .^»-(/i,-/!/)      ^^ 
snßi  \-  1 


-d,W      51 


snß^  .sniß^-  ß^)  )      sn\ß^  - ß^ 


^4=0, 
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Damit  sind  alle  Constanten  durch  eine  unter  ihnen,  durch  die 
Grösse  c^  bestimmt  und  zu  gleicher  Zeit  die  hinreichenden  und  noth- 
wendigen  Bedingungen  dafür  aufgestellt,  dass  die  Differentialgleichung 
zwei  Lösungen  der  vorgeschriebenen  Form  besitzt. 

Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  die  beiden  Integrale  zu  finden. 
Dazu  müssen  die  Grössen  l  und  a  bestimmt  werden.  Aus  den  auf- 
gestellten Gleichungen  folgt: 

16)  —  2 A  =  P.  snßi . sna  . sn{a  —  ßj  +  h". sy^/ig . sncc. sn{u  —  ß^), 

so  dass  k  bestimmt  ist,  sobald  a  gefunden  ist. 
Ferner  folgt: 

I  cnß^.dnß^       cnß^.dnß^ 

17)  snßi  snß^_ 

!  +  k'\snßi  .  sna  .  sn{i'.  —  ßy)  —  snß^  .sna .  sn{a--ß.2)~\  =  Cg  — f^. 

Wir  setzen  nun:  ^ 

ßl  +  ß2 


18) 


a  =  CO  -\- 
«  —  /3j  =  ö  — 


2      ' 


,,  o  ßl  +  ß. 


Dann  nimmt  der  Factor  von  k'^  in  unserer  Gleichung  die  Form  an: 

i 

sn{ß,  -  ß.^sn  («  -  ^^-^-^)  s.^(«+  ^^)n, 

N^\-hKsnß,.snß,.<n{co-^'-^)sn[(o  +  &^^^)' 
Erwägen  wir  die  Beziehung: 

sn(;f  -\-  n-)sn(^v  —  u-) 


und  setzen: 


1  —  k^sn^v.sn^v. 
ß,  +  ß,  =  2ß\,    ß,^ß,  =  2ß',, 
so  wird  der  Ausdruck: 

sn2ß',/t''-''''^'L.N, 


N^  1-k^ 


k'^.sn^G}ySn'ß\     ' 

{sn^ß\  —  sn-ß'^)(sn'a  —  sn^ß'^) 
(1  -  F.  sn^a.  sn^ß'^)[\  -  h\sn^ß\ .  sn^ß\) 
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Ebenso  einfach  folgt: 

cnß^dußi      cnß^dnß,       {l-hHn'ß\)(l-k'sn*ß',)sn2ß', 


snßi  stiß,  {l-k'sn-ß\sn-ß\){sn'ß\-sn^ß',) 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  für  su'co  die  Gleichung: 

sn^ß',il-khn^ß',)    l-k\sn-co.sn^ß\  _ 

^  S'n'ß\~sn'ß',  '     l-k\sn'a.sn'ß',~^''~^'- 

Damit  sind  wir  vollkommen  am  Ziel.  Aus  der  Gleichung,  die  wir 
soeben  aufgestellt  haben,  ergiebt  sich  sn'^a  in  eindeutiger  Weise,  also 
erhalten  wir  zwei  Werthe  von  w,  die  sich  durch  das  Vorzeichen  von  ein- 
ander unterscheiden.     Die  entsprechenden  Werthe  von  a  lauten: 

ß^  +   ß2 


20) 


a^  =  —  CO  -\- 


2 

sodass  a^  und  f<.,  bestimmt  sind.     Also  ergiebt  sich  der 

Lelirsatz:  Als  Typus  der  in  der  Ueberschrift  charakteri- 
sirten  Gleichungen  können  wir  die  Differentialgleichung 
ansehen: 

— ^  +  \}.-8nß^  sn  H  sn  (ii  +  ßj)  +  P  sn  ß.^  sn  hsu  {h  +  /3,)]  i    =y  Ih- 

l\  =  (■^  +  Cg  k'^snßi  snu  sn{u  +  ß^)  -f  Cj  k'^snß^  snu  sn(u  +  ß^), 
wobei    r-4  willkürlich    ist    und   r^   und   c-    in    einfacher  Weise 
von    c^    abhängen.     Die    beiden    Integrale    können   nach    ein- 
fachen Regeln  bestimmt  werden. 

§  47.«) 
Untersuchung    aller   Differentialgleichxingen    dritter    Ordnung, 
deren  Coefficienten  einen  singulären  Punkt  besitzen. 
Wir  wenden   uns    nunmehr    zu   der  Theorie   der  Differentialgleich- 
ungen   dritter    Ordnung,    bemerken    aber,    dass    dieselbe    nicht    so    aus- 
führlich  behandelt  werden  soll,   wie  die  Theorie  der  Differentialgleich- 
ungen zweiter  Ordnung. 

Wir  nehmen  zuerst  diejenigen  Differentialgleichungen,  deren  Coeffi- 
cienten einen  singulären  Punkt  besitzen  und  zwar  den  Punkt  h  =  iK', 
wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Integrale  die  Form   haben: 


fl'-^--^^ 


so    zwar,    dass   der  Unendlichkeitspunkt   bei    ihnen    von    der  Ordnungs- 
zahl m  ist. 

Krause,  Doppeltperiodiäche  Functionen    ü.  16 
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Die   in  Frage   stehenden  Differentialgleichungen  können  dann  alle 
in  die  Form  gebracht  werden: 


2) 


dir  ■     ^  ^       -  ^f//( 


=  //(tg  +  c^  .  k-.sn'-H  +  r'j .  h-.  snn  .  cnn  .  ihin). 
Wir  setzen  wie  früher: 
3)  y  =  ^  e^ "; 

so  leistet  z  der  Gleichung  Genüge: 


!  (I ic^  du-  -  du 

=  .i  (f'3  +  ^-'4  ^^.  sw-?f  +  c'5 .  P.  .sn?f .  cnn  .  dn u), 


4) 
wobei  gesetzt  ist: 

2  ^^^   2  > 
^'  3  ^^  ^'3      ^        ^  ^1  ? 

C  4  ^  C,4  "'^27 

C'5  =  ^5- 

Die  Bedingungsgleichungen,  welche  die  hinreichenden  und  noth- 
wendigen  Bedingungen  für  die  Auflösung  des  Problems,  sowie  die  Auf- 
lösung selbst  ergeben,  erhalten  wir,  indem  wir  beide  Seiten  der 
Differentialgleichung  nach  Potenzen  von  11  —  iK'  entwickeln  und  die 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  bis  zu  einer  bestimmten  Potenz 
einander  gleich  setzen. 

Die  Vergleichung  der  Coefficienten  der  beiden  niedrigsten  Potenzen 
ergiebt  die  Gleichungen: 

5)  (^5  =  m^m  +  \){m  +  2)  +  ma^. 

0)  3  m  {tu  +  1)  A  =  C4  —  C2 1. 

Wir  haben  nun  die  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  die  drei  Werthe 
von  A,  die  zu  den  drei  Integralen  gehören,  einander  gleich  sind  oder 
nicht.  Im  letzteren  Falle  muss  der  Coefficient  von  A  auf  der  linken 
Seite  der  letzten  Gleichung  gleich  dem  Coefficienten  von  A  auf  der 
rechten  Seite  sein,  oder  also  es  folgt: 

I  Cg  =  —  3m(m  +  1), 

l  C5  =  —  2w(m^—  1). 
Somit  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Alle  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
deren    Coefficienten    nur    einen    singulären    Punkt    haben, 
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während  die  Integrale  die  angegebene  Form  besitzen,  lauten 
bei  ungleichen  Werthen  von  /: 

-j^i  +  ['i  —  '6m (m  +  l)1c-.iin-H\  '-^ 
dir  ^  ^  iln 

I  =  ^[c's—  2m(m-  —  l)^-..s«/f .  cnn  .duu]. 

Der  Fall  der  gleichen  k  ist  analog  wie  früher  zu  behandeln,  sodass 
wir  uns  kürzer  fassen  können. 

Die  Yergleichung  der  Coefficienten  der  drei  folgenden  Potenzen 
ergiebt  die  Gleichungen  8): 

-  2  (3  m'  +  f.) K,  +  m  (q  +  3  A^')  +  ^LtÜ»  ,,  =  q, 

o 

3(3»r'  -  3»/  +  2  +  c.-,)K^  =  c\-^X{m-2)(m  - 1)  +  r',  0^^  +  ä;), 
4(3  w-  -  6»/  +  6  +  ^0)^4  =  «1 .  K^  +  «., .  K,  +  «3, 

''1  =  c\  —  3A(>»  —  3j  {m  —  '2), 

«2  =  (;>«  —  2)  \c  1  +  f.,  — ^—j , 

«3  = ]^ (C5  +  '"'o)- 

In  ähnlicher  Weise  geht  es  weiter.  Jede  folgende  Gleichung  be- 
stimmt  eine  weitere  der  Grössen  K  und  zwar  wird  der  Factor  des 
allgemeinen  Gliedes: 

(7  +  m)[c.,  +  /--  Im  +  m--  3(/  -  w)  +  2J. 
Schliessen    wir    genau    so    wie    in    den    früheren   Paragraphen,    so 
folgt  der 

Lehrsatz:  Alle  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
deren  Coefficienten  einen  singulären  Punkt,  den  Punkt 
H  =  iK'  besitzen,  während  die  Integrale  die  vorgeschriebene 
Form  besitzen,  lauten: 

(P 11  d  11 

-7-4  +  (Cj  +  c,  k-sn'-n)  -/  =  ifjhf 

d  ir       ^  -  du 

Ih  =  '^'s  +  'i  ■  k'-syt'a  +  c^ .  Je'-,  snu  .  cnn  .  dna. 

Dabei  bestehen  die  Beziehungen: 

Co  =  -  /2_|_  itn  -  m-+  3(/  -  m)  -  2, 

h  =  >><  (w  +  1)  (w'  +  2)  -\-  m  (•., 

[c.,-\-  'dm{m  +  1)]A  =  t.,, 

wobei  /  die  Werthe  annehmen  kann:  —  w  +  2,  —  ;«  +  3,  . . .  0,  1 ,  . . .  m, 

m  -\-  3 
mit  Ausnahme  von  — 

16* 
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Die  Zahl  der  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  l  kann  noch 
verringert  werden  —  indessen  ist  das  unwesentlich.  Die  aufgestellten 
Bedingungen  sind  nothwendige. 

§  48. 
Untersuchung  des  Falles  m  =  1. 
Wir   nehmen  jetzt   zunächst  den  Fall  m  =  1.     Für   denselben  er- 
halten wir   durch  Specialisiruhg  der  Formeln  des  vorigen  Paragraphen 
als  hinreichende  und  nothwendige  Bedingungen  die  Gleichungen: 

2)  6  A  =  C4  —  C'a .  /l  ^ 

4)     (6  +  3r-,)Ä'3=  ^3-  A^-  Ac,  +  ^^(C4-  ^^A)  +  {c,- e,l)K„ 
wobei  gesetzt  ist: 

'               Jc^sna  .cna  .dna 
^3= 3 

Für  den  Fall  der  gleichen  Werthe  von  A  ergiebt  sich  vermöge  der 
Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  der  einzige  Werth  c^  =  —  3, 
mithin  werden  die  Gleichungen: 

c,  =  -  3, 

64=  3A, 

^5=3, 

l\  u  =  ('3  -  3^-A.T  +  2A3  +  2(1  +  F)A. 
In  der  letzten  Formel  ist  wie  früher  gesetzt  worden: 

X  =  sn^u,     n  =  snu  .cnci  .(Ina. 
Diese  Resultate  sind  zuerst  von  Mittag-Leffler  aufgestellt  worden. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Als  erster  möglicher  Typus  ergiebt  sich  die 
Differentialgleichung: 

-T"^  +  (Ci  —  Sl-sn^u)  -^  ==  «(f.,  +  ejc'^sn'ti  4-  Sk'~.  snu .  cnu  .  dnu). 
du^       ^  ^  Ulli       -'^  J  '     ■'  ^ 

In  derselben  sind  die  beiden  Constanten  c.^  und  c^  will- 
kürlich, Cy,  A,  u  aus  den  vorhin  aufgestellten  Gleichungen 
b  e  s  t  i  m  m  t. 
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Aehnlich  ist  der  Fall  der  von  einander  verschiedenen  Werthe 
von  l   zu  erledigen.     Es   ergeben   sich   für   denselben  die  Gleichungen: 

4F«  -  c,  +  /l=^  +  A[q  +  3Fx-  -  3(1  +  /c^)]  =^  0. 

Die  Elimination  von  A  zwischen  diesen  Gleichungen  ergiebt: 

5)  Mx  +  iV -  ^c^l'u  -  Cg  =  0, 

wobei  gesetzt  ist: 

itf=16Ä;^[3Fc2-2(l  +  /c2)c+l], 

iNr  =  16Ä;^c2(l  +  F-2Pc2), 
c^  =  4(1  +  F)  -  6Ä:2c. 
Damit   sind   wir,    wie   nicht   näher   ausgeführt  zu  werden  braucht, 
am  Ziele.     Die   Resultate   sind  zuerst  von  Picard  aufgestellt  worden. 
Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:  Als  zweiter  möglicher  Tyjius  ergiebt  sich  die 
Differentialgleichung: 

q  und  C3  sind   willkürlich,    die   Integrale    ergeben    sich    aus 
den  vorhin  aufgestellten  Gleichungen. 

§  49. 
Untersuchung  des  Falles  m  =  2  für  gleiche  "Werthe  von  X. 
Im   Falle  m  =  2   gestalten   sich   die  im  vorigen  Paragrajihen  auf- 
gestellten Gleichungen  folgendermassen : 

1)  C5=24  +  2r_,, 

2)  \^X  =  c^-c^k, 

3)  (12  +  c^)¥s^-^  2ci  +  6A2-  8(1  +  k^)  =  0, 

4)  -  (8  +  c^jk^u  =  c.,-k-'-  kc,  +  12A(1  +  F)  -  ^Xsji- 

U  =  U^  +  i<2 , 

5)  (ß  +  c.yk\cc^  -x^y-\2kii^  0. 

Die  beiden  Gleichungen  3)  und  5)  können  auch  durch  zwei  andere 
ersetzt  werden,  die  wir  erhalten,  wenn  wir  n  =  —  u^,  n  =  —  f<:o  setzen, 
durch  die  Gleichungen  nämlich: 

6)  UH^  -  4(1  +  1(^)  4-  <h  +  (6  +  c;)li^x,  4-  3  V-  +  6 A.7  =  0, 

7)  3Psi  -  4(1  +  k-)  +  q  -f  (6  +  c,)r-x._  +  3  A^  -  6Ary  =  0, 

_  "1  +  "2 
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Setzen  wir  gleiche  Werthe  von  A  voraus,  so  sind  nach  unserem 
allgemeinen  Lehrsatz  nur  drei  Werthe  von  c^  möglich,  nämlich  die 
Werthe:  _  q^     _  3^     _ -^2. 

Wir  nehmen  zunächst  den  Fall: 

f,  =  —  6. 
In   ihm  nehmen  die  Gleichungen   1)  bis  5)  die  Gestalt  an: 
C2=  — 6,     C4=12A,     C5=12, 
6F5i+  2ci+  61--  8(1  +  F)  =  0, 
-  2Pi(  =  C3-  A^-  Aq+  12A(1+  Z^')  -  OASjF, 
Xu  =  0. 
Die    letzte    Gleichung    zeigt,    dass    zwei    Unterfälle    möglich    sind. 
Entweder  kann  sein:  ^^    ,    ^^  ^  q 

oder    aber    A  =  0.      Wir    nehmen    zunächst    den    ersten   Fall.      In    ihm 
nimmt  die  vorletzte  Gleichung  die  Gestalt  an: 

0  =  C3  -  A=^  -  ACi  +  12A(1  +  F)  -  9ASi .  k'- 

und   es  ergiebt  die  Elimination  von  s^  aus  ihr  und  der  vorangehenden 
die  Coefficientenbeziehung: 

^)  ¥  +  9^  +  2^=  =  "- 

Wir  können  demnach  die  Coefficienten  c^  und  c,j  als  willkürlich 
ansehen.     Die  Gleichung: 

Ui  +  II,  =  0 
ergiebt  die  weitere:  „2      ,,2      n 

oder  auch: 

9)  (^1  -  r,) [1  -  (1  +  k-) s,  +  k\s,'- -  x,x,)]  =  0. 

Als  erste  Lösung  erhalten  wir: 

_  s,  _4(l  +  F)-3A^-q 

Es  ist  also  .x\  und  ./a,  eindeutig  bestimmt,  die  dazu  gehörenden 
Argumente  dagegen  doppeldeutig.  Nennen  wir  einen  der  zu  .i\  ge- 
hörenden Werthe  cc^,  so  ist  der  andere  —  cc^  und  das  dazu  gehörende 
Integral  lautet,  wenn  wir  Thetafunctionen  einführen: 


^\(v-\-a^)d-^(v-n^^ 


:X  ■  11 


Die  beiden  andern  Integrale  ergeben  sich  mit  Hülfe  einer  quadra- 
tischen Gleichung.  In  der  That,  s^  ist  eindeutig  bestimmt.  '1  ■  .'o  auch, 
also  sind  x\  und  jc,  aus  einer  quadratischen  Gleichung  bestimmt.    Wir 
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wollen  die  beiden  zu  x^  gehörenden  Argumente  durch  a\  und  ~  a\ 
bezeichnen,  so  sind  die  entsprechenden  Argumente  von  .i\,  eindeutig 
bestimmt.  Bezeichnen  wir  sie  durch  «',  und  —  cc\y,  so  lauten  die 
beiden  noch  fehlenden  Integrale: 

V(^)  '     ""^"^)         • 

Damit  ist  Alles  gemacht  und  wir  finden  den 

Lehrsatz:    Als    erster    möglicher   Typus   ergiebt    sich  die 
Differentialgleichung: 

Ih  =  ^3  +  C4 . h^. SU- II  +  12/v-.  St/H  . c)t II .  (luu, 
wobei  die  Relationen  stattfinden: 

c^=  —  2c^l  —  >>X^,     12A  =  C4, 

Cj   und  c^  bleiben  willkürlich. 

Wir   nehmen  jetzt    zweitens   an,    dass   A  =  0    sei.     Dann    erhalten 
die  fundamentalen  Gleichungen  die  Form: 

C2=  — 6,     C4=0,     ^5  =  12, 
6/r'Si  +  2c^  -  8(1  +  ¥)  =  0, 

3  f 

^^  ^      2W  ^  ^^' 

wie  wir  es  der  Einfachheit  wegen  bezeichnen  wollen.  Die  vorletzte 
Gleichung  bestimmt  Sj  eindeutig.  Die  letzte  Gleichung  wird  am  ein- 
fachsten behandelt,  wenn  wir  eine  neue  Veränderliche  1/  durch  die 
Gleichungen  einführen : 


10) 


•^1  =  ^  +  y^ 


^ 


Es  folgen  dann  die  Relationen: 

11)  wi^  =  ^V  «p' (s, )v  +  t" is,)ir  +  i^f, 

wobei  gesetzt  ist: 
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mithin  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung: 

^'l  =  ~~   "'2  +  ^'s 

durch  Quadriren: 

13)  2y[<p'{s,)  +  kY-]=c','-^2c',.H,. 

Diese  Gleichung  drückt  n.2  eindeutig  durch  y  oder,  was  dasselbe 
sagt,  durch  x^  und  x,  aus  —  von  dem  Falle  c'^  =  0  sehen  wir  ab.  Eine 
analoge  Gleichung  kann  für  u^  gefunden  werden.  Durch  nochmaliges 
Quadriren  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

14)  oV  +  Mr-W{s,)  +  r-ff  =  2d,\cp{s,)  +  2q>%s,)f]. 

Es  ist  dies  eine  cubische  Gleichung  mit  der  Unbekannten  y-.  Wir 
erhalten  also  drei  Werthsysteme : 

±y,  ±y,  ±y". 

Diesen  drei  Systemen  entsprechen  dann  drei  Systeme: 

1  ?  2 

in  eindeutiger  Weise,  mithin  auch  vermöge  der  vorhin  gemachten  Be- 
merkungen über  die  Grössen  n  drei  Systeme: 


das   heisst,   das  Problem   ist   vollkommen   gelöst.     Unter   solchen  Um- 
ständen finden  wir  den 

Lehrsatz:     Als    zweiter    möglicher    Typus    ergiebt    sich 
die  Differentialgleichung: 

et   ii  ci^i 

^r-4  +  (^T  —  6 li'^n-ii)  -j^  =  iiir^  -\-  \2k'^f'n  u  cn  n  dn u), 

wobei  Cj  und  c^  willkürliche  Constanten  bedeuten. 

Wir   nehmen   nunmehr   den   weiteren   Fall   c,  =  —  8.     In   ihm   ge- 
stalten sich  die  Gleichungen  folgeudermassen : 

^5=8,     C4=10A, 
4F.-1  +  2^1  -f  6A-  -  8  (1  +  F)  =  0, 
Cg- A3-  Aq  +  12A(1  +  /r)  -  9A5iF=  0, 
li^ix^—x^^-^-  6A(i(i  -f  «2)  =  0. 
Die  beiden  vorletzten  Gleichungen  ergeben  durch  Elimination  von 
5i  die  Relation: 
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15)  2^3+25^3+  7c,;.  -12A-12A(l  +  F)  =  0, 

sodass  wir  die  beiden  Coustanten  c^  und  c^  als  willküriich  annehmen 
können.  Der  letzten  Gleichung  unseres  Systemes  wird  nun  zunächst 
Genüge  geleistet,  wenn  wir  A  =  0,  j\  =  .i\,  setzen,  s,  ist  eindeutig  be- 
stimmt, also  j-'j  auch,  also  das  zu  ihm  gehörende  Argument  bis  auf 
das  Vorzeichen.  Bezeichnen  wir  es  durch  +  a,  so  haben  die  drei 
Integrale,  von  dem  bekannten  Exponentialfactor  abgesehen,  die  Form: 

&^(v  +  a)d-^(v  -\-  a) 
Q-i(v  -  a)#-i(t'  —  d) 

V5Ö         ' 

^^{y  +  a)%^{y  -  a) 

sodass  auch  in  diesem  Falle  das  Problem  gelöst  ist.    Wir  erhalten  den 

Lehrsatz:    Als  dritter  möglicher  Typus  ergiebt  sich  die 

Differentialgleichung: 

d^ii  dti 

-r^  -f  (f,  —  ^tli-snru)  — ^  =  ?/ .  8Z;-6M  u  cn  n  dn  u, 

dir      ^  dn       ^  ■ 

in  welcher  q  willkürlich  ist. 

Im  allgemeinen  Falle  können  wir  nun  genau  so  operiren,  wie  im 

zweiten  Falle,  wir  brauchen  uns  nur  an  Stelle  von  c'g  gesetzt  zu  denken: 

-  r-(x,  -  x^'  _  4.¥if 
6A  6A 

Wir  erhalten  dann  unter  Forthebung  des  Factors  //-  —  wozu  wir 
berechtigt  sind  —  die  Gleichung: 

16)  ^ +  „.(..) +  ^Vf-^r- 

Es  ist  das  eine  cubische  Gleichung  mit  der  Unbekannten  //-,  bei 
welcher  wir  genau  dieselben  Schlüsse  wie  früher  ziehen  können.  Unter 
solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:    Als  vierter  möglicher  Typus  ergiebt  sich  die 
Differentialgleichung: 

d^ii  dv 

—4  +  (c,  —  S1c''sn-i()—^  =  ii(c\  +  c..  k'\-irit  +  Slc^sn  x  cn  k  du  n). 
dir  du 

In  dersell)en  ist  (\  und  r,  willkürlich,  wälirend  C;,  aus  der  Gleich- 
ung bestimmt  ist: 

2^3  -f  25A^-f  7q.  .1  -  12A(1  +  F)  =  0. 
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Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  der  dritte  Fall 
auch  als  speeieller  des  vierten  aufgefasst  werden  kann.  Er  ist  besonders 
hervorgehoben  worden,  weil  in  ihm  die  allgemeinen  Betrachtungen  sich 
moditiciren. 

Wir  kommen  nunmehr  zu  dem  Falle  Cg  =  —  12.  In  ihm  gestalten 
sich  die  Bedingungen  folgendermassen: 

4'  =  ^3  -  /l^  -  Aq  +  12A(1  +  P), 
k-{x,  -  i;y+  21(11^  +  u,)  =  0. 
Die    Gleichunf{en    erfordern   wiederum    eine   besondere   Discussion, 
wenn  A  ==  D  ist.     In  diesem  Falle  ist: 

a\  =  x^,     q  =  4  (1  +  ^-),     C4  =  0, 

woraus  durch  Quadriren  folgt: 

Es  sind  die  Argumente,  die  zu  .i\  und  .r^  gehören,  also  einander 
gleich.  Durch  nochmaliges  Quadriren  erhalten  wir  eine  cubische 
Gleichung,  die  das  Problem  löst.     Es  ergiebt  sich  demnach  der 

Lehrsatz:  Als  fünfter  möglicher  Typus  ergiebt   sich  die 
Differentialgleichung: 

^  +  [4(1  +  F)  -  12Fs,.^H)] ^  =  y.  c,, 

in  welcher  c^  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Im  allgemeinen  Falle  müssen  wir  anders  verfahren  Die  letzte 
unserer  Bedingungsgleichungen  können  wir  schreiben: 

2Ä;V+A«=0. 

Die  Elimination    von   11    aus    ihr    und    der  vorhergehenden   ergiebt 

die  Beziehung: 

17)  Sk'if'  +  A(c;'  -  0 Ai-j .  Je')  =  0. 

Diese    Gleichung    drückt    y-  linear    durch    Sj    aus   und  umgekehrt. 

Mit  der  Gleichung;:  o7'>  ^  ,    ,  ^ 

»  2k'y--\-  Xu  =  0 

verfahren  wir   nun    analog,    wie    im    zweiten  Falle,    wir   haben  nur  an 

Stelle  von  c\  zu  setzen:  _  '^V-u- 
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Nach  Fortlieben  des  Factors   ?/-  ergiebt  sich  die  Relation: 
18)  ^  +  ms,)  +  Jc^f^=  ^[<p{s,)  +  2g>"{s,)f]. 

Nun  können  wir  aber  nicht  so  schliessen,  wie  in  den  früheren 
Fällen,  da  s,  nicht  mehr  eindeutig  durch  die  Coefficienten  bestimmt 
ist,  wir  müssen  vielmehr  //-  vermöge  der  aufgestellten  Relation  durch  s, 
ersetzen.  Es  ergiebt  sich  dann  scheinl)ar  eine  Gleichung  vierten  Grades 
in  Sj,  indessen  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  der  Factor  von  s^'  der 
Null  gleich  Avird,  während  der  von  s{^  von  Null  verschieden  ist,  sodass 
die  Gleichung  thatsächlich  vom  dritten  Grade  ist. 

Zu  jeder  Wurzel  ergiebt  sich  vermöge  der  Gleichung: 

ein  eindeutiges  Werthsystem  -ii,  ■'.,■,  also  wie  leicht  ersichtlich  ein  ein- 
deutiges System  cq,  a^.    Damit  ist  alles  gemacht  und  wir  erhalten  den 
Lehrsatz:  Als  sechster  möglicher  Typus  ergiebt  sich  die 
Differentialgleichung: 

-rH  +  (<^i  —  12Fsw-?0  -T^  =  vic-\  +  c. .  h^s7i-(i). 
fl  fr  ^  du 

In  dieser  Gleichung  sind  die  Constanten  c^  und  Cj  will- 
kürlich, während  q   aus  den  Gleichungen  bestimmt  ist: 

Cj  + 3A-- 4(1  +  Ä;-)  =  0,     C4=6A. 

Wir  ha})en  bei  unseren  Betrachtungen  von  der  Gleichung  ab- 
gesehen, die  durch  Vergleichung  der  constanten  Glieder  links  und 
rechts  entsteht.     Es  ist  das  im  allgemeinen  Fall  erlaubt. 

§  50. 
Untersuchung  des  Falles  m  ==  2  für  ungleiche  Werthe  von  X. 
Setzen    wir    voraus,    dass    die   Werthe    von    A    von    einander    ver- 
schieden   sind,    so   existirt   nur   ein   Werth  von   c^,   nämlich   rg  =- —  18. 
Die  Bestimmungsgleichungen  nehmen  die  Form  an: 

c,=  0,    c,=  -\2, 
3/r%^i  =  Ci-4(l-f /.-)  +  3;i-, 
10/.-/^  =  fg  _  4(^j .  A  -f  24A(1  +  F)  -  10A-\ 
4F//--f  kn  =  0. 
Durch   Elimination   von  ii  aus   den    l)eideu  letzten  (ileicliungeu  er- 
giebt sich  ferner: 

40^-*//-+  /Ifs  -~  4AVi  +  24A^(1  +  k")  -  lOA'  =  0. 
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Vermöge  dieser  Gleichungen  sind  die  Grössen  s.^,  y-  und  h  ganz 
und  rational  durch  Ä  ausgedrückt,  es  bleibt  also  als  einzige  Aufgabe 
übrig,  die  zu  den  drei  Integralen  gehörenden  Grössen  A  zu  bestimmen. 
Auch  hier  modificiren  sich  die  Betrachtungen  für  den  Fall  ).  =  0,  in- 
dessen wollen  wir  hier  denselben  nicht  als  besonderen  herausgreifen, 
sondern  ihn  in  den  allgemeinen  einreihen.  Die  Grundlage  der  Be- 
trachtung bildet  wiederum  die  Gleichung: 

4Z;-Y-fA«=0. 
Aus  ihr  folgt: 

1)  -5^  +  W  (s,)  +  Jch/^r  =  ^  Ms,)  +  2cp"{s,)y^. 
Wir  bringen  die  Gleichung  zunächst  in  die  Form: 

Hieraus  ergiebt  sich  die  weitere  Form: 

2)  {kn  +  k-s, . d^y- 4-  f/i (2k- X'  +  d,.  X' -^  20^. d^)  =  0, 


d,  =  k'if- 


4 


d^  =  kHs,  -  '^^  -  A(l  -f  k^, 

In  dieser  Gleichung  haben  wir  nun  die  Grössen  y-  und  5^  durch  ?. 
zu  ersetzen,  dann  ergeben  sich  zunächst  die  Beziehungen: 

"^^      m  ^      40  ^15  ^' 

d  -      -^  -4-  A  c" 

^^=      f +  ^[-'^.+  52(l  +  /r)J-A3, 
c;=       q-4(l-fA-^),     dl=-c,^\  +  k\ 

Die  resultirende  Gleichung  in  A  scheint  vom  sechsten  Grade  zu 
sein,  indessen  überzeugt  mau  sich  leicht,  dass  die  Factoren  von  A^ 
und  A^  der  Null  gleich  sind.     Die  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 
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«0  •  ^^  +  «1  ■  ^^  +  f'o  ■  ^'  -\-(h-^  =  0, 

_6(i+F)+(i=-|iy; 


2^3 


Das  Resultat  scheint  zunächst  nicht  unmittelbar  zu  verwerthen 
zu  sein,  da  die  Gleichung  in  A  vom  vierten  Grade  ist,  Mährend  wir 
eine  Gleichung  dritten  Grades  brauchen.  Dieser  üebelstand  kann  aber 
leicht  gehoben  werden.  In  der  That,  es  kann  auf  der  linken  Seite 
der  Factor  /i  fortgehoben  werden.  Ist  nämlich  A  =  0  —  und  hier  tritt 
nun  der  vorhin  erwähnte  Ausnahmefall  ein  — ,  so  wird  auch  a^  =  0, 
sodass  die  Gleichung  nur  noch  zwei  von  Null  verschiedene  Werthe  geben 
kann.  Der  Beweis  hierfür  kann  leicht  erbracht  werden.  Ist  A  =  0,  so 
foWt  aus  den  aufo-estellten  Gleichungen: 

''^=''^=  F^  ^  •'' "  ^^  +  J^'J'^^-^J^'^^ 

und  hieraus  ergiebt  sich  das  zu  Beweisende  unmittelbar.  Damit  ist 
der  Fall  A  =  0  erledigt.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  A  von  Null 
verschieden  ist,  so  können  wir  von  dem  Factor  A  absehen  und  er- 
halten die  gesuchte  cubische  Gleichung.  .  Somit  ist  Alles  gemaclit  und 
wir  erhalten  den 

Lehrsatz:    Als    siebenter    möglicher   Typus    ergiebt   sich 
die  Differentialgleichung: 

d^ii  du 

in  welcher  c^  und  c^  willkürliche  Constanten   bedeuten. 


254      S-'^l-    Untersuchnno-  der  Ditferentialoleichnnofen  dritter  Ordnung  etc. 


§  51. 
Untersuchung  der  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung, 
deren  Integrale  einen  und  denselben  ;^/- fachen  Unendlich- 
keitspunkt besitzen,  während  in  den  Coefficienten  noch  ein 

einfacher  weiterer  Unendlichkeitspunkt  enthalten  ist. 
Wir   gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  nach  denjenigen 
Diiferentialgleichungen    dritter    Ordnung    fragen,    deren    Integrale    die 
frühere  Form,  die  aber  überdies  in  den  Coefficienten  noch  den  weiteren 
einfachen  Unendlichkeitspunkt 

>i  =  ^  ß  +  iK' 
besitzen.      Als   Form    derselben   ergiebt    sich,    wenn   wir   ähnliche   Be- 
trachtungen wie  früher  anstellen: 

wobei  gesetzt  ist: 

Pi  =  ^0  +  ^1  •  ^^suu  .  sn(n  +  ß), 
Ih  =  ^2  +  h  ■^'^snif .  sn{u  -f  ß)  +  C4 .  bii'u, 

Ih  =  ^5  +  '"e  •  ^^snu  .  sn{u  +  /3)  +  c^ .  k'-su-u  +  c^ .  h^sn^u  .  sn{H  +  ß\ 
Die   für  die  Lösung  des  Problems  nothwendigen   Gleichungen  er- 
halten wir  durch  Entwickelung  um  die  Punkte: 

u  =  iK'     und     a  =  —  ß  +  iK'. 
Für  die  erstere  erinnern  wir  an  die  Formeln: 
1  1  /,    ,1+F 


snu 


l(l+l  +  l%,+  _L(7^22i.'+,.)„.+  ...) 


1  1  /•        1  +  F    ,  ,     1 


SII-(( 


U'  +  '-¥""+rö('-'''  +  '''^ "'  +  -)' 


1         1  A      l  +  Ä;- 


sWn       11 
ferner  an  die  Entwickelunsen 


!^0+^«'+^(i^-2^'+i^^')'^'+---)' 


1  1  cnß.dnß  cnß.dnß     ., 

-  ^  +a^,.a^ ,4,,        n-. 


snti.i>ii(a-\-ß)       II Sri ß  sn-ß  " "  sn'^^ß 

1  1  niß.dnß    1  1       1 


soi^u.sni^u-irß)      u^snß  sn^ß       n-       sn^ß  11 

__J 1  +  ^- 

^^'^~  sn^ß       'dsnß' 

cnß.dnß  f.    ,    1  +  k'     ,  \ 
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Es  müssen  nun  die  beiden  Fälle  durchaus  von  einander  gesondert 
betrachtet  werden,  in  denen  die  Werthe  von  X  einander  gleich  oder 
aber  von  einander  verschieden  sind.  Wir  beschränken  uns  auf  den 
letzteren,  behandeln  ihn  aber  viel  kürzer  als  die  früheren  Fälle  in  den 
vorangehenden  Paragraphen.    Wir  können  in  ihm  f o  =  0  setzen. 

Die  Vergleichuns  der  Coefficienten  der  beiden  niedrigsten  Potenzen, 
die  bei  der  Entwickelung  um  den  Unendlichkeitspunkt  a  =  iK'  sich 
ergeben,  führt  zu  den  Gleichungen: 

^s  c«  /         ^N/         ^-  ni(})i-{-\) 

^)         7^  =  -  '<'''  +  ^^^'"  +  '^  +  ^^ ^^  -  "^^-' 

^           ^  sn^ß       ^      suß       ^            sn^ß       "" 
Sollen   sich   mehrere  von  einander  verschiedene  Werthe  von  A  er- 
geben,   so    ist    das    nicht  anders    möglich,    als  dass  die  beiden  Gleich- 
ungen bestehen: 

4)  .,  =  ?^-3m(>.  +  l). 

^  snß  ^  . 

5)  E  =  0. 

Es  bleiben  also  zunächst  nur  die  Coefficienten  Cj,  r^,  (3,  rv,  Cß 
willkürlich,  während  die  Coefficienten  e,,  c^,  Cg  aus  ihnen  eindeutig 
bestimmt  sind. 

Betrachten  wir  nun  die  determinirenden  Gleichungen  für  die  beiden 
singulären  Punkte,  nehmen  den  Fall  q  =  0  aus  und  schliessen  analog 
wie  früher,  so  folgt  der 

Lehrsatz:  Alle  Differentialgleichungen  dritter  Ord- 
nung, deren  Integrale  die  angegebene  Form  besitzen  und 
zwar  bei  verschiedenen  Werthen  von  A,  deren  Coeffi- 
cienten ferner  noch  einen  weiteren  Unendlichkeitspunkt 
erster    Ordnung    haben,    können    in    die    Form   1)    gebracht 

werden,  wobei      "^      eine  der  Zahlen  1    2,...?im  bedeutet  und 
snß 

die  Beziehungen  bestehen: 

Q  = rr-  —  3  m  {m  -f  1), 

snß 

,,  cnß.dnß  mCo    ,    cnß.dnß 

^  V      '     /       sn-ß  snß  sn'ß 

Ca  .  ..      /  r.N      ,         *>'i'll   +   l) 


snß  snß 
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§  52. 
Untersuchoing  des  Falles  i)i  =  1   für  tmgleiche  Werthe  von  A. 
Wir  Avollen   nun  ein  Beispiel  für  den  ini  vorigen  Paragraphen  be- 
handelten Fall  nehmen  und  setzen  dazu  m  =  1 .     Unter  dieser  Voraus- 
setzung   nehmen    die    Gleichungen,    welche    zur   Lösung    des   Problems 
führen,  die  folgende  Form  an: 

1)  ^8  =  0, 

2)  Cj  •«  n  fi  =  —  'osn  ^i  +  2c^, 

3)  c.jsn-ß  =  —  2cn{-i .  (Inß  —  c^  .  snß, 

4)  li-c^ .  X  =  2Äq  -  2c^  .  a  +  Ci .  l-, 
wobei  gesetzt  ist: 

Äsn^ß  =  (1  +  k'-c.;)sn^ß  -  [(1  +  k-)c,  +  rj  n-ß 

+  Tg  .  snß  .  cnß  .  dnß  -\-  2c^, 

]'- 

5)  2k-u(2snß  -c,)^B^-^B,.k  +  B,.  }^-  +  B.^.k^-Y  y  ./■ .  B^, 

wobei  die  Grössen  B  die  Werthe  besitzen: 

i?o  .  S'-n^ß  =  ( ^5 —  (cg .  snß  —  c-) )  sn'^ß  —  Cg .  sn'-ß  .  cnß  .  dnß 

-f  rg   snß-\-2c^.c  n  ß .  dn  ß, 

B,.sn^ß-=-  [c,+^^-^c^su'ß  -{\  +  ¥)c,.sn'ß 

-{-c^. snß  .cnß  .dnß  -f  2cj, 
jB,  .  snß  =  c^.  cnß  .  dnß, 
B^  =  -snß  , 

B^  =  fg  —  f^ . s«/3  +  (2ci  -f  ^4 .  .s'« ß)l, 

6)  /r&n/i  .  ^((rg  +  2Acj)  =  f 'o  +  Ir .  (\.x-V  l^.  sn-ß(^^  +  c^-x^, 
wobei  die  Grössen  C  gesetzt  sind  gleich: 

r'j  =  3  -f  c^  +  ( 1  +  l-  —  c^)sn''ß  +  Cg  .  cuß  .  dnß 
+  2Aq  .  6«/i  .  f/'»/i  -  Sk-sn-ß. 

Wir   wollen   nun    nicht   den    allgemeinen  Fall  weiter  führen,   son- 
dern sofort  die  drei  möglichen  Werthe  von  c^  behandeln. 
Erstens  kann  sein:  c,  =  ^snß. 

Unter  dieser  speciellen  Annahme  nehmen  die  Gleichungen  zwischen 
den  in  den  Coefficienten  auftretenden  Constanten  die  Form  an: 
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C4      C'j  —  Cg  —  0, 


(  f'3=  —  Qcnß.dnii, 
während  aus  der  Gleichung: 


A  =  o 


sich  für  Cq  der  Werth  ergiebt: 

8)  Ce  =  [4(1  +  k')  -  c,]snß  -  GkHn'ß. 

Es    bleiben    demnach    nur    che   Constanten    c^   und   r.    willkürlich. 
Die  Gleichungen  für  A  und  die  Unbekannte  u  können  geschrieben  werden : 

9)  -  2 ukhnß  =  B^-\-  B,.  l  -\- 3 cnß .dnß.r-~P+^x B^, 
wobei  die  Grössen  B  jetzt  die  Form  annehmen: 

B^ .  snß  =  [(=5  +3(1  +  F) .« nß .  cnß  .  dnß]  sn^ß  -  c^ .  cnß .  dnß, 
B^  =  [3(1  +  F)  -  Cg]  snß  -  6k-sn^ß, 

B^  =  —  Qrnß .dnß -\- GX.snß, 

10)    6k^snßu{k  .snß  -  cnß  .  dnß)  =  Q  +  k-C, .  x  +  SkUn-ß  .  x-, 
wobei  gesetzt  ist: 
Cq=-  1-F+3A2+  c^, 

C\  =  3  +  (1  +  F- c^sn'^ß - 6cn-ß . dn-ß  +  6 A  .  sw/j . c w/3 .rfw/J - 3 A-. sn-ß. 
Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:     Als     erster    Typus     der    in    Frage    stehenden 
Differentialo-leichuno-en  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

du  cl*'' 11  du 

Y^-\-?>k- s n ß .sn li .sn{u-\- ß)^-^ -\-  [c^  -Gk^cnß .dnß .snu . sn{H -\- ß)]-~ 

et  It  Ci  It  Clti 

=  //[fg  +  Tg  •  k'^snusti(u  +  ß)]. 
Die   Constanten   c^   und   c-    sind  willkürlich,   während  fg 
aus  der  Gleichung  bestimmt  ist: 

Cß  =  [4(1  +  k')  —  c^jsnß  —  6k'-su^ß. 

Wir  setzen  jetzt: 

IL     q  =  2sw/3. 

Aus    den    aufgestellten    fundamentalen    Beziehungen    ergeben    sich 

dann  die  Gleichungen: 

r,=  -2,     ('8=0, 


^  [  r^  .snß  =  —  4(M/i  .  dnß  —  Cg. 

Ferner  war  allgemein: 

C4 .  Ä-  =  Z;-c.j .  2'  —  2Aq  +  2C7 .  A, 
also  wird: 

c/.  ;.3  ^-4c,.Ä^+2c^.  c,  .k-'x+  X{-2Ä^.  c,  +  4c,'  +  A-^r/.  4 

Krause,  Dopueltperiodisclio  Functioueu.    II.  17 
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Setzen  wir   diese  Werthe   in   die    Gleichung  ein,    die   wir  für   die 
^^össe:  2¥u{2snß  -  q) 

gefunden  haben,  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 
12)  2khi{2snß  -  q)  =  D^^.snß  -\-lJD^.  snß  +  2k^x(2snß  -  rj  (^-  x), 

wobei  gesetzt  ist: 

2c                        4c 
sn^ß .Dff=B^.snß ~ cnß . dnß  H } Ä^ . sn^ß, 


-4 


Ca 


sn^ß  .D,  =  B,.  snß  +  ^^^  cnß .  dnß  -  (%"  -  ?^)  sn'-ß. 

C4  ^  C4"  c^   ' 

Diese  Formel  gilt  allgemein.  Setzen  wir  nunmehr  f\  =  2snß  in 
dieselbe  ein,  so  ergeben  sich  unmittelbar  die  beiden  Gleichungen: 

Die  erste  lehrt  den  Werth  von  c^,  die  zweite  den  von  Cg  kennen, 
sodass  die  Constauten  Cg  und  Cg  willkürlich  bleiben.  Die  Constanten- 
beziehungen  sind  damit  erledigt.  Die  Grössen  X  und  a  sind  aus  den 
Gleichungen  bestimmt: 

13)  Fa-  =  -^o+C7.A  +  A2 
und: 

14)  hhnßu(c^  +  4A  . snß)  =  C^  +k-Ci.x  +  h^sn^ß . x^, 

wobei  gesetzt  ist: 

C\  =  1  +  (l  +  F  _  c^sn^ß  +  c^. cnß. dnß  +  4A  .sw/3.cm/3  .f/«/3-3A-.sw2/3. 

Damit  sind  wir  auch  in  diesem  Falle  am  Ziel. 
Wir  nehmen  nun: 

III.     Cj  =  snß. 

Dann  folgen  zunächst  die  Constantenbeziehungen: 

^4=  —  4,     Cq  =  0 

15)  '  '  '      ' 


snß  .Cj  =  —  2cnß  .  dnß  —  Cg. 

Wir  wollen  nun  zunächst  wieder  allgemein  neben  der  vorhin  ent- 
wickelten Gleichung  für  u  noch  eine  zweite  Gleichung  für  dieselbe 
Grösse  aufstellen,  indem  wir  in  Gleichung  G)  au  Stelle  von  k-  uns 
den  Ausdruck  eingesetzt  denken: 

C4  C4 

Dann  erhalten  wir  die  Gleichung: 

IG)   hhnßuic^  +  2AcJ  =  £'„  +  ^^ . h^x  +  E., .  ¥x''  +  1{E.,+  k'xE^), 

in  welcher  die  Grössen  E  die  Werthe  haben: 
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^,  ==  ^  +  (1  +  F-  c.MnUi  +  t:..cud.dnli  +  ^^^^'^  A^ 

6c 

E.2=  —  2cy. snß,    E^  =  — ''-, 

E^^2c,.cnß.dnß-Qs'nr-ß^- 

Eliminiren  wir  aus  dieser  und  aus  Gleichung  12)  die  Grösse  u 
und  ersetzen  k^  in  der  vorhin  angegebenen  Weise,  so  ergiebt  sich  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  l  als  Eliminationsresultat.  Die  höchste 
Potenz  von  x,  die  vorkommen  kann,  ist  die  zweite,  indessen  über- 
zeugt mau  sich  leicht,  dass  der  Factor  von  x-  der  Null  gleich  ist. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Factor  von  Xx.  Es  nimmt  demgemäss  die  Gleich- 
ung die  Form  an: 

G^o+  '^^i-^  +  a,.x  =  0. 

Das  gilt  allgemein.  Setzen  wir  nun  0^  =  snß,  so  müssen  die  drei 
Grössen  (7^,  G^,  G.^  der  Null  gleich  sein,  da  sonst  sich  nicht  alle  drei 
Integrale  in  der  verlangten  Form  ergeben  können.  Eine  derselben  ist 
identisch  gleich  Null,  die  beiden  anderen  ergeben  gleich  Null  gesetzt 
die  Gleichungen: 

ic,.I),  +  A,.snß.D,)snß==2E„ 

[2 snß .  7)o  +  (fs  -  C7 .  snß)  D^'jsnß  =  -  Sc,. 
Aus   diesen  Gleichungen   sind   die  Constanteu  c-  und  c^  bestimmt, 
sodass   lediglich   die  Constanten  c,  und   c,  willkürlich   bleiben.      Damit 
sind   die   Beziehungen   zwischen   den  Constanten    sämmtlich   aufgestellt. 
Die  Werthe  von  A  und  a  folgen  aus  den  aufgestellten  Gleichungen. 

§  ö'd.n 

Die  Picard'schen  Differentialgleichungen. 

Hinzunahme  der  speciellen  Fälle. 

In    den    bisherigen  Untersuchungen    ist   stets    der  allgemeine  Fall 

in  Betracht   gezogen    Avorden.     Gehen   wir   zu    den   Betrachtungen    des 

§  36    zurück,   so    haben    wir    angenommen,    dass  2^  sich    in   die  Form 

bringen  lässt: 

wobei  die  Summe  über  alle  Unendlichkeitspunkte  von  2^  zu  erstrecken 
und  gesetzt  ist: 

17* 
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Nun  können  zwei  Tvcitere  Fälle  eintreten,  die  wir  als  specielle 
bezeiehnen  wollen. 

Erstens  können  die  Multiplicatoren  die  Form  haben: 
3)  II  =  c^'^^,     /ii  =  e2/,,A7 

Auf  diesen  Fall  bat  zuerst  Mittag-Leffler  aufmerksam  gemacht. 
Wir  können  dann  setzen: 

wobei  die  Summe  über  alle  Unendlicbkeitspunkte  von  z^^  zu  nehmen 
und  gesetzt  ist: 

5)  /(«)  =  l^e"«. 

Hierbei  müssen  die  Grössen  A^^  gleich  Null  sein,  da  wir  es  mit 
Pi  Card 'sehen  Differentialgleichungen  zu  thun  haben,  ferner  findet  die 
Relation  statt: 

6)  ^{A  •h-\-Ä,.r-^---  Ä, .  h'-)e-''P  =  0. 
Nimmt  man  also  //  von  Null  verschieden  an,  so  wird: 

also  folgt  unter  Hinzunahme  der  soeben  aufgestellten  Relation  zwischen 
den  Grössen  Ä,  dass  das  Integral  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  ist  mit  den  Multij)licatoren: 

e-'*^'    und     e2Ä/Ä-'_ 

Es  bleibt  also  das  zweite  Integral  der  Picard 'sehen  Differential- 
gleichung eine  doppeltperiodische  Function  und  damit  das  wesentlichste 
Resultat  bestehen.  Einige  andere  Resultate  freilich  modificiren  sich, 
indessen  wollen  wir  hierauf  nicht  näher  eingehen.  Es  kann  das  um 
so  eher  geschehen,  als  dieser  Fall  in  der  Literatur  bisher  wenig 
berücksichtigt  worden  ist  und  an  Bedeutung  den  übrigen  nachsteht. 

Der  dritte  und  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  li  =  0  ist.  In  diesem 
Falle  ist  nun:  ^. 

I  2y.  du 

nicht  mehr  eine  doppeltperiodische  Function,  setzt  sich  vielmehr  linear 

u     und     — -V ?v 

zusammen. 
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Um  die  hierbei  und  bei  den  folgenden  Integralen  auftretenden 
Möglichkeiten  7Ai  untersuchen,  stellen  wir  die  folgenden  allgemeinen 
Ueberlegungen  au.     Zunächst  führen  vrir  au  Stelle  der  Function: 

die  i;(H)- Function  ein  und  zwar  setzen  wir  wie  in  §  82  des  ersten 
Bandes : 

Diese  Function  t(^n  '  leistet  zwei  Gleichungen  von  der  Form  Genüo-e: 

^(n  +  2iK')  =  e(»)  +  A, 
wobei  Ä^  und  A.^    zwei  Constauten    bedeuten,    deren  AVerth   nicht   hin- 
geschrieben zu  werden  braucht. 

Es  handelt  sich  um  die  Betrachtung  ganzer  Functionen  von  ii 
und  ^(h),  deren  Coefficienten  doppeltperiodische  Functionen  sind  und 
zwar  entweder  der  ersten  oder  der  zweiten  Art. 

An  Stelle  dieser  Polynome  können  wir  auch  solche  von  ii  —  « 
und  t,(u  —  cc)  in  Betracht  ziehen,  da  i,(ii  —  a)  nach  bekannten  Regeln 
durch  t,(;i()  dargestellt  werden  kann.  Hierbei  ist  a  eine  beliebige 
Grösse,  die  nur  der  einen  Bedingung  Genüge  leistet,  dass  für  k  =  a 
das  Polynom  nicht  unendlich  gross  wird.  Wir  können  aber  an  Stelle 
von  u—a  und  t,(^n  —  ci)  noch  andere  Functionen  einführen.    Wir  setzen: 

8)  y{u)  =  c,.{u-u)  +  c,.t{i^-a), 

0)  diu-)  =  c,.{u  -  a)  ^  c,.^{u  -  a). 

Die  vier  Constanten  <\,  r^,  r.^,  r,  können  dann  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Gleichungen  stattfinden: 

8(ii  +  2Z)  =  d{u)  +  1,     8{n  +  2iK')  =8{u). 

Diese  Functionen  y{ii)  und  d{ii)  wollen  wir  uns  an  Stelle  der 
Functionen  {u  —  u)  und  t,{n  —  «)  zu  Grunde  gelegt  denken  und 
Functionen  von  der  Form  betrachten: 

10)  F{>i)^^y-.8"\f, 

wobei  die  Grössen  /'  do])peltperiodische  Functionen  sind.  Es  fragt 
sich,  wie  sieht  das  Integral  derartiger  Functionen  aus,  wenn  wir  fest- 
setzen,  dass   es   eindeutig  sein  soll.     Offenbar  giebt  die  Lösung  dieses 
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Problemes  die  Form  der  Integrale  der  Picard'schen  Differentialgleich- 
ungen in  dem  von  uns  in  Betracht  gezogenen  speciellen  Fall. 

Bevor  wir  zu   der  Lösung  übergehen^  nehmen  wir  den  folgenden 
Hülfssatz:  Es  seien  A,  B,. .]  ^,  v  .. .;  ;?,  p, ...  feste  Grössen 
und   l   eine   willkürliche    ganze  Zahl.    Wenn  dann  für  jeden 
Werth  von  l  die  Gleichung  stattfindet: 

so  sind  alle  Grössen  A,  B,...  gleich  Null 

Der  Beweis  ist  so  einfach,  dass  von  demselben  abgesehen  werden 
kann. 

Dieses  vorausgesetzt,  nehmen  wir  an,  dass 

u  =  n.^ 
ein    Unendlichkeitspunkt    von    F{ti)    ist    und    denken    uns    F(^u)    nach 
Potenzen  von  u  —  Ui  entwickelt. 

Wenn  dann:  y^ 

/  F(u)  du 

eine  eindeutige  Function  sein  soll,  so  muss  der  Coefficient  von  (>t  —  ^fj)"^ 
—  der  Rest  —  in  jener  Entwickelung  verschwinden.     Wenn  aber: 

U  =  ^l^^ 
ein  Unendlichkeitspunkt  ist,  so  sind  es  die  Punkte: 

u,  -f  21K 
auch.  Wird  die  Function  F(u)  in  diesen  Punkten  unendlich  gross,  so 
müssen  es  eine  oder  mehrere  der  Functionen  f(u)  auch  werden.  Wir 
greifen  dieselben  heraus  und  bezeichnen  eine  derselben  durch  f(i(). 
Den  Multiplicator  von  f(;u),  wenn  u,  übergeht  in  n  +  2K,  bezeichnen 
wir  durch  fi,  den  Rest  für  den  Punkt: 

U  =  u^^ 

durch  A.     Dann  ist  der  Rest  der  Function  F((()  für  den  Punkt 

i(,  +  21K 
gleich:  xn 

wobei  die  Summe  über  alle  in  Betracht  gezogenen  Glieder  von  i^(«) 
zu  erstrecken  ist.  Dieselbe  muss  gleich  Null  sein  und  zwar  für  einen 
jeden  ganzzahligen  Werth  von  l.     Entwickeln  wir  nun  den  Ausdruck: 

{8  +  0"' 
nach  Potenzen   von  ?,   so    erhalten  wir  eine   Grösse  von   der  Art,   wie 
sie   im   Hülfssatz   in  Betracht   gezogen   ist.     Die  Coefticienten  der  ein- 
zelnen Ausdrücke: 
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müssen  verschwinden.  Wir  beschränken  uns  darauf,  die  Glieder  zu 
nehmen,  die  zum  höchsten  Exponenten  von  /  —  der  Grösse  w  gehören. 
Ihnen  entsprechen  in  der  allgemeinen  Summe  Glieder: 

Es  ist  dabei  ein  Strich  an  die  Summe  gesetzt,  um  sie  von  der 
ursprünglichen  zu  unterscheiden. 

In  dieser  Summe  sind  alle  diejenigen  Glieder  zusammenzufassen, 
die  dem  Multiplicator  a  entsprechen.  Wir  wollen  eine  derartige  Theil- 
summe  bezeichnen  durch:  „ 

ö"'2  r-f- 

Dann  muss  der  Rest  eines  jeden  dieser  Ausdrücke  verschwinden 
oder  da  wir  von  dem  Factor  d^'  absehen  können,  der  Rest  von: 

Mit  dieser  Summe  verfahren  wir  wie  mit  der  ursprünglichen,  nur 
dass  wir  die  Unendlichkeitspunkte 

ins  Auge  fassen.  Schliessen  wir  dann  ganz  analog  wie  vorhin,  so 
folgt,    dass    der    Rest    von  f\    welches    zu  dem    höchsten    Exponenten 

von  y  gehört,  für  den  Punkt: 

a  =  11^ 

verschwinden  muss.  Wenn  aber  der  Rest  von  /  verschwindet,  so  ist 
das  Integral:  r» 

q){it)  =  I  f{ii)du 

eine  eindeutige  Function.  Nach  unseren  früheren  Betrachtungen  ist 
dabei  9)(h)  entweder  selbst  doppeltperiodisch  oder  aber  eine  lineare 
Function  von  ii  und  ^(h),  also  auch  von  y  und  d  mit  doppeltperiodi- 
schen Coefficienten.     Unter  solchen  Umständen  können  wir  setzen: 

1 1  a)  F(;u)  =  y"d'"(p'  («)  +  F^  (u), 

oder  auch: 

IIb)  F(u)  =  [y"d"'(p(u)]' 4-  F^{h)  -  {y'*d"-)'(p(i(). 

Dabei  hat  der  Ausdruck: 

(y^ö"^)' 

die  Form:  ,  t    /.  /  \    ,        «.       i  /  /  \ 

y^-M'ViC«)  +  y^        /2(«); 

wobei  /i(m)  und  fldO  doppeltperiodische  Functionen  sind.  Daraus 
folgt,  dass  wir  setzen  können: 
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12)  F{ti)  =  [y^d'-(p(u)]'  +  ^00, 

wobei    0(?f)   eine   Function   derselben    Art   wie   F(h)   ist,  bei   welcher 
aber  die  höchsten  Exponenten  von  y  und  d  kleiner  geworden  sind. 

Fährt  man  so  fort  und  berücksichtigt  die  Bemerkungen,  die  über 
q)(u)  gemacht  worden  sind,  so  folgt  der 

Lehrsatz:  Wenn  eine  ganze  rationale  Function  von  u 
und  t,(ii)  mit  doppeltperiodisch eu  Coefficienten  die  Ab- 
leitung einer  eindeutigen  Function  ist,  so  ist  die  letztere 
ein  Polynom  derselben  Art,  dessen  Grad  den  Grad  des  ur- 
sprünglichen Polynoms  um  1  übersteigen  kann. 

Dass  bei  den  letzten  Untersuchungen  die  Integrationsconstante 
keinen  Einfluss  auf  die  Richtigkeit  der  Resultate  hat,  braucht  kaum 
hervorgehoben  zu  werden. 

Gehen  wir  nun  zu  unseren  Differentialgleichungen  zurück,  so  können 
wir  den  von  uns  ins  Auge  gefassten  speciellen  Fall  unmittelbar  und  all- 
o-emein  erledigen.  In  der  That  betrachten  wir  successive  die  Differential- 
gleichungen erster,  zweiter,  . . .  w*®'  Ordnung  und  wenden  immer  unseren 
Lehrsatz  bei  dem  Uebergange  zu  einer  Gleichung  höherer  Ordnung  an, 
so  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:  Die  Integrale  einer  Picard'schen  Differential- 
gleichung w*"  Ordnung  stellen  sich  als  ganze  Functionen 
von  u  und  t,(u)  mit  doppeltperiodischen  Coefficienten  dar, 
deren  Grad  mindestens  um  1  kleiner  ist,  als  die  Ordnung 
der  Differentialgleichung  beträgt. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  des 

Lehrsatzes:  Die  Integrale  einer  Picard'chen  Differential- 
gleichung zerfallen  in  Gruppen.  In  einer  und  derselben 
Gruppe,  welche  r  von  einander  verschiedene  Integrale  ent- 
halten möge,  ist  eines  doppeltperiodisch,  ein  zweites  eine 
lineare  Function  von  u  und  ^(vf),  ein  drittes  eine  Function 
zweiten  Grades  etc.,  das  letzte  eine  Function  r  —  1**"*  Grades. 
Alle  Coefficienten  haben  dieselben  Multiplicatoren  wie  das 
erste  Integral. 

An  Stelle  von  ^(ii)  können  nach  den  vorangegangenen  Bemerk- 
ungen auch  andere  Functionen  gewählt  werden.  Wir  wollen  im 
Folgenden  die  Grössen: 

A  la  (ti) 
nehmen. 
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§  54. 

Die  Lame'sclie  Differentialgleichung.     Discussion  der  speciellen  Fälle 

für  ni  =  1  und  ni  =  2. 

Die  Lame'sclie  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  entstand, 
indem  wir  die  Bedingung  festsetzten,  dass  die  Integrale  den  Punkt 
>i  =  iK'  als  alleinigen  Unendlichkeitspunkt  m^^^  Ordnung  besitzen, 
während  die  Coefficienten  keinen  weiteren  Unendlichkeitspunkt  haben. 
Als  Form  derselben  ergab  sich: 

1)  ^  =  2/(Co+q.^'-^s»^H 

Das  allgemeine  Integral  derselben  hatte  die  Form: 

Die  Betrachtungen  des  allgemeinen  Falles  stützten  sich  wesentlich 
auf  die  Annahme,  dass  die  Grössen  sn^Ur  alle  von  einander  verschieden 
sind.  In  den  .sjjeciellen  Fällen,  zu  deren  Betrachtung  wir  uns  jetzt 
wenden,  kann  dasselbe  also  nicht  mehr  der  Fall  sein.  Dazu  fragen 
wir,  wann  die  beiden  vorhin  hingeschriebenen  particulären  Integrale 
zusammenfallen,  oder  also,  wann  die  Ausdrücke: 

YJ^l(>-  +  ^r)       und      YJ^^iv-Clr) 

dieselben  Nullstelleu  besitzen,  wenn  überdies: 

A  =  0 
ist.    Hierbei  folgt  zunächst  wie  im  allgemeinen  Falle,  dass  die  Grössen 
«1,  a,,  . . .  «/Ti  ^on  einander  verschieden  sein  müssen. 

Ehe  wir  nun  zu  dem  allgemeinen  Falle  übergehen,  wollen  wir 
die   einfachsten  Fälle   für  sich  betrachten  und  zwar  zunächst  den  Fall: 

m  =  1. 
In  ihm  kommt  das  Problem  darauf  hinaus,  zu  untersuchen,  wann: 

wird. 

Offenbar  sind  drei  Fälle  möglich; 

I.     «,  =  0, 

IL     rq  =  ^, 

m.      a,=  K+iK'. 

Im  ersten  Falle  wird  ein  particuläres  Integral: 

3)  y^  =  snu, 

das  zweite  also: 
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4)  y^-''''''fj^ 


s  n  u 


ti  A  li  {h) 

Im  zweiten  Falle  wird: 

5)  y,  =  cni(, 

,  ,  /*  du 

6a)  IL  =  cn  u  1 s— 

.     \  1    cn-u 

oder  also:  *-^ 


■"=-™"(^'"+tM) 


Damit  ist  in  diesen  speciellen  Fällen  die  Integration  vollendet. 
Die  Wertlie  der  Constanten  c^  und  <\  folgen  unmittelbar.  Es  rühren 
diese  Resultate  von  Fuchs  und  Her  mite  her. 

Wir  nehmen  zweitens:  ^  o 

Dann  fragt  es  sich,  wann  die  Grieichung  bestehen  kann: 

%'^{v  +  a^)%-{v  -\-  a.2)  =  c^^iy  —  a^^{v  —  a^). 
Berücksichtigen    wir,    dass    %   verschieden    sein    muss  von  a^,   so 
bleiben  vier  Möglichkeiten  übrig: 

I.     «1  =  —  ctTg  =  a, 
II.     «j  =  K,     «2  =  ^? 

III.  «1  =  K,     cc,=  K-\-  IK', 

IV.  «1=0,     f^2  =  ^  +  '■^'■ 
Im  ersten  Falle  wird  ein  particuläres  Integral: 

9)  Hl  =  sn'^K-  —  sn-a. 

Der  Werth  von  a  ist  auf  mehrfache  Weise  zu  bestimmen.  Ganz 
allgemein  ergiebt  sich  im  Falle  m  =  2,  wenn  wir  die  frühere  Bezeich- 
nungsweise aufnehmen,  die  Gleichung: 

Wird  imn  .r,  =  a:,,  11^=  —  u,^,  so  nimmt  diese  Gleichung  die  Ge- 
stalt an: 

10)  1-2(1  +  'k^)sn-a  +  ?>li^sn^a  =  0. 

Es  ist  diese  Gleichung  zuerst  von  Hermite  aufgestellt  worden. 
Sie  zeigt,  dass  es  zwei  Integrale  der  vorhin  charakterisirten  Art  giebt. 
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Das  zAveite  Integral  wird: 


11)  y-2-yiJT 


du 


Wenn  stb^a  in  der  vorhin  angegebenen  Art  bestimmt  wird,  so  ist 
der  Ansatz  erlaubt: 

1  _  (r-Iof/Äli{u  ~a)  d-log Al^iu  +  a) 

{mhT-  sn'af  ~  '"  "^  ""'  d^-  "^  ''^        ^rf^? 

Die  Constanten  e^  e^,  e^  bestimmen  sich  leicht.    In  der  That,  für 

den  Punkt 

li  ^  a 

ergiebt  sich:  -.  ^ 

+  ••• 


snSi  —  sn^cc       2(u  —  cc)sncc . cn«  .  dna 

Unter  solchen  Umständen  wird: 

1 


Ebenso  folgt:  I 

^9    = 


Setzen   wir  schliesslich  links   und  rechts  i6  =  0,    so  ergiebt  sich 
für  t'o  die  Bestimmungsgleichung: 

1  1 


^0  + 


ari^a  2sn^a  cn^cc.dn^cc 

Damit  ist  die  Integration  der  Lame'schen  Differentialgleicluing 
im  ersten  Falle  vollkommen  zu  Ende  geführt  Die  entsprechende 
Diflerentialffleichung  lautet: 


dir  \      swa  / 

Wir  nehmen  den  zweiten  Fall.     In  ihm  ist: 
13)  ?/j  =  sni(  .  cnu. 

Mithin  wird:  /T        du 


r     du 

'l   I  2 


■'-      -^  •   "■■"■■    crfu 

Das  Integral,  welches  in  diesem  Ausdruck  auftritt,  kann  unmittel- 
bar bestimmt  werden.     In  der  That,  es  ist: 

1  _      1       I       1     , 

mithin  wird:  snhi.cnht        sn'n       m'x' 


,,.  r  du         r  du 

J  sn-u         ^J  cn-u 


Damit   haben   wir   die   vorhin    betrachteten  Intoiirale  erhalten  und 
die  Integration  auch  in  diesem  Falle  ausgeführt. 
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Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

15)  4^  =  v(-  4  -  P+  (Mc^sn'ii). 

Drittens  wird: 

16)  y^  =  mu  .  dnu. 

Mithin  ergiebt  sich  für  das  zweite  Integral  die  Form: 

du 


/         du 

^   cn-a  .  dn-'u 


Da  aber  die  Gleichung  besteht: 

1  11  h-       \ 


cn^u  .dn'^u       k'^  cn'^u       h'^  dn^u 
so  folgt: 

iJi     f  du  P         r  du 

Hiermit  sind  wir  wieder  am  Ziel.     Die  entsprechende  Differential- 
gleichung lautet: 

18)  ^2  =  y(-  1  _  k''^6k'-snh(). 

Endlich  letztens  kann  sein: 

19)  ?/i  =  snu .  dnu, 


^J   sn-u .  d 


y2-y,i  „.,2..  ^,^2,^ 


Da  aber  die  Gleichung  besteht: 


1  l  ¥ 


sn^u.dn^u       sn-u      dn^u 
so  wird  ein  zweites  particuläres  Integral: 

20)  y.2  =  Hl  I  —^  +  k-y^   1  -^-^-• 

J   sn-u  J  dn-u 

Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

21)  ^^  =  y  (_  1  _  4F  +  ^Psn'uX 

^  du-         ^ 

Damit  ist  der  Fall  ni  =  2  vollkommen  erledigt,  soweit  er  hier  in 
Betracht  kommt. 

§  o5. 
Die  Lame'sclie  Differentialgleichung.     Allgemeine  Discussion 

der  speciellen  Fälle. 
Um    den    allgemeinen    Fall    zu    untersuchen,    müssen    wir    unter- 
scheiden, ob  m  gerade  oder  ungerade  ist. 
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Wir  nehmen  zuerst  an: 

m  =  2fi. 

Die  Frage  lautet,  wann  die  beiden  Ausdrücke: 

d-^{v  +  «i)  . . .  ö-^ff  +  a->u)     und     &^{v  —  a^)  . . .  d-^iv  —  «o^) 

dieselben  Nullpunkte  besitzen. 

Unter  Berttcksiclitigung  der  früheren  Bemerkungen  folgt  dann,  dass 
vier  und  nur  vier  Fälle  möglich  sind: 

I.       «i_=  —  ((■2ft,       «2  =  ~  "2^-1,  •  ■  •  «^=  —  «Z^  +  l, 

II.     «1  =  K,     ((.^  =  0,     «3  =  —  a.j,u,  . ...  a^  +  i  =  —  ccju  +  -^, 
in.     «1  =  j^+  iK',    tc^  =  K,    a.^  =  —  «2;u,  ■    .««  +  !=  —  (■'■n+'i, 

IV.       «j  =  0,      f^2  =  ^+  '^'y      ^^3  =  —  f-2/^;  ■  •     ß/.-rl  =  —  «^  +  2- 

Zu  gleicher  Zeit  haben  wir  A  =  0  zu  setzen. 
Das  allgemeine  Gleichungssystem  lautete  nun: 

^  jiLU     Xr  —  Xi 

Wenden  wir  uns  zu   der  Betrachtung   des  ersten  Falles,   so  wird 
ein  Glied  existiren,  bei  welchem 

(i,.=  —  H/,       Xr=  Xi 

ist.     An  Stelle  desselben  tritt  das  Glied: 

l-2(l+'k-)Xr+U-Xr\ 

2u,. 
Das  ganze  System  von  Gleichungen  nimmt  die  Form  an: 


2)  0  =  1-2(1  +  P)x,.  +  W'x,.'  +  4  M 


t        Ur' 


jLJ     Xr  —  Xi 

Der  Strich  au  der  Summe  bedeutet,  dass  dieselbe  nach  /  über 
1,2,  ...ju  zu  nehmen  ist  und  zwar  mit  Ausnahme  von  /  =  r  An 
Stelle  von  r  ist  der  Reihe  nach  zu  setzen  1,2,.   .  \i. 

Wir  erhalten  also  ein  System  von  ft  Gleichungen,  welches  die 
Werthe  Xr  in  der  folgenden  Weise  liefert.  Dieselben  mögen  der 
Gleichung  Genüge  leisten: 

3)  fix)  ^  X-  + 1>, .  ./■"  - 1  +  . . .  7>^  =  0. 

Unter  dieser  Voraussetzung  kann  das  obige  Gleichungssystem  ge- 
schrieben werden: 

4)  i\Xr)\\  -  2(1  +  ^2)aV+  ^IH.^\  +  2f{x;)XrW  -  (1  +  ^)^r\  ^^ -^  ^  =  <^ 

wobei  dann  gesetzt  ist: 

/'  {x;)  =  (üä;/ -1  +  (u  -  l)i>i .  x,h  -2  -f  . . .  ^>^,  _i. 
r(^.)  =  ft(.a-l)a^/'-^  +  ...  2i>,,_o. 
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Wir  erhalten  also  eine  Gleichung  vom  Grade  jtx  +  1  mit  der  Un- 
bekannten ^^,  deren  Coefficienten  symmetrische  Functionen  der  Grössen  ic^ 
sind.     Der  Factor  von  ä'/  +  ^  lautet: 

der  Factor  von  Xr''  allgemein: 

Avobei  gesetzt  ist: 

A  =  ]cHl-l){2l-l), 

(7  =  (?  +  l)(27  +  l). 
Nun  ist  aber: 

Jr^(2^  +  l)a;/+i  =  -  ]c'^{2fi  +  l){p,-oc/  +  ix^.x/-'  +  •  •  •  p^^.Xr). 
Denken  wir  uns  diesen  Ausdruck  eingesetzt^  so  nimmt  der  Factor 
von  Xr'  die  Form  an: 

wobei  gesetzt  ist: 

Der  Factor  von  Xr^  nimmt  insbesondere  die  Form  an: 
r-p,[i2^  -  l)(fi  -  1)  -  ^(2^  +  1)]  -  2(1  +  k')ii\ 
Denken  wir   uns   durch   diesen  Factor   die   Gleichung   dividirt,   so 
erhalten  wir  eine  Gleichung,  deren  Coefficienten  mit  denen  der  Gleichung: 

xf  -{-  Pi .  x^' ~'^  -\ p/^  =  0 

zusammenfallen  müssen. 

Die  Vergleichung  ergiebt  die  Formeln: 

5)  N .p^^i=  A^.p^,_ij^x  +  B.p^,-i-\-  C.p/,-,-1', 

wobei  N  der  vorhin  hingeschriebene  Factor  von  ^■■"  ist,  durch  den  wir 
die  Gleichung  dividirt  haben. 

Aus  diesen  Gleichungen  sind  die  Grössen  ^j^,  Ih:  •  •  •  Ph  bestimmt 
und  zwar  als  ganze  Functionen  von  ^j^  von  den  resp.  Graden  2,  3, . . .  jw. 
Setzen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  letzte  Gleichung  ein,  die  dem  Werthe 
1  =  0  entspricht,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  vom  Grade  ,a  +  1  mit 
der  Unbekannten  ^)j.     Wir  finden  also  den 

Lehrsatz:  Das  Gleichungssystem  4)  ist  auflösbar  und 
zwar  leisten  die  Grössen  Xr  einer  Gleichung  ^*^"  Grades 
Genüge,  deren  Coefficienten  sich  sämmtlich  ganz  und 
rational  durch  eine  Lösung  einer  Gleichung  vom  Grade 
jit  +  1   darstellen  lassen. 

Damit  ist  das  erste  Integral  gefunden  Es  hat  keine  Schwierig- 
keit, mit  seiner  Hülfe  das  zweite  zu  ermitteln. 
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Dasselbe  lautet: 


(x  —  x^y  ...(x  —  x^)- 

Entvrickeln  wir  den  Ausdruck: 

1 1 

(x-xj...(x-x,f    ~f(xf 

nach  Potenzen  von  n  —  Ur,  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungsgleich- 
ungen der  Factor  von:  1 

u  —  «r 
fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  des  Factors  unsere  Bedingungs- 
Sfleichungen  nach  sich.     In  der  That,  es  ist: 

Xun  ist  aber: 

(  — j^— )  =  2f(xr)  .  snccr  .  cncir .  dnccr, 

\      du       '  a^ 

{^^j^-^f^r).s^rar.CY^ar.d>i'ar^2f{x 

Als  hinreichende  und  nothweudige  Bedingung  für  das  Verschwinden 
des  genannten  Factors  ersiebt  sich  aber  die  Gleichuno;: 


C^n = 0 

V     du-    Ja.. 


und  das  ist  die  früher  gefundene. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  den  Ansatz  machen: 
1  ^     d'-IogÄI^(u  —  cir)       \r^  ,  d^JogAl^{u  +  ccr) 

j^2  =  ^0  ^2j ''"         ~(fu:'  '^2j'''  du' 

wobei  die  Constanten  unmittelbar  zu  bestimmen  sind. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  drei  anderen  Fälle  zu  betrachten. 
Da  nichts  principiell  Neues  auftritt,  so  wollen  wir  uns  bei  ihnen  noch 
kürzer  fassen. 

Im  zweiten  Falle  hat  ein  Integral  die  Form: 
7)  y^^snu  .  cnu(sn^u  —  sn-a^)  . .  .(sn'-u  —  sn'-Uf^^i). 

Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen: 

0  =  'V    '^^  +  "' 

^Lj       Xr  —  Xi 

zwei  fort,  nämlich  diejenigen,  die  sich  auf 

«:  =  0     und     u  =  K 
beziehen.    Es  bleiben  nur  jtt  —  1  Gleichungen,  welche  die  Form  haben: 
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0  =  l-2(l+yt2)av+3F4  +  4y;  -^^  +  ^  +  -^^, 

.^mJ      :tr  —  Xi  Xr  Xr—\ 

wobei  für  r  zu  setzen  ist  3,  A,. . .  ^i-\-\,   die  Summe  nach  /  über  die- 
selben Zahlen  mit  Ausschluss  von  l  =  r  zu  erstrecken  ist. 
Das  Gleichungssystem  kann  geschrieben  werden: 

2  .^      Xr—  Xi 

+  k'^xJ.-Xr{l-k''Xr), 

oder  auch: 

^)      "- — — 2. +  ^Z'^;~^; 

Damit   haben   wir    ein    ähnliches   Gleichungssystem  wie  vorhin  er- 
halten, welches  analog  wie  das  vorige  behandelt  werden  kann. 
Im  dritten  Falle  hat  ein  particuläres  Integral  die  Form: 
9)  u^  =  cnn  .  dn  u  {sn-u  —  snru^  . . .  (sirii  —  sw^a^, _|_i). 

Dann  fallen  von  den  allgemeinen  Gleichungen  wiederum  zwei  fort, 
nämlich  diejenigen,  welche  sich  auf 

cc=^K    und     a  =  K+  iE' 
beziehen  und  es  bleibt   das  System  übrig: 

0  =1  -  2(1  -f  F).v+  3Jc'4-\-4y-^  -f  ^  +  -^, 

^^1^     'AJl"  ihl  Jbf  J.  -L 

oder  also  wir  erhalten  die  Gleichungen:  "' 

10)  0  =  1-  4(1+  A;^>>+  7P4+  4  V'.— ^- 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziel. 

Viertens  endlich  kann  das  erste  Integral  die  Form  haben: 

1  0  Vi  ^  ^**^^  •  dnuis'n/u  —  sn-a^  . . .  (sn^ii  —  6n-au  +  i)- 

Von  den  allgemeinen  Gleichungen  fallen  zwei  fort,  nämlich  die- 
jenigen, die  sich  auf 

«  =  0      und       a  =  K  -\-  iK' 
beziehen. 

Das  übrig  bleibende  System  lautet: 
0  =  1  -  2(1  +  F).av  +  U^'xl  +  4  V'-^  +  ^  +  -^^ 

^K^    X,-        Xi  Xf  J. 

oder  also  wir  erhalten  die  Gleichungen:  ^" 

12)  0  =  3-  2(2  +  dk^x,-]-  lk'xj.^4:y—^' 

^  ^  ^J    Xr  —  Xi 

Damit  sind  wir  wieder  am  Ziel.  In  allen  drei  Fällen  einlebt 
sich,  das  Resultat,  dass  die  Grössen  ii^,  .r^,  . . .  .f^_|_i  Wurzln 
einer   Gleichung   vom   Grade   /u,  —  1    sind,    deren   Coeffieienten 
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sich  ganz  und  rational  durch  eine  Wurzel  einer  Gleichung 
vom  Grade  ft  darstellen  lassen. 

Das  zweite  particuläre  Integral  kann  in  allen  drei  Füllen  analog 
bestimmt  werden,  wie  im  ersten. 

Der  Werth  von  c^  ist  in  allen  vier  Fällen  gleich  ;;/(;><  -(-  1),  während 
der  Werth  von  r^^  sich  in  der  bekannten  Weise  ergiebt. 

Wir  nehmen  jetzt  den  Fall: 

))!,  =  2}l  -\-  1. 

Es  fragt  sich,  wann  die  beiden  Ausdrücke: 

'9-i(v  +  «i)  . . .  9-1  (y  +  «a/t  +  i) 
und 

-^iC^'  —  «i)  ...  9-1  (i^  —  a2,u  +  i) 

dieselben  Nullpunkte  haben,  wobei  die  Grössen  a  alle  von  einander 
verschieden  sind. 

Es  folgt  dann,  dass  auch  hier  vier  Fälle  möglich  sind  und  zwar 
die  folgenden: 

I.     cq  =  0,     a^=  —  a2fi  +  i,  ...  t(in^i=  —  cc^,+2, 

II.       lCj^=  K,      «2  =  ~  «2^+1,  ••  •  w^  +  i=  —  «,.,+2, 

III.  «^  =  J5r+  iE',     a^=  —  «2^+1,  •  •  •  «^<  +  i  =  —  «/i+2, 

IV.  £^1  =  0,    (C2  =  K,    cc^  =  K+  IK',    c(^=^  —  a2iii  +  i,  ...  c(f^  +  -2=  —  cc/Li+3. 

Im  Princip  bleiben  die  Betrachtungen  genau  wie  vorhin. 
Im  ersten  Falle  hat  ein  particuläres  Integral  die  Form: 

■^3)  Ui  ="  snu(sn-u  —  sn'^iCo)  .  ■ .  (sn-a  —  sn^af^^i). 


14)  l-2(l+F)^v+3F4  +  4V'-^^  +  2[l-(l  +  Z;-')xv  +  />-4j  =  0, 


Eine  Gleichung  fällt  von  den  allgemeinen  fort,  die  übrigen  haben 
die  Form: 

Xi 

oder  also  wir  erhalten  das  System: 

15)  3  -  4(1  +  h'^)xr+  b¥4+  4  y  — '^^—  =  0. 

^mJ       X,.  Xl 

Dieses  Gleichungssystem   kann   genau   so   wie   das  erste  behandelt 
werden.^    Es  ist  auflösbar  und  zwar  leisten  die  Grössen 

X^j  X^j  .  .  .  Xfi  _|_  1 

einer  Gleichung  vom  Grade  ,u  Genüge,  deren  Coeffieienten 
sich  sämmtlich  ganz  und  rational  durch  eine  Lösung  einer 
Gleichung  vom  Grade  yi  -\-  1  darstellen  lassen. 

Krause,  DoppeltpuriotUscbo  Fimctioucu.    11.  lö 
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Ein  zweites  particuläres  Integral  hat  die  Form: 

16)         !h  =  ?/i  /  - 


du 


Entwickeln  wir  den  Ausdruck: 

1 1 

sn^u(sn^u  —  sn^a^y. . .  (sn^u  —  sw-a^-|-i)-      xfixf 

nach  Potenzen  von  u  —  a,-,  so  fällt  vermöge  unserer  Bedingungsgleich- 
ungen der  Factor  von 

1 

u  —  ar 

fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  dieses  Factors  unsere  Bedingungs- 
gleichungen nach  sich. 
In  der  That,  es  ist: 


sn 


,.  V       .  .  (dsm(  .f(x)\     ,    (ii  —  Ur)'^  / d^snu.f(x)\     , 

nu .  fix)  =  («  -  a,)  [^-^)^  +  ^^-^  (         ,;,..      ')^+  ■  ■  ■ 

Nun  ist  aber: 

(dsnu.f{x)\        o^ir    \     2  i 

\ -j — ^^)  =  2f\Xr)Sn^ar.cnar.dnar, 

UPsnu.f{x)\ 
V       d^'       /„^ 

=  2snar  { 2f{xr)snhcr .  cn'ar .  dn^Ur  -f  f  {Xr)[?>  -  4(1  -f  l^)Xr  +  5Ä;24J } . 

Die  Bedingungsgleichungen   für   das  Verschwinden   des   genannten 
Factors  lauten  demgemäss: 

f'{Xr)[2>  -  4(1+  F):K,-f  bl^xl]   +   2Xr.f{Xr).3I,.=  0, 

M,.=  l-i\+'k^)xr-^h^4, 

und  das  sind  die  früheren  Gleichungen. 

Unter  solchen  Umständen  können  wir  schreiben: 


snHi 


■m'    '^  '    du^    +4' d^^ — 

^^f^  dHog A\{ii. -\-  ccr) 


du- 


Die  Constanten  sind  wieder  unmittelbar  bestimmt. 
Im  zweiten  Falle  wird: 

l"^)  Vi  =  cnu(sn^u  —  srra,)  . . .  (sn^u  —  sw^a^+i). 
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Eine  Gleichung  fällt  fort  und  es  bleibt  das  System: 


0  =  1-2(1  +  l^Xr  +  2>¥:(^  +  4  y '  -^ 2xv(l  -  ¥xr), 

oder  also  wir  erhalten  das  System: 

18)  0  =  1  -  2(2  +  l'^Xr  +  ö^'av  +  4  y      "' 


^mJ       Xr  Xi 

Drittens  wird: 
1^0  i/i  =  dnu{sn-u  —  sn'^a^)  . . .  (sn'ii  —  sn^a^^i). 

Das  übrigbleibende  Gleichungssystem  lautet: 

0  =  1-2(1  +  Jc')xr  +  Sr-xJ.  +  4  V'  ^^ 2  Jc\x,.  -  4), 

oder  also  wir  erhalten  die  Gleichungen: 

20)  1  -  2(1  +  2F)^.  +  5A- V.      ,  y ,      H^      _  ^ 

"^  2  "^     Xr  —  Xi 

Viertens  endlich  kann  sein: 

21)  </i  =  snu  .  cnu  .  dnu(sn-H  —  sn^u^)  . . .  {sn'^u  —  .sn-a^+2). 

Hier  fallen  drei  Gleichungen  fort.    Das  übrigbleibende  Gleichungs- 
system lautet: 

2 

0  =  l  -  2(  1  +  F)av.+  3/rV:  +  4  y  -^^^— +  2[l-2(l  +  ]c')xr-h  dk-'x'r], 

Z^     Xr  —  Xi 

oder  also  wir  erhalten  die  Gleichungen: 


22)  0  =  3-6(1+  k'')Xr+  9k'x^r  +  4  V 


t  tlr 


^mJ     X I-  ~     Xi 

Weiter  wollen  wir  auf  diese  Fälle  nicht  eingehen,   da  sich  nichts 
principiell  Neues  ergiebt. 

§56. 
Discussion  der  speciellen  Fälle  für  die  Picard'sche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnimg. 
.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  der  Differentialgleichung: 

du-  dnn       an 

welche  in  §  40  näher  untersucht  worden  ist.  Aus  den  dortigen  Unter- 
suchungen folgt,  dass  nur  der  Fall  des  ungeraden  m  zu  speciellen 
Betrachtungen  Anlass  geben  kann. 

Setzen  wir:  ,H  =  2.a  +  l, 

so  hat  in  diesem  Falle  ein  lutesfral  die  Form : 

18* 
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&,(v^a,)...r%{v  +  a^^ 


X  u 


während  das  andere  durch  Verwandlung  von  v  in  —  v  entsteht.  Zunächst 
folgt,  dass  auch  hier  die  Grössen  cc^,  .  .  .  cc,a  von  einander  verschieden 
sein  müssen.     Eines  besonderen  Beweises  bedarf  diese  Eigenschaft  nur 

Wir  beweisen,  dass  das  Integral  nicht  die  Form  haben  kann: 

y  =  dn''ti .  y^. 

In  der  That,  wäre  dasselbe  der  Fall,  so  müsste  die  Gleichung 
stattfinden : 

dnu — --  ,  ^     -  4-  2(u  +  l)hsnu  .  cnu— — - — ^-^  =  dn'+^  u  .  w. .  Cr.. 
dti^  du  ""'    " 

Differenziren  wir  rechts  und  links  r  ~  1  mal  und  setzen  nach  der 

Differentiation:  ^^  =  K  4-  iK' 

so  ergiebt  sich  die  Beziehung: 

r  —  1  =  2(u  +1)  das  heisst  r  =  m  +  2. 

Diesen  Werth  kann  r  aber  nicht  haben.  Der  Satz  bleibt  auch 
richtig  für  r  =  1 ,  sodass  sich  also  hier  ein  Unterschied  gegenüber  der 
Lame 'sehen  Gleichung  zeigt.  Das  Integral  kann  keinen  Factor  dnn 
besitzen.  Im  Uebrigen  bleiben  die  Betrachtungen  ähnlich  wie  früher. 
Wir  fassen  uns  noch  kürzer  als  bei  der  Lame 'scheu  Gleichung.     Wir 

nehmen  zunächst  den  Fall: 

m  =  1. 
Dann  fragt  sich,  wann 

d-i(v  +  «i)     und     9'^(v  —  r<i) 

unter  den  angegebenen  Bedingungen  zu  gleicher  Zeit  der  Null  gleich 
werden  können.     Es  sind  zwei  Fälle  möglich. 

I.     «1  =0;     ^1  =  snu. 
Die  Differentialgleichung  nimmt  die  Form  an: 

dir  dnu       du 

Ein  zweites  particuläres  Integral  hat  die  Form: 

^du 


_.,„  snn  .  cnu 

p^  =  21^ 

dnu 
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Nun  ist  aber: 

—JPidu  =  logdn-u, 

mithin  erhalten  wir: 

Ä\  f'dn-fi  ['   du 

4)  ])o  =  Vi  I s — du  =  11,1 5 k-u  .  IL. 

Damit  ist  dieser  Fall  erledigt. 
Zweitens  kann  gesetzt  werden: 

II.     «j  =  K,     y^  =  cn  u. 
Die  entsprechende  Differentialgleichung  lautet: 

..  d-y       ^,.,  snu  .  cnu    du 

o)  ^  +  ^^  7 T---  .'/• 

du-  dnu        du 

Das  zweite  particuläre  Integral  lautet: 

rdnhi    , 

Im  allgemeinen  Falle  sind  nun  auch  zwei  Möglichkeiten  vorhanden. 

L       «1  =  0,       «2  =  —   a,n,  .  .   .  (C/u  +  l  =  —  «^*  +  2, 

II.     «1  =  K,    cq  =  —  «„,...  «^+1  =  —  «/,  +  2- 
Im  ersten  Falle  wird: 

7)  y^  =  S7iu(sn-u  —  sn-a2)  .  .  .  (sn-u  —  sn-K^+i). 

Im   allgemeinen  Falle  lauteten  die  Bedingungsgleichungen  für  die 
Grössen  Xr'.  • 

(jLl  4-  \)u,.  .  k'  _  -^r     Ur  +   Hl 
'  1  —  k^Xr  ^       Xi  —  Xr 

In    unserem    Falle    fällt    eine    der   Gleichungen   fort,    die    übrigen 
nehmen  die  Form  an: 

{ii  +  \)4  .k'-        1  -  2(1  +  ¥)x,.  +  U-xl 


oder  also 


1  -  k-x,:  2 

.^J     Xr  —  Xi  Xr 

oder  also  wir  erhalten  das  System: 

^^         Q      3-2^.[2-(/.-l)Pj-F4(2^-3)  ^  ^y>     ti'r 

2  .^^    Xr  —  Xi 

Damit  sind  wir  wieder  zu  einem  Gleichungssystem  von  bekannter 
Form  gelangt  und  können  die  Untersuchung  abbrechen. 
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Ein  weiteres  particuläres  Integral  wird: 

(m  +  l)k'^snu  .  cnu 


2h 


Nun  ist: 
mithin  wird: 


«)  ^'---"'fi^, 


dnu 

dn"'  +  ^u  .  dn 


■u(sn^u  —  sn^a^y.   .  (sn^u  —  sw^a^-i-i)^ 

Entwickeln  wir  den  Ausdruck: 

dri^+'^u  dn"'  +  ^u 

sn^u(sn^u  —  sn^a^'^ .  .  .  {sn^u  —  sn^a^_|_i)^        sn^u  .  f{xy 

nach  Potenzen  von  n  —  Ur,  so  fällt  vermöge  der  Bedingungsgleichungen 
der  Factor  von:  i 


U  —  ttr 

fort  und  umgekehrt  zieht  das  Fortfallen  dieses  Factors  unsere  Bedingungs- 
gleichungen nach  sich. 

In  der  That,  wir  können  setzen: 


sn^u  .  f{xf       (w  —  UrY       u  —  a,. 

dn"'+^tt  =  dn"'+^ar  —  {n  —  ar){m  +  \yk^ snur  .  cna,.  .  dn'"(Xr  +  •  •  • 

Also   folgt  als  Bedingung  für  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
von  (u  —  ar)~^  die  Gleichung: 

10)  Ä_.2- (m -\- l)]i^snar.cnar  — A^i.dnar=  0. 

Erwägen  wir,  dass  A-2  und  Ä_i  die  Werthe  besitzen: 

1 


A_, 


4:f'(XryxJ.  .  Cn^Kr  .  dn^  Kr 


j_  __      V" {xr)  Xr .  cn-ar  ■  dn-ar  +  f'{Xr)  [3-4(1  +  k-)  x..  +  ö/.-^  .r^] 

Afix^^sn^Hr .  cn^ar .  dn^Ur 

so  nimmt  unsere  Gleichung  die  Form  an: 

f'(Xr)k\m  +  lyij.  +  2f"(x,.)  sn-ar .  cn'^dr .  dn^'ccr 


11) 

+  f'(Xr)dn'^ar[3  -  4(1  +  r')xr+  ÖA-^J. 

Damit  sind  wir  zu  der  früheren  Gleichung  gelangt. 
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Unter  solchen  Umständen  können  wir  den  Ansatz  machen: 
'(ln"^  +  'u  _  cr-JogAl,(H)  /-^-^     dno(iÄl,(n  +  Ur) 


er 


x.fixf        "        '         du'  '  ^  '  dir- 


^+J 


+2^' 


h  ,  d-lo(jAli(u  —  dr) 


du^ 


Die   Werthe    der   Constanten    sind   unmittelbar   bestimmt.     Damit 
sind  wir  am  Ziel. 

Im  zweiten  und  letzten  Falle  wird: 
12)  y^  =  cnu(sn-u  —  sn-a^)  . . .  (sn^ii  —  s«-n:^^_iY 

Die  Grössen  Xr  sind  aus  dem  Gleichungssystem  bestimmt: 
-  k\(l  +  1)  H^       1  -  2(1  +  k')xr  +WxJ.      ^  y,,       iil        ,       ul 


+ 


1  —  k^Xr  2  ^      Xr  —  Xi         Xr  —  1 

oder  auch: 

Q      1  -  2;7;,(2  -  Fu)  -  4 .  k^i^li  -  3)   ^  o  y  >      m^ 
'  2  "^^    a;^— iC/ 

Damit  sind  wir  wiederum  zu   einem   bekannten   Gleichungssjstem 
bekommen  und  können  abbrechen. 


§  57. 
Specielle  Untersuchung  derjenigen  Differentialgleichungen 
zweiter    Ordnung,    deren    Integrale    einen    einfachen    Un- 
endlichkeitspunkt haben,  während  die  Coefflcienten  noch 

einen  zweiten  besitzen. 
Als    Grundform    der    in    der   Ueberschrift    näher    charakterisirten 
Differentialgleichungen  haben  wir  in  ^  42  die  Form  gefunden: 

du-      ^    du 
wobei  gesetzt  ist: 

Pi,  =  Cy-\-  Co  .k-.syiß  .snii  .sn(u  +  ß), 

^2  =  Cg  +  Ci .  k^.  snu . sn (ii  +  /3)  +  c-^ .  k'sn-u. 

Die  Grösse  c^   war  der  Einheit  gleich,    ebenso   c.^\   t\   bleibt  will- 
kürlich, während  Cj  und  c.^  aus  den  Gleichungen  bestimmt  sind: 

C4         cnß.dnß 
bnß  snß  ^' 

cnß.dnß         1 


Co  —  c. 


sn'^ß         srrß 
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Die  Integrale  folgen  aus  der  Gleichung: 

Ci{\.  —  'k^srrß.sn^u)  =  Ji-^u  .srrß  —  snß  .rnß  .dnß  .sn-c<). 
Durch  Quadrirung  ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 
r  h'^sn^ß.sn^a 

^^    \  +  (2c, .  Jchnß  .cnß.  dnß  -  k'^sn^ß  -  k-c,\  sn^-ß)sn-(c  +  c,-  =  0. 

Es  ist  nun  klar,  dass  der  specielle  Fall  nur  dann  eintreten  kann, 
wenn  die  Discriminante  dieser  quadratischen  Gleichung  mit  der  Un- 
bekannten  sn-a  verschwindet. 

Dieselbe  zerfällt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  in  zwei  Factoren, 
sodass  wir  die  beiden  Gleichungen  erhalten: 


3) 


snß .  Cj-  -  2(cnß  .  dnß  -  l)c,  +  ¥.sn^ß  =  0, 
snß.c,--  2{cnß.dnß  +  l)q  +  k-.sn^ß  =  0. 

Die  beiden  Gleichungen  stehen  mit  einander  in  einem  engen  Zu- 
sammenhang. Die  eine  entsteht  aus  der  anderen,  indem  an  Stelle  von 
/5  gesetzt  wird:  ß^2K+2iK\ 

Unter  Hinzunahme  der  elliptischen  Functionen  mit  dem  Argumente 

2      ^ 
lassen  sich  die  Wurzeln  Cj  der  beiden  Gleichungen  schreiben: 

c,  =  h^sn-ß'.  snß^ 
snß 


4) 


'       sn-ß' 
c,=  —  snß 


dn'-ß' 


c^  =  —  k^snß 


cn'ß' 
ci-r-ß' 


dn'ß' 


Es  giebt  also  vier  und  nur  vier  Werthe  von  c^,  deren  zugehörende 
Integrale  nicht  mehr  beide  doj)peltperiodische  Functionen  sind. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  wenn  man  den  folgenden 
völlig  verschiedenen  Weg  einschlägt. 

Ein  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  hat  jedenfalls 
die  Form: 


5)  y^ 

folglich  wird  ein  zweites: 
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6)  ik-yJc^ 


du, 


^\{v  +  a) 
wobei  gesetzt  ist: 

V  aß        y  da 

Dieses  zweite  Integral  ist  keine  doppeltperiodisehe  Function  mehr, 
wenn,  von  Perioden  abgesehen,  die  beiden  Gleichungen  stattfinden: 

2a  -h  =  0, 

dlo(j&^{h)        ^dlo(j»^{a) 
-'^  dß  "  da  ~^- 

Die    erste  Gleichung    zeigt,    dass  a    vier   verschiedene  A\'erthe  an- 
nehmen kann: 

I.     cc^ß', 

IL     a  =  ß'-\-iK', 

III.  a  =  ß'+  K-^iK', 

IV.  a^ß'^K 

Die     zweite    Gleichung    bestimmt    die    dazu    gehörenden    AVerthe 


von  c,. 


1- 

Berücksichtigen  wir  die  Gleichung: 


dß  dß' 

so  folgt  für  a  =  ß': 

Cj  =  h^sn^ß' .  snß, 

das  heisst  wir  erhalten  einen  der  vorhin  gefundenen  Werthe  von  c^. 

Genau  so  würden  sich  die  drei  anderen  ergeben.  Da  diese  drei 
Fälle  sich  durch  Substitutionen  einfachster  Art  aus  dem  ersten  ergeben, 
so  wollen  wir  uns  auf  diesen  beschränken. 

Das  zweite  particuläre  Integi'al  können  wir  schreiben: 


1/2—  !h  I  A.*/,.  _j_  7/)        ""' 


oder  also  wir  erhalten  den  Werth: 


J  \  k-su'ß'.  sn^(i(  -\-  ß  )  I 

Unter  solchen  Umständen  ergiebt  sich  der 

Lehrsatz:   Im    speciellen   Falle   ergiebt   sich  erstens   die 
Differentialgleichung: 
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7  9  7 

wobei  gesetzt  ist: 

p2  =  ^3  +  ^4  •  ^'snii.sn .  (u  +  /3)  +  k^sn^u, 
C3  =  -  1-  /^2+  khn^ß  -  Ichn^'ß'.  cnß  .  dnß 
Cj  =  cnß  .  dnß  —  h^sn^ß'.  sn-ß. 
Die  beiden  Integrale  lauten: 


2/2  -  .'A  J    (1       khn'^ß'.sn'(:u  +  /3')  /  '^"■ 


Die  drei  andern  Ausnahmefälle  folgen  aus  dem  soeben  betrachteten 
durch  die  vorhin  näher  definirten  Substitutionen. 

§  58. 

Specielle  Untersucliung  aller  Diflferentialgleichungen   zweiter 
Ordnung,    deren  Integrale   denselben  zweifachen  Unendlich- 
keitspunkt   haben,    während    die    Coefficienten    noch    einen 
weiteren  besitzen. 

Die  in  der  üeberschrift  näher  charakterisirten  Differentialgleich- 
ungen bilden  den  Gegenstand  des  43.  Paragraphen.  Sie  können  in  die 
Form  gebracht  werden: 

2h  =  <^i  +  ^2  •  k-snß  .snii.  sn (u  +  ß), 

^2  =  C3  +  ^4 .  l'snu .  sn(ti  +  /3)  +  Cg .  k^srru. 

In  dem  angegebenen  Paragraphen  sind  die  Werthe: 

^2  =  1,2,3 

näher  untersucht  worden,  indessen  können  wir  uns  nach  den  dortigen 
Darlegungen  auf  die  beiden  ersten  Fälle  beschränken.  Das  soll  ge- 
schehen     Wir  nehmen: 

I.      r,  =  l. 

In  diesem  Falle  ergab  sich  für  die  Grösse  So  eine  quadratische 
Gleichung.  Nach  einigen  leichten  Umformungen  können  wir  dieselbe 
in  die  Form  bringen: 
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2)  r^\f^'-^r,.s,  +  r,  =  0, 
wenn  die  folgenden  Bezeichnungen  eingeführt  werden: 

r,  =  -  9c,^.sn^ß  +  Mc^Ksn^ß  .cnß  .dnß  -  2c,-.cl-\-4c,.fl_^- d^, 

d,  =  Wsn'^ß  -  22(1  +  l'^sh'ß  +  21khn^ß, 

r/g  =  sn^ß  .cnß.  dnß  (dkhn-ß  -  4  -  4/:^)^ 

d.^Skhn^ß.cn'^ß.drrß  +  l'sn^ß. 

Soll  nun  einer  der  Ausnahmefälle  eintreten,  so  muss  die  Dis- 
criminante  der  Gleichung  2)  verschwinden,  oder  also  die  Relation  be- 
stehen: 

3)  f\'-4r,.r,  =  0. 

Es  ist  das  eine  Gleichung  vom  achten  Grade  mit  der  Unbekannten  Cj. 
Dieselbe  lässt  sich  zunächst  in  die  beiden  Gleichungen  vom  vierten 
Grade  zerlegen: 

I  r,  -  4:khn^ß{c, .  s,  +  2«)  =  0, 

I  >-i  +  U'sn^ß(c^ .  Si  +  2u)  =  0. 

Als  Werth  von  A"-(qs^+2?f)  ergiebt  sich  der  Ausdruck: 

(  3c,3-  sc,''"^-'l"^  +  c,(-  4  -  4A-^^+  U-'su'^ß) 
5)  !  ^"/^ 


—  2L^i<nß  .cnß.dnß. 

Es  folgt  dann  leicht,  dass  die  beiden  biquadratischen  Gleichungen 
sich  in  je  zwei  cjuadratische  Gleichungen  zerlegen  lassen  und  zwar  die 
erste  in  die  folgenden: 


6) 


'?) 


^  "^     ^  V     sn-ß  srfß 


+  lHn*ß' .  sn'ß  -  Wsn-ß'  +  2Jrsn-ß  =  0, 

sn'^ß  '        sii'ß' 
sn^ß 


3c2  -2sw^.ci  i-7:::2^+    -  — o^, — ) 


+ 


sr('*/3'       sw^^ 


^  +  2k^sn'^ß  ==  0. 


Die  beiden  andern  Gleichungen  erhalten  wir,  indem  wir  uns  an 
Stelle  von  ß  :  ß  -\-  2  K  gesetzt  denken.  Hierbei  geht  der  Reihe 
nach  über: 
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snß,       ofß,      dnß,      snß' 
in 

-snß,  -cnß,     änß,      „,- 

Unter  solchen  Umständen  erhalten  wir  den 

Lehrsatz:  Im  Falle  c.-,  =  \\\'6Yi  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung 1)  auf,  doppeltperiodisch  zu  sein,  wenn  (\  einer 
Gleichung  achten  Grades  Genüge  leistet.  Die  Auflösung 
dieser  Gleichung  achten  Grades  kann  auf  die  Auflösung 
von  vier  quadratischen  Gleichungen  zurückgeführt  werden. 
Eine  derselben  lautet: 

^(^,-2snß.<i-^-A^+  ^^'^^''f^')  +  kHn'ß.sn-'ß' 
^  '      '■\     .■ih'ß  sn-ß         / 

-Uhn'ß'-h2hhn'ß  =  0. 

Die  drei  anderen  ergeben  sich  aus  der  vorstehenden, 
indem  an  Stelle  von  ß  gesetzt  wird  resp.: 

ß^2K, 

ß  +  2iK', 

ß  +  2K+2iK'. 

Die  Coefficienten  Cg,  C4,  Cg  haben  die  früher  angegebenen 
Werthe. 

Die    wirkliche  Auflösung    hat    keine   Schwierigkeit.     Das  doppelt- 
periodische Integral  ist  unmittelbar  bestimmt,  während  das  zweite  die  ■ 
Form  hat: 

8)  y,  =  yjF{n)(hi, 

Hieraus   folgt,    dass    wir   für    das    zweite   Integral   auch  die  Form 
wählen  können: 

Ö)  V-2  =  :'/i  /  (cfs  H 27A ^  +  — 27-^1 ^)  ^^h 

wobei  die  Grössen  e„,  Cj,  e,  leicht  bestimmbare  Constanten  sind. 
Wir  nehmen  jetzt: 

II.     C2  =  2. 

Wir  wollen    in    diesem  Falle   anders    verfahren.     Ein   Integral  der 
Difi'erentialgleichung  hat  jedenfalls  die  Form: 
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10)  y.  = ^1^^;^ e       M^d 

folglich,  lautet  ein  zweites: 

'du 


Soll  dasselbe  aufliören,  doppeltperiodiscli  zu  sein,  so  müssen,  von 
Perioden  abgesehen,  die  Gleichungen  bestehen: 

12)  2?>  =  2(a,+  «,), 

13 )  -  c  -  2  ^^^^^^o(^)  _^  2  r  ^^%^oK)  ^   f^% ^o(«2)1  _  0 

^  fZ/3  "L        da^  dcc^        J 

Aus  der  ersten  Grleichung  folgt  als  einer  der  in  Betracht  kommenden 

AVerthe  von  «^  +  o^ : 

a  =  ((^  +  «2  =  ^■ 

Mit    diesem   ^vollen    wir    weiter    operiren.     Die    zweite    Gleichung 
kann  geschrieben  werden: 

^  -  aß  da 

oder  also  wir  erhalten  im  speciellen  Falle: 

14)  21:'sna^ .  snu.^  .  snß  =  c^. 
Nun  folgt  weiter: 

iCi  =  «  —  ((-2, 

also  ergiebt  sich: 

snuj^{l  —  k^sn'u  .  sn^a.2)  =  snu  .  cnic^  .  dna^  —  snu.^  .  cna  .  rZwa, 
oder  also: 

snß  .  ((.,  =  X.2 .  cnß  .  dnß  +  sno^ .  sna^il—  khn^ß  .  sn-Go). 

Analog  wird: 

snß  .  y(i  =  i\  .  cnß  .  dnß  +  snu^ .  sna^^^i  —  k-sn^ß  .  sn^Ui). 

Durch    Quadrirung    und    nach    Fortlassung    eines   Factors    ergiebt 
sich  die  quadratische  Gleichung: 

x^--(sn^ß  -  2cnß  .  dnß  .  sna^ .  sna.,  +  Jc-sn^ß  .  sn-cci .  sw-^a)-«' 

-f  sn'-Ui .  sn'-a^  =  0, 

deren  Wurzeln  die  Grössen  :i.\  und  Xo  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich: 

Si  =  sw^a^  +  sn^a^  =  sn-ß  —  2 cnß  .  dnß  .  sna^ .  sna., 

+  k^sn^ß  .  sn^Ui . sn-cc^. 
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Andererseits  hatten  wir  aber  gefunden: 
15)  l-snß .  C4 .  i'i  =  —  4c^, 

10)  c^=-2c^.snß  +  4cnß.dnß. 

Die  Vergieichung  der  beiden  Werthe  von  s^,  die  wir  soeben  auf- 
gestellt haben,  sowie  die  Hinzunahme  des  gefundenen  Wertlies  von 
sna^.sna^  ergiebt  dann  für  q  die  cubisehe  Gleichung: 

I      3_6    2  cnß.dnß  ^^^^_2-2h'+^Jchn'ß) 
17)  ^  ^         snß  '^  >  t^j 


-Skhtiß.cnß.dnß^O. 

Damit  sind  wieder  alle  Schwierigkeiten  gehoben.  Alles  weitere 
folgt  ganz  analog  wie  im  Falle  c.^  =  1.  Wir  sehen  unter  solchen  Um- 
ständen von  der  weiteren  Durchführuns  ab. 


§59. 
Specielle  Untersucliung   derjenigen  Differentialgleichungen 
zweiter    Ordnung,    deren    Integrale    einen    einfachen    Un- 
endlickkeitspunkt  haben,   während  die  Coefücienten  noch 

zwei  weitere  besitzen. 
Wir    wenden   uns    schliesslich    iu   der  Theorie   der   in   der  Ueber- 
schrift  näher  charakterisirten  Gleichungen,  die  für  den  allgemeinen  Fall 
in  §  46  näher  untersucht  worden  sind.    Als  Form  derselben  ergab  sich: 


1) 


I^~2  +  l^i  +  ^2^^- ^'^ßi  •  ^'^*<  .sn(;u  +  /3j) 
et  Iv 

+  c^h^.  snß^ .  snti .  sn  («  -f  ß^J]  -^  =  yp.,, 

Ih  =  '^'4+  Cr,li^.sn^u  +  c^h^ . sn ß^. snu  . sn{u  -\-  ß^) 
+  Cjh^.snßc^  .snu.sti(u  -f  /ig). 
Die  beiden  Integrale  hatten  im  Allgemeinen  die  Form: 

wobei  A  aus  der  Gleichung  bestimmt  ist: 

3)     —  2A  =  k^snß^ .  sna  .  sn(a  —  /3J  +  k^snßo .  sna  .  sn(cc  —  ß^). 
Wir  setzten  ferner:  a    1    r 


2 

und    fanden,    dass    sn-co    eindeutig    bestimmt    ist,    sodass    die    beiden 
Werthe  von  a  lauten: 
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ßi  =        w  -| } 


2 

8. 


ßl-\-ß2 


2 

Hieraus  folgt,  dass  vier  specielle  Fälle  eintreten  können: 

I.  CO  =  0, 

IL  to  =  Z, 

III.  co=-  K+  iE', 

IV.  CO  =  iE'. 

Wir   begnügen   uns,  den   ersten   in  Betracht  zu  ziehen.     Für  den- 
selben wird: 

ßi  +  /5, 
«1  =  «2  =  a  =  — '-^ — -7 

mithin  nimmt  X  die  Form  an: 

.    4)  2l  =  Jc\snß,-snß,)3n^^^^~^sn^^^^, 

während  das  erste  Integral  wird: 

5)  ..= ^^(^^ '-'■'-"'" 

f= 


.o(^) 


Mit  Hülfe  des  Additionstheoremes  der  ^(«)- Functionen  können 
wir  den  Exponenten: 

auch  schreiben:  _ /_&>0       ^(M")  ^ 

Das  zweite  Integral  der  Diflerentialgleichung  kann  in  die  Form 
gebracht  werden: 

Damit  ist  die  Integration  vollkommen  durchgeführt.  Im  all- 
gemeinen Falle  war  nun  die  Constante  c^  vollkommen  willkürlich,  im 
speciellen  dagegen  nicht  mehr.  Wir  erhalten  ihren  VVerth  etwa  auf 
folgende  Weise. 
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Wir    hatten    bei    den    allgemeinen    Betrachtungen    die    Gleichung 
gefunden :     ^p^  ,snß,  =  cn ß, .  dn ß,  +  F^sn^ß, .  sn ccsn{a-  ß,). 
Hieraus  folgt  im  speciellen  Falle: 

n^  o  a       1     o  1^        ^  ßx  +  ß^         ß^-  ß,  snß,  + Snß, 

7)  c^.snß^=  cnßy.dnß^—  h-snß^.sn       ^    -  sn'^'        -  — -^ —■ 

Ebenso  wird: 

8)  c,.snß,  =  cnß,.änß,  ^}iHnß,.sJ-^^sn^^^  snß.^snß,^ 

Damit  sind  die  Coustanten  (\.  und  c-^  bestimmt,  die  Constante  c^ 
folgt  dann  etwa  aus  der  Gleichung: 

^^  V'  +  snß,  sn(ß,  -  ß,)  )       sn\ß,  -  ß,)       ''      ''■ 

Hiermit  ist  auch  dieses  Problem  zu  Ende  geführt  und  hiermit 
schliessen  wir  die  Anwendung  des  Picard-Floquet 'sehen  Satzes  auf 
Diiferentialgleichuno-en  zweiter  Ordnung. 
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In  Bezug  auf  den  ersten  Theil,    der   sich    auf  Additionstheoreme  zwischen 
Thetafunctionen   mit   verschiedenen   Moduln   bezieht,    werde    auf    die    folgenden 
Arbeiten    venviesen,    die    zum    grössten    Theile    schon    im    ersten    Bande    citirt 
worden  sind. 

ScheOtek:  De  aequationibus  modularibus.     Regiomouti  1854. 

lieber   die  Entwickelung   der  Potenzen   der  elliptischen   Transcendenten   9 

und  die  Theilung  dieser  Functionen.     Breslau  1855. 
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Meetess:  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Schröter'schen  Multiplicationsfonnelu 
für  Thetareihen.     Programm  Gymn.  Köln  1889. 
In  dieser  Arbeit  wird  u.  A.  die  Multiplicatorgleichung  für  die  Transformation 
fünften  Grades  aufgestellt. 
Bockhoen:  Beziehungen  zwischen  Thetafunctionen  mit  verschiedenen  Jacobi'schen 

Moduln.     Solingen  1891. 
Hübxee:  Ueber  die  Umformung  unendlicher  Reihen   und  Pioducte   mit  Beziehung 
auf  elliptische  Functionen.     Königsberg.     Programm  des  Kneiphöfischen 
Gymnasiums  1891. 
Pevm  und  Keazeb:  Neue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunctionen. 

Leipzig  1892. 
Krause:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.     Berichte  der  Leipziger  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  1893  und  1896. 
Bei  der  Darstellung  der  Transfonnationstbeorie  habe  ich  mich  auf  die  Fällf 
/(  =  1  und  /8=V?  beschränkt.     Wie  bemerkt,   geschieht  dasselbe,    weil   in   diesen 
Krause,  Doppeltperiodiache  Functionen,   n.  li> 
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Fällen  die  Beziehungen  zu  den  transformirten  Functionen  sich  ganz  besonders 
einfach  gestalten.  Es  ist  aber  zweifellos ,  dass  bei  einer  weiteren  Ausdehnung  der 
Theorie  auch  die  allgemeinen  rationalen  Werthe  von  h  hinzugenommen  werden 
müssen.  Das  entsj)rechende  Additionstheorem  bietet  keinerlei  neue  Gesichts- 
punkte und  Schwierigkeiten  dar.     Es  lautet: 

Leisten  die  ganzen  Zahlen  a  den  Gleichungen  Genüge: 

f  1  «fi  -f  u.,  cifi  -\-  ■  ■  ■  flu  fifc'  =  »■"-  '«£  , 

Uj  Of  1  a,!i-{-  (l»  ttf^  aj->-\-  ■  ■■   Un  (U  H  (l(Jn  =  0, 

so  gilt  das  Additionstheorem: 

c  YJ  ^3  i<\  u.  r)  =2  JJ^«  [^:  ]  ("■*  +  ^*-  ">^  ^) ' 
wobei  die  Beziehungen  bestehen: 

/• .  H-f  =  (tf  i  l\  -^üf^  r.^-\-  ■  ■  ■  Uta  Vn, 

r.  /jf  =  «f  1  rj\-\-as>  /•/'o+  •  ■  ■  fim  r/«, 

</f  =  flf  1  fii  •'>i  -\-((f>  u.,  ■%  -)-•••  (hn  ,a„  Sn  mod  r  nif. 

Die  Grössen  r}'t  können  die  Werthe  0,  1,  ...  r  —  1  annehmen.  Die  Summen 
und  Producte  sind  in  bekannter  Weise  zu  ei'strecken.  c  ist  eine  leicht  bestimm- 
bare Constante. 

Daneben  haben  Prym  und  Krazer  die  Transfonnationstheorie  auf  Grund 
von  Additionstheoremen  zwischen  Thetafunctionen  mit  verschiedenen  Moduln  insofei-n 
erweitert,  als  sie  ganz  allgemein  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  die  Trans- 
formationszahlen, die  von  uns  stets  als  ganze  Zahlen  angenommen  worden  sind, 
beliebige  gebrochene  Zahlen  sind.  Es  hätte  nahe  gelegen,  diese  Verallgemeinerung 
mit  in  Betracht  zu  ziehen,  indessen  habe  ich  doch  geglaubt,  davon  absehen  zu 
sollen,  um  den  genannten  Autoren  die  systematische  EntAvickelung  ihrer  Ideen 
zu  überlassen.     In  Bezug  auf  den  letzten  Punkt  werde  noch  vei"wiesen  auf: 

Kuazer:    Ueber   ein   specielles  Problem    der  Transformation    der  Thetafunctionen. 
Grelle  Journal,  Band  111. 

Die  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen.     Math.  Ann.  43. 

Die  quadratische  Transformation  der  Thetafunctionen.     Math.  Ann.  46. 

Nr.  2. 

Die  hier  gegebene  Darstellung  für  die  Coefficienten  einer  orthogonalen  Sub- 
stitution ist  die  bekannte  Cayley'sche.  Weitergehende  Theorien  finden  sich  in 
Arbeiten  von  Voss,  Frobenius,  Kronecker  u.  a. 

Nr.  3. 

In  Bezug  auf  die  Literatur  über  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischeu 
Functionen  in  trigonometrische  Reihen  bemerken  wir  das  Folgende: 

Die  doppeltpei-iodischen  Functionen  zerfallen  in  solche  der  ersten,  zweiten 
und  dritten  Art,  demgemäss  wird  sich  auch  die  Literatur  nach  diesen  drei 
Richtungen  hin  erstrecken.  Hierbei  ist  aber  zu  bemerken,  dass  eine  strenge 
Sonderung  nicht  durchweg  stattfindet,  da  Methoden,  die  für  die  Functionen  erster 
Art  aufgestellt  sind,  zum  Theil  auch  für  die  Functionen  zweiter  und  dritter  Art 
bestehen  bleiben  und  umgekehrt. 
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Die  Entwickelung  der  einfachsten  Functionen  erster  Art   inihrt  von  Jacob i 
her.     In    Bezug    auf   dieselbe  möge   auf   die  Lehrbücher  vei-wiesen  sein,    die    im 
ersten  Bande  citirt  worden  sind.     Daneben  werde  verwiesen  auf: 
Schlömilch:  Ueber   die  Entwickehmg  der  elliptischen  Functionen.     Abhandlungen 

der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.     Band  2. 
Hermite:    Note   sur   la   theorie    des    fonctions    elliptiques.     Traite   elementaire    de 

calcul  dilterentiel  et  de  calcul  integral  par  Lacroix.     Paris  1874. 
BiEfiLER:  Sur  les  fonctions  doublement  periodiques  considerees  comme  des  limites 
de  fonctions  algebriques.     Grelles  Journal.     Band  88. 
In  dieser  Arbeit  werden  die  Productentwickelungen  der  Thetafunctionen  ein- 
geführt.    Die    Thetaquotienten    werden    mit    Hülfe   eines    Grenzüberganges  auf 
Grund    der  Partiulbruchzerlegung   gebrochener  Functionen    in    trigonometrische 
Reihen  entwickelt.     Die  Methode   genügt    auch   für  Kategorien   von  Functionen 
dritter  Ai-t. 

Appell  :  Sur  une  methode  elementaire  pour   obteuir   les   developpements    en    serie 
trigouometrique  des  fonctions  elliptiques.    Bulletin  de  la  Societe  Mathe- 
mati(pie  de  France.     Tome  XIII. 
In  dieser  Arbeit  ^\^rd  das  genannte  Problem  auf  die  Auflösung  eines  linearen 
Gleichungssj'stemes  zurückgeführt. 

Poincäre:  Remarques  sur  Vemploi  de  la  methode  precedente.     Ibidem. 

De   Presle:    Sur   le    developpement   des   fonctions    elliptiques    en   series    trigono- 

metriques.     Bulletin  de  la  Societe  Mathematique  de  France.    Tome  XIV. 
CuARLiEK:    Om   utvecklingen    af  dubbelperiodiska    funktioner  i  Fourierska    serier. 

Bihang  tili  Kongl.  Svenska  Vetenskaps -Akademiens  Förhandlingar  1887. 
Glaisuek:    Ou    the    series    which  represeut  the  twelve  elliptic   and  the  four  Zeta 

functious.     The  Messenger  of  Mathematics  (2),  XVIII. 
Teixeira:  Sobre  as  func^öes  ellipticas.     Jornal  de  Sciencias  Mathematicas  e  Astro- 

nomicas  publ.  pelo  Dr.  F.  G.  Teixeira.  IX 
In  Bezug  auf  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen   zweiter 
Art  ist  Folgendes  zu  bemerken.     Als   Grundfunctionen   derselben  dienen  die   Aus- 
drücke :  a.     ,      I      \ 

»ß  (v) 

Die  Entwickelung  derselben  in  trigonometrische  Reihen  rührt  von  Jacobi 
her.  Seine  Ausführungen  befinden  sich  in  den  Arbeiten:  „Sur  la  rotation  d'un 
Corps"  im  zweiten  Bande  seiner  gesammelten  Werke.     Daneben  ist  zu  verweisen  auf: 

Scheibner:    Zur   Reduction   elliptischer   Integrale   in   reeller   Form.     Leipzig    1879. 

Supplement  dazu,  Leipzig  1880. 
Hekmite:  Sur  une  application  de  la  theorie  des  fonctions  doublement  periodicpies 

de  seconde  espece.     Annales  de  l'Ecole  noi-male  (3),  II. 
Ln'scHiTz :  Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques.     Ibidem. 
Lerch:  Sur  une  methode  pour  obtenir  le  developpement  en  serie  trigonometrique 

de  quelques  fonctions  elliptiques.     Acta  Mathematica,  XII. 
Teixeira:    Sobre    as    func9Öes    duplamente    periodicas   de  segunda  espece.     Jornal 

de  Sciencias  Math,  e  Astr.  publ.  pelo  Teixeira,  IX. 

Daneben  werde  auf  die  Arbeiten  des  Verfassers  und  Mohrmanns  liingewiesen, 
die  in  der  Folge  citirt  werden. 

19* 
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Wenden  wir  uns  zu  den  Functionen  dritter  Art,  so  ist  zu  bemerken,  dass 
einzelne  schon  von  Jacobi  behandelt  worden  sind  und  zwar  sind  es  die  Func- 
tionen: 


Als  eigentlicher  Begn'inder  der  Theorie  niuss  Her  mite  angesehen  werden. 
Es  waren  zahlentheoretische  Fragen,  die  ihn  zu  seinen  Entwäckelungen  führten. 
Die  bezüglichen  Arbeiten  sind: 

Lettre  de  M.  Hei-mite  ä  M.  Liouville.     Comi^tes  rendus  1861. 

Sur    la    theorie    des    fouctions    ellij^tiques    et    ses    applications    ä    l'arithmetique. 
Comptes  rendus  1862. 

Die  Arbeiten  finden  sich  auch  im  Liouville'schen  Journal  de  Mathematiques 
and  zwar  unter  folgendem  Titel: 

Sur  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses  applications  ä  Tarithmetique  (2),  VII. 
Sur  les  theoremes  de  M.  Kronecker  relatifs  aux  formes  quadratiques  (2),  IX. 

In  diesen  Arbeiten  wird  ohne  Beweis  die  Entwickelung  einer  grösseren 
Anzahl  von  Functionen  dritter  Art  in  trigonometrische  Reihen  gegeben  und  zwar 
sind  dieselben  von  der  Fonn: 

&a  {V)  &li  {V)      &a-  (V)      &a' (V)  »li  (V) 

Daneben  hat  aber  Her  mite  auch  die  Function: 

ftn  nai  ^ 

gekannt,  die  Appell  seinen  Untersuchungen  über  den  genannten  Gegenstand  zu 
Grunde  legt.  Es  geht  dieses  aus  mündlichen  Mittheilungen  von  Her  mite  au 
Api^ell  (nach  Druck  der  AppeU'schen  Arbeit  aus  dem  Jahre  1884)  hervor,  da- 
neben finden  sich  hierauf  bezügliche  Fomieln  in  einer  Hermit e'schen  Arbeit 
in  dem  Sammelwerke:  In  memoriam  Domenici  Chelini  CoUectanea  Mathematica. 
Milan  1881. 

Die  Hei-mite'schen  Eutwickelungen  aus  den  Jahren  1861  und  1802  wurden 
im  Jahre  1879  von  Biehler  wieder  aufgenommen  und  zwar  in  seiner  These:  Sur 
les  developpements  en  series  des  fonctions  doublement  periodiques  de  troisieme 
esijece.  In  derselben  wird  nach  Methoden  von  Liouville,  Her  mite  und  Briot 
und  Bouquet  die  Entwickelung  einer  überaus  grossen  Anzahl  von  Functionen 
dritter  Art  in  trigonometrische  Reihen  in  eleganter  und  übersichtlicher  Weise 
gegeben.  Die  Arbeit  von  Biehler  ist  bei  den  Darlegungen  des  Verfassers  viel- 
fach benutzt  worden.  Immerhin  enthält  die  Arbeit  von  Biehler  nur  eine  grössere 
Beispielsammlung.  Die  methodische,  systematische  Lösung  des  Problemes,  die 
sämmtlichen  Functionen  dritter  Art  in  trigonometrische  Reihen  zu  entwickeln, 
findet  sich  in  den  Arbeiten  von  Appell  vor. 

Die  in  Betracht  zu  ziehenden  Arbeiten  Appells  haben  die  Titel: 
Decomposition    en    elements    simples    des    fonctions    doublement    periodiques    de 

troisieme  espece.     Comptes  Rendus,  Tome  97. 
Sur  les  fonctions  doublement  periodiques  de  troisieme  espece.    Annales  de  l'Ecole 
normale  (3),  Tome  1  und  3. 
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Application  du  theoreme  de  M.  Mittag- Leff  1er  aux  fonctions  doublement  periodiques 
de  troisieme  espece.     Annales  de  l'Ecole  normale  (3),  Tome  2. 

Sur  les  fonctions  doublement  periodiques  de  troisieme  espece.    Comptes  Rendus  101. 

Developpements  en  s^rie  des  fonctions  doublement  periodiques  de  troisieme  espece. 
Annales  de  l'Ecole  nonnale  (3),  Tome  2. 

Eine  überaus  elegante  und  einfache  Darstellung  der  Appell'schen  Resultate 
findet  sich  in  dem  Werke  von  Halphen  über  elliptische  Functionen  und  zwar 
im  ersten  Bande  desselben. 

An  die  Appell'schen  Arbeiten  knüpfen  die  Arbeiten  des  Verfassers  und 
Mohrmanns  an  und  zwar  ist  in  ihnen  der  Versuch  gemacht,  den  Zusammenhang 
mit  der  Transformationstheorie  herzustellen  und  andere  Grundfunctionen,  die 
eine  gemeinsame  Theorie  der  Functionen  zweiter  und  dritter  Art  ermöglichen, 
zu  benutzen.     Die  Titel  der  betreffenden  Arbeiten  lauten: 

Kkäuse,  üeber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  und 

dritter  Art  in  trigonometrische  Reihen.     Math.  Ann.  30,  33. 
Krause,    Ueber   die  Entwickelung  der  doppeltpei-iodischen  Functionen  dritter  Art 

in  trigonometrische  Reihen.     Math.  Ann.  35. 
Krause  und  Mohrmaxn:  üeber  die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen 

zweiter  und  dritter  Ai-t  in  trigonometrische  Reihen.     Math.  Ann.  32. 
Mohrmann:     Fourier'sche    Ent%vickelungen    im    Gebiete    der    doppeltperiodischen 

Functionen  dritter  Gattung.     Leipzig,  Teubner  1889. 
Neues    Verfahren    der   Fourier'schen   Entwickelung   der   doppeltperiodischen 

Functionen.    Archiv  der  Mathematik  und  Physik  von  Hoppe  (2)  12.  1894. 
Daneben  werde  verwiesen  auf: 
Teixeira:    Estudo    sobre    as    funccöes    duplamente   periodicas   de   terceira  espece. 

Coimbra  1890. 
Lerch  :    Bemerkungen    zur   Theorie    der   elliptischen  Functionen.     Rozj^ravy   ceske 

Akademie  cisafe  etc.     Prag.  L  Nr.  24.     1892. 

Die  Entwickelung  der  doppeltperiodischen  Functionen  di'itter  Art  ist  aus 
zahlentheoi'etischen  Problemen  hervoi-gegangen  und  verdankt  diesen  me  auch  die 
Ent^vickelung  der  gewöhnlichen  elliptischen  Functionen  einen  grossen  Theil  ihrer 
Bedeutung.  Es  hätte  daher  nahegelegen,  in  dem  vorliegenden  Werke  auf  die 
zahlentheoretischen  Anwendungen  näher  einzugehen.  Der  Verfasser  hat  aber 
dennoch  geglaubt,  davon  absehen  zu  sollen,  da  die  letzteren  ungemein  reich- 
haltig sind  und  ihre  Darlegung  zu  weit  von  den  eigentlichen  Theorien  abgeführt 
hätte.  An  dieser  Stelle  möge  nur  auf  einige  besonders  naheliegende  und  ein- 
fache Kategorien  von  Anwendungen  hingedeutet  werden,  indem  in  Bezug  auf  alles 
Nähere  auf  Arbeiten  von  Jacobi,  die  schon  citirten  von  Herinite,  Biehlcr, 
Appell  und  die  folgenden  vei-wiesen  ward: 

Hermite:  Sur  quelques  consequences  arithmeticjues  des  formulcs  de  la  thcorie  des 
fonctions  elliptiques.  Extrait  du  Bulletin  de  l'Academie  des  Sciences  de 
St.  Petersbourg,  Tome  29.     Acta  math.  Band  5. 

Nazimow:  Sur  quelques  applications  de  la  theorie  de  fonctions  flliptifiuos  ä  la 
theorie  des  nombres.     Annales  de  l'Ecole  nonnale.  (3)  V.   1888. 

Die  erste  Anwendung  l)riiig('n  wir  in  der  Darstellung  von  Hermite  und 
mit  dessen  Bezeichnungen. 
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Setzen  wir        _  'iKx 

und  tlefiniren: 

f){z)=l  —'iq  cos2x  -\-2q'^cos4:X  —  2q'^cos6x-\-  ■  ■  ■ , 
1  9  2n 

H(z)  =  2q'*'  sin x—2q^  sin  Sx-\-2q^ sin  öx-\-  ■  ■  • , 

&iiz)=  1  -\-2qcos2x-\-2q'^cos4:X-\-2q^cosQx-\-  ■  ■  •, 

1  ^  25 

H^{s)  =  2q'^ cosx -\-  2q'^ COS  3x  -\-  2q'^ cos  öx -\-  ■  •  •, 
so  kann  der  Ausdruck: 

-)  &"-iz) 

auf  doppeltem  Wege  hergestellt  werden.     Erstens  ist  er  das  Product  der    iieiden 

Factoren : 

g(^)^^(^)      und      ^. 
&(z)  &iz) 

Für  den  ersten  Factor  gilt  die  Entwickelung: 
l/—  ^^^®^^^^  =  smx.  5^+  sin  Üx  .  q^{l  +  2^-^)  +  sin  öx  -2^(1  +  2q-^  +  ir^— ^)  +  . 

wobei  OT  die  Werthe  0,  +1,  +  2,-  ■•  +«  annehmen  muss. 
Für  den  zweiten  Factor  ist: 

' -^r^  =  2  Sil!  cT ^^ h  2  s««  3  X  ■  — ^  +  2  -SV  /;  o  ,r;  •  - — ^  +  ■  •  • 

Tt       &(z)  1  — 'Z  l  — (J-^  1  — ^"   ' 

Multipliciren  wir  die  beiden  Reihen,    so    erhalten   wir    die  Darstellung   des 
Ausdrucks : 

K^  1/2^  H"^(z)&^{z) 
2  7r  r       TT  @-(z) 

Es  genügt  für   unsere  Zwecke   die  Kenntniss    des    constanten  CTlicdes.     Das- 
selbe wird : 

2  «4-1       (2n+l)2 


^       1-3 
oder  also: 


^  "  "^  ^  (2«  -)-  1  +  46  +  3)  —  to2 


wobei  die  Summe  nach  n  und  h  über  alle   positiven   ganzen  Zahlen  —  Xidl   cin- 
begrift'en  —  zu  erstrecken  ist,  nach  m  über  alle  Zahlen: 

0,  ±  1,  ±  2,    ■  ■  ■  tn. 

Wir  können  demnach  ^1  auch  in  die  folo-ende  Form  bringen: 
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1 

A' 


wol)ei  gesetzt  ist : 

iY=  (2h  -f  1)  (2« ^-  4&  -  3)  -im-  =  tinwdi 

uuil   F(N)  angie1)t,   wie  oft  die   letzte  Gleichung  für  einen  Werth  von  .Y  statt- 
findet, wobei  n,  w,  h  die  vorhin  angegebenen  Werthe  annehmen  können. 

Zweitens  können  wir  den  Ausdruck  2)   auch  als  Product  der  beiden  Factoren 
ansehen  —  von  einer  Constanten  abgesehen  — 

©1  iz)  =  i-\-  2qcos  2x^2q'^  cosix-] , 

kK^  H-(z)      -^Ti    nq-  q  '2«- 

ir-?  7TT7-T=  >  ; 5 cos2x  ^       ,  —  cosix — ~  ■  ■  • 

Demgemiiss  ergiebt  sich  zweitens: 

-r  TT-  ^1-^2«      ^     \-q2n 

Setzen  wir:  


^,{n)q-. 


^nq      ^  ^ 


^    1-q^n       ^ 

so  stellt  #1  («)  die  Summe  aller  Divisoren  von  n  dar,  deren  conjugirte  Theiler 
ungerade  sind ,  W^  (h)  die  Summe  aller  Theiler  kleiner  als  V  n ,  die  nach  dem 
Modul   2  verschieden  sind  von  ihrem  conjugirten. 

Die  Vei'gleichung  der  beiden  Ausdrücke  ergiebt: 

oder  also,  da:  l/^'=jy   ist- 

F(4j?  -  J)  +  I'\-4  H  -  9)  -| F[4»f  -(2rt  -(-  1)2]  =  ^_  (hW  ^,  (»V 

Das  ist  eine  zahlentheoretische  Beziehung,  die  sich  als  unmittelliare  Folge 
unserer  trigonometrischen  Darstellungen  ergiebt.  Dieselbe  erhält  eine  ganz  be- 
sondere Bedeutung  durch  eine  andere  Deutungsweise  der  (rrössen  F{'N).  Es  zeigt 
sich,  dass  F{N)  die  Anzahl  der  Classen  der  eigentlich  primitiven  quadratischen 
Formen  von  der  Determinante  N  ist. 

Eine   zweite   Kategorie    von   Anwendungen    möge   durch   das   folgende    Her- 
mite'sche  Beisjnel  angedeutet  werden. 
Es  gelten  die  Entwickelungen : 

j>^ =  — [-4    >    '/  \q         +q        +■  ■    q  / si n {-2 II  4-1) X. 
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Nun  multipliciren  wir  die  rechten  und  die  linken  Seiten   mit    einander   und 

integriren  zwischen  den  Grenzen  0  und  y,  indem  wir  von  den  Formeln  Gebrauch 
machen : 

2  2 

sin(2n-\-  l)x  -,  n 
—■ — ■ — '—  dx  =  —• 
sin  X  2 

0  0 

Es  ergiebt  sich  dann: 

wobei  gesetzt  ist: 


M^)"-'v  f 


s=V^ 


■+4 


Diese  Ausdrücke   können   nach  Potenzen    von  q  entwickelt   werden.     Es    er- 


giebt  sich: 

'^  1 


^-2" 


wobei  a  und  a'   die   ganze   Reihe    der    positiven   ungeraden    Zahlen    durchlaufen. 
Setzt  man  fest,  dass  a"  die  Weiihe  annimmt: 

1,  3,  5,  ...  rt— 2 

so  wird: 

1 

-{a--\-  2aa'  —  a"2) 


s,=y<i' 


Bezeichnen  wir  also  durch  JY  eine  beliebige  ungerade  positive  Zahl  und  durch 
^(N)  die  Zahl  ihrer  Theiler,  so  können  wir  setzen: 

Femer  können  wir  schreiben: 

a'-\-2aa'-a"-=2N. 

Dann  wird: 

1   , 

wobei  $j(2iV)  angiebt,  wie  oft  die  Gleichung: 

a--\-  2aa'  —  a"^=  2N{N  ungerade) 

für  einen  Wcrth   von  N  unter   den    angegebenen  Bedingungen    stattfindet.     Deui- 
gemäss  wird: 

i 

Es  sind  auf  diesem  Wege  die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  ■85  O-» 
durch    zahlentheoretische    Ausdrücke    dargestellt   worden.      Auch    hier   kann    den 
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Coefficienten   eine   ungleich  wichtigere  Deutung  gegeben  werden.     Es   zeigt   sich, 
dass 

gleich    unserer   Function   F{2N)    ist    oder   also   wir   erhalten    die   wichtige    Dar- 
stellung : 

0 

Eine  dritte  und  letzte  Anwendung,  auf  die  wir  hindeuten,  Vjezieht  sich  auf 
die  Zahl  der  Lösungen  gewisser  iinbestimmter  quadratischer  Gleichungen,  eine 
Anwendung,  auf  die  zuerst  Jacohi  hingewiesen  hat.  Derartige  Sätze  finden 
sich  in  grosser  Zahl  in  Arbeiten  von  Liouville  von  anderen  Gesichtspunkten 
aus  aufgestellt  vor.  Wir  nehmen  ein  besonders  naheliegendes  Beispiel  nach 
N  a  z  i  m  0  f  f . 

Einerseits  ist: 

andererseits  gilt  die  Entwickelung: 

2K         2Kx         1      ,    ,  -^T^     q2n-\        . 

-.sn —  =  —. \-i   >- -sin{2n  —  l)x 


^l-'Z' 


:  +  ^^g  « .  '^sin  (2  d-\)x. 


sinx       

n  =  (2rf  — l)d 


Setzen  wir  a?=— in  dieser  Fonnel  ein,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichtig- 
ung bekannter  Beziehungen: 

1     n  =  (-id—\)d 

oder  also: 

-sri       -STi         -^('i'  +  <^) 
.4  =  1-2  >gn    >,(-l)' 


«  =  (2d  — 1)() 


Mithin  erhalten  wir  das  Resultat: 

Die  halbe  Zahl  der  Lösungen  der  Gleichung: 

ist  gleich  der  Zahl  der  Theiler  von  «,  welche  die  Form  ?>p-\-l  oder  8;j-|-.S  haben, 
vermindert  um  die  Zahl  der  Theiler  von  «,  welche  die  Form  Sjj -f  5  oder  ^p-\-l 
haben. 

Nr.  4. 

Da  die  Theorie  der  linearen  homogenen  Ditfercntialgloichungen  hier  nur  als 
allgemeine  Einleitung  in  die  spcciellcn  Picard' sehen  Ditfcrontialgli-icliungen  dienen 
und  die  Stellung  und  Bedeutung  derselben  fixircn  soll,  so  habe  ich  mich  auf  die 
grundlegenden  und  ersten  Sätze  aus  derselben  beschränkt,  deretwegen  auf  die 
bekannten  fundamentalen   Arbeiten   von  Fuchs  und  Frobenius   im  Crelle'schen 
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Journal  zu  verweisen  ist.    Eine  lichtvolle  Darstellung  dieser  Untersuchungen  finde 
sich  in  der  Arbeit  von  Tannery: 

Proprietes  des  integrales  des  equations  differentielles  lineaires  ä  coefficients  variables. 
Annales  de  l'Ecole  nonnale  (2),  IV. 

Daneben  werde  verwiesen  auf  den  ConvergenzbeAveis  von  Kneser  im  47.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals. 

Von  Lehrbüchern  heben  wir  die  folgenden  hervor: 

Craig:  A  Treatise  on  linear  diiFerential  equations.     New -York  1889. 

Heffter:     Einleitung    in    die    Theorie    der    linearen    Differentialgleichungen    etc. 

Leipzig  1894. 
Picard:  Traite  d'analyse.     Paris  1896.     Band  III. 
Schlesinger:  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Difi'ereutialgleichungen.    Leipzig 

1895,  1897. 

Nr.  5. 
Die  hier  entAvickelte  Methode,  Differentialgleichungen  zu  construiren,  denen 
doppeltperiodische  Functionen  Genüge  leisten,  findet  sich  in  der  Arbeit  desVerfassers: 
Ueber  einige   DifFerentialbeziehungen  im    Gebiete    der   doppeltperiodischen   Func- 
tionen dritter  Art.     Berichte   der  math.-phys.  Classe   der  Königl.  Sachs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  1889. 
Daneben  werde  vei-wiesen  auf: 

Brioschi:  Sopra  una  classe  diequazioni  difFerenzialiintegrabili  per  funzioni  ellittiche. 
Atti  della  Accademia  Reale  dei  Lincei  (3),  IV. 

Sulla  generazione  di  una  classe  di  equazioni  lineari  integrabili  per  funzioni 

ellittiche.     Annali  di  matematica.     Milano  (2),  X. 
Fuchs:  Sur  les  equations  differeutielles  lineaires  qui  admettent  des  integrales  dont 
les  differentielles  logarithmiques   sont  des  fonctions   doublement   perio- 
diques.     Journal  de  mathematiques  (3),  IV. 
Auf   diese    wichtige   Arbeit    von   Fuchs   wird    noch  besonders  eingegangen 
werden     Es  möge  hierbei  allgemein  bemerkt  werden,  dass  die  citirten  Arbeiten 
mehrfach  in  mehrere  der  hier  gewählten  Kategorien  eingereiht  werden  können, 
ohne  dass  es  jedes  Mal  besonders  hervorgehoben  wird. 

Nr.  6. 

In  Bezug  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Picard"schen  Differentialgleichungen 
ist  zu  bemerken,  dass  dieselbe  aus  den  Hermite" sehen  Arbeiten,  insbesondere 
denen  über  die  Lame'sche  Differentialgleichung  (siehe  siiäteri  und  den  Fuchs- 
schen  Arbeiten  über  lineare  Differentialgleichungen  hervorgegangen  ist. 

Als  Begründer  derselben  ist  Picard  anzusehen.    Die  von  ihm  herriihrenden, 
in  Betracht  gezogenen  Arbeiten  sind  die  folgenden: 
Sur    ime    generalisation    des    fonctions    periodiques    et    sur    certaines    equations 

differentielles  lineaires.     Comptes  rendus  89. 
Sur   les    equations    differentielles   lineaires  ä  coefficients  doublement  periodiques. 

Comptes  rendus  90. 
Sur  unc  classe  d'equations  differentielles  lineaires.     Comptes  rendus  90. 
Sur   les   equations   differentielles  line'aires   ä   coefficients   doublement   periodiques. 

Crellf,  Journal,  Band  90. 


Litoraturnachweise.  200 

Daneben  werde  verwiesen  auf: 

Mittag -Lefflek:  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä  coeffioients  floulilr-nient 
periodiques.     Comptes  rendus  90. 

Nr.  7. 

In  Bezu«?  auf  die  Lame 'sehe  Differentialgleichung  ist  Folgendes  zu  bemerken: 
Aufgaben  aus  der  Wärmetheorie  führten  Lame  zu  einer  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung,    die    unter  Benutzung   der  Bezeichnungsweise    der  Theorie  der 

elliptischen  Functionen  geschrieben  werden  kann: 

-—^^=[n(n-\-l)k'sn-u-\-h]y.     (n  eine  ganze  positive  Zahl.) 

Die  Arbeiten  von  Lame   finden  sich  in  mannigfachen  Journalen.     Wir  be- 
gnügen uns  damit,  drei  selbstständige  Werke  von  ihm  zu  nennen: 
Le9ons   sur  les   fonctions  inverses   des  transcendentes   et  les  surfaces  isothermes 

Paris  1857. 
Leyons  sur  les  coordonnees  curviligues  et  leurs  diverses  a2)plications.    Paris  1859. 
Le9ons  sur  la  theorie  analytique  de  la  chaleur.     Paris  1861. 

Es  gelang  Lame,  ein  Integral  dieser  Differentialgleichung  zu  finden,  wenn 
h  in  geeigneter  Weise  gewählt  -svird. 

Liouville    und   unabhängig   von   ihm  Heine   haben   für   dieselben  Werthe 

von  h  das  zweite  Integral  bestimmt.     Die  Arbeiten  von  Liouville    sind   betitelt: 

Lettres  sur  diverses  questions  d'analyse  et  de  physique  mathernatique  concemant 

l'ellipsoide  adressees  ä  M.  P.  A.  Blanchet.     Liouville,  Journal.    Tome  XI. 

Solution  d'un  probleme  relatif  ä  l'ellipsoide.     Comptes  rendus  20.    1845. 

Von    den  Arbeiten    von  Heine   begnügen  wir   uns    damit,    eine   Arbeit    im 
29.  Bande  des  Crelle'schen  .lournals  zu  citiren: 
Beitrag  zur  Theorie  der  Anziehung  und  der  Wanne, 
und  verweisen  im  üebrigen   auf  sein  bekanntes  Lehrbuch  über  Kugelfunctionen. 

An  diese  Arbeiten  knüpft  Hermite  an.  Er  lässt  die  liisherigen  Beschränk- 
ungen von  h  fallen  und  sucht  für  einen  jeden  ganzen  positiven  Werth  von  u  die 
beiden  Integrale  der  Differentialgleichung  zu  bestimmen. 

Die  Arbeiten   von  Hermite   befinden    sich  in   einer  Reihe  von  Bänden  der 
Comptes    rendus    der    Pariser   Akademie    der   Wissenschaften,    sind    dann    aber 
zusammengefasst  in  dem  Werke : 
Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques.     Paris  1885. 

Daneben  werde  auf  die  Arbeit  aufmerksam  gemacht: 
Sur  I'equation  de  Lame.     Annali  di  Matematica.     Milano.     Tomo  IX . 
und  auf  die  Vorlesungen,  die  er  im  Jahre  1872  an  der  Ecole  Polytechnique  gehalten 
hat,  ferner  auf  die  Arbeit: 

Sur  l'integration  de  l'öquation  diff^rentielle  de  Lame.    Crelle  89.    In  dieser  .Arbt-it 
wird  der  specielle  Fall  /•-  =  1  untersucht. 

In  den  beiden  zuletzt  citirten  Arbeiten  wird  eine  Darstellung  der  Integrale 
in  der  Productform  gegeben  ~  in  dem  vorher  citirten  Werke  in  der  Sunimenforui. 

Gleichzeitig  mit  Hermite  hat  Fuchs  sich  mit  dem  Problem  der  Auflösung 
der  Lame'schen  Gleichung  beschäftigt,  indem  er  die  von  ihm  aufgestellten  Methoden 
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anwandte.     Seine  Arbeiten,   die   auch  als  grundlegende  zu  bezeichnen   sind,   sind 
die  folgenden: 

Ueber  die  linearen  Diffei'entialgleichungen  zweiter  Ordnung,   welche  algebraische 
Integrale    besitzen,    und    eine   neue  Anwendung  der  Invariantentheorie. 
Grelle,  Journal,  Band  81. 
Extrait  d'une  lettre  adressee  ä  M.  Hermite.     Comptes  rendus  85. 
Ueber  eine  Classe  von  Differentialgleichungen,  welche  durch  Abel'sche  oder  elliptische 
Functionen  integrirbar  sind.   Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften.  Göttingen  1878.  (Siehe  auch  Annali  di  matematica  (2),  IX.) 
Sur  les   equations   differentielles  lineaires   qui    admettent  des   integrales  dont  les 
differentielles  logarithmiques  sont  des  fonctions  doublement  periodiques. 
Journal  de  niathematiques  (3),  IV. 
Neben  den   Arbeiten  von   Hermite   und    Fuchs    sind   ferner  Arbeiten    von 
Brioschi  hervorzuheben,  der  sich  vielfach  mit  Differentialgleichungen  beschäftigt 
hat,    die    zu    Picard' sehen    Gleichungen   führen.     Wir   heben   für   den   Fall    der 
Lame 'sehen  Gleichung  die  Arbeiten  hervor: 
Sur  requation  de  Lame.     Comptes  rendus  85  und  86. 
Theoremes  relatifs   ä  requation   de  Lame.     Comptes  rendus  92. 

In  dieser  Ai-beit  wird  u.  A.  die  Productdarstellung  mit  der  Summendarstellung 
der  Integrale  verglichen  und   die   Relation   zwischen   den  entsprechenden  Argu- 
menten   angegeben,    die    auch    bei    unseren    Untersuchungen    näher    betrachtet 
worden  ist. 
Sur  une  application  du  theoreme  d'Abel.     Comptes  rendus  94. 
Sur  requation    differentielle  Lame-Hermite.     Bulletin    de  FAcademie  Imperiale 
de  St.  Petersburg  (3),  35. 
Ausserdem  werde  auf  die  folgenden  Arbeiten  aufmerksam  gemacht: 
Stenbekg:    Den  Hermiteska   differential-equationen    af   andra   ordningen.     Acta 

societatis  Fennicae.     Helsingfors  X"\T^. 
Gkeenhill:  Lame's  differential  equation.  Proceedings  ofthe  London  Math.  Society  XX. 
Chittenden:  A  presentation  ofthe  theory  of  Hermite 's  form  of  Lame's  equation 
with   a  detennination  of  the  explicit  fonns  in  tenns  of  the  (ji>-function 
for  the  case  n  equal  to  three.     Dissertation.     Königsberg -Leipzig  1893. 
In   diesen   drei  Arbeiten  wird  von  den  Wei er strass 'sehen  Functionen  Ge- 
brauch gemacht,  desgleichen  in  der  Arbeit  von 
Klein:    Ueber   den  Hermite 'sehen   Fall   der   Lame 'sehen    Differentialgleichung. 
Mathem.  Aunalen  40,    in  welcher    eine  Untersuchung    der  Wurzeln    der 
algebraischen  Gleichung  stattfindet,  welcher  die  ^j- Functionen  Genüge 
leisten.    (Siehe  auch  desselben  Verfassers  autographirie  Vorlesungshefte.) 
Ferner  werde  die  Ai-beit  von  Pick  genannt: 
Ueber    die  Integration    der    Lame 'sehen    Differentialgleichung.     Sitzungsbei'ichte 
der  math.  naturw.  Classe  der  Akademie  zu  Wien  1896,    in  welcher  eine 
Anwendung  der  Methoden  der  Invariantentheorie  gegeben  wird. 
Endlich  vei"weisen  wir  auf  die  Arbeit  von 
Markoff:    Sur   l'equation    de   Lame.     Mathem.  Annalen  47,   welche    sich    an    die 
citirte  Arbeit  von  Klein  anschliesst. 
In  den  Ausführungen  dieses  Werkes  ist  die  in  der  Lame  "sehen  Differential- 
gleichung vorkommende  Zahl  n  immer  als  ganze  Zahl  angenommen  worden,  es 
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möge    aber   hervorgehoben    werden,    dass    sich   in    der  Literatur  der  Fall  eines 

nicht  ganzen  n  mehrfach  behandelt  findet.    Wir  nennen  die  folgenden  Arbeiten: 

Brioschi:    Sopra  una  classe   di   equazioni   differenziali  lineari  del  secondo  ordine. 

Annali  di  Matematica  (2),  IX. 
Hermite:  Sur  les  equations  differentielles  lindaires  du  second  ordre.  Ibidem  (2),  X. 
Lindemann  :  On  Lame's  differential  equation.    Reports  of  the  Meeting  of  the  British 

Association  for  the  advancement  of  science.     London  1883. 
Jaxiet:  Sur  un  cas  particulier  de  Fequation  de  Lame.     Comptes  rendus  111. 
Brioschi:    Gli   integrali    algebrici  dell'  equazione  di  Lame.     Atti  della  Reale  Acc. 

dei  Liucei.     Rendiconti  (5),  I^. 

Nr.  8. 

In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Picard' scheu  Ditt'erentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mit  Ausschluss  der  Lame'scheu  machen  wir  ausser  auf  die  Hermite- 
scheu Arbeiten  auf  die  folgenden  aufmerksam: 

Picard:    Sur    une    application    de    la    theorie    des   fouctions  ellii)ti(iues.     Comptes 
rendus  89. 
lu  dieser  Arbeit  wird  die  Differentialgleichung  behandelt: 

d'V  ,      ,„snxcnx  dii  , 

~-\-Hk' — -^-\-a^J  =  Q, 

ax^  dnx     dx 

die  von  uns  ausführlich  untersucht  worden  ist. 

Auf   einen    besonderen  Fall    dieser  Gleichung    bezieht   sich  eine  Arbeit  von 

Gylden:  Sur  une  nouvelle  forme  des  coordonnees  dans  le  probleme  des  deux  corps. 
Comptes  i'endus  88. 
Auf  dieselbe  allgemeine  Gleichung  bezieht  sich  eine  Arbeit  von 

Bremer:  Ueber  lineare  homogene  Differentialgleichungen  mit  doppeltperiodischeii 
Coefficienten.  Dissertation.  Giesseu,  in  welcher  nach  Fuchs 'sehen  Me- 
thoden auch  die  Lame 'sehe  Differentialgleichung  behandelt  wird. 

Gylden:  Sur  une  equation  difterentielle  liueaire  du  second  ordre    Comptes  rendus  yi». 

Sur  quelques  equations  differentielles  lineaires  du  second  ordre.     Ibidem. 

Discussion  der  Gleichung: 

y"  -\-Tc^ — 11  -\-ii-dn-x .  y  =  0. 

-^     '  dnx 

Darboux:  Sur  une  equation  lineaire.     Comptes  rendus  94. 

Discussion  der  Gleichung: 

d-y      iu(u-f  1)   ,   u'(a'4-l)  ,    .,      ,  u."(fi."4-l),,      .,      ,  ,   ,   , ,1 

dx-      L    ^n^x      '       cn^x  dn-x  \ 

De  Sparre:  Sur  l'equation: 

^^2/,   r^    k-snx  .CHX  ,   ^      snxdnx  ciixd)ix\dy 

+  Ic-a  )t-jiji  -\-  i  +  i'j  -(-  n)  yii  —  v—v^  —  n  +  1)  +  h.     Acta  math.  S. 
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Der  Titel  ist  etwas  modificirt.  Diese  Arbeit,  die  sich  durch  grosse  All- 
gemeinheit und  Eleganz  der  Methoden  auszeichnet,  ist  in  dem  vorliegenden  Werke 
mehrfach  benutzt  worden. 

Elliot:    Sur   une    eqiiation   liueaire    du    second    ordre    ä    coefficieuts    doublement 
periodiques.     Acta  math.  2. 

Discussion  der  Gleichung' 


y.  =  (« ("  + 1)  ^•-  ->.  -  (--)  +  h  -}-  ^Y^  J  y- 


Hierzu  kommen  einige  Arbeiten  des  Verfassers,    die    sich    in    den  Berichten 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  finden. 

Ueber    die    Diiferentialgleichungen ,    denen    die    doppeltperiodischen    Fuiictionen 
zweiter  Art  Genüge  leisten  1890;  U,  1890;  III,  1890;  W,  1891;  V,  1891. 
In  diesen  Arbeiten  werden   einige  Difi'erentialgleichuugen  nach  einheitlicher 
Methode,  wie  sie  im  Vorhergehenden  auseinandergesetzt  ist,  integrirt,  und  zwar 
unter  Zugrundelegung  der  Productform  der  Integrale. 
Naetsch:    lieber   eine   gewisse  Classe   von   homogenen  linearen  Diiferentialgleich- 
ungen zweiter  Ordnung,    die    sich  durch    doppeltperiodische  Functionen 
zweiter  Art  integriren  lassen.     Ibidem  1893. 
Zur   Theorie    der   homogenen   linearen   Differentialgleichungen   mit  doppelt- 
periodischen Coefficienten.     Dissertation,  Leipzig  1894. 
In  diesen  Arbeiten  werden  die  Untersuchungen  des  Verfassers  weitergeführt 
und  eine  allgemeine  Methode  zur  Integration  dei'jenigen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  entwickelt,    die  in    den    Coefficienten   zwei  beliebige  singulare 
Stellen  besitzen. 

Dasselbe  Problem  ist  auch  in  dem  vorliegenden  Werke    gelöst   worden    und 
zwar  in  anderer  Weise,  als  es  in  den  Arbeiten  von  Naetsch  geschieht. 
Naetsch:  Untersuchungen  über  die  Reduction  und  Integration   von  Picard'schen 
Differentialgleichungen.     Berichte  der  Leipziger  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften 1896. 
In  dieser  Arbeit  wird  eine  allgemeine  Methode  zur  Auflösung    der   geraden 
Picard'schen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  gegeben. 
Brioschi:  Sur  une  classe  d'equations  lineaires.     Comptes  rendus  91. 

Es  möge  hier  an  dieser  Stelle,  obwohl  der  Zusammenhang  nur  ein  loser  ist, 
auf  eine  Arbeit  von  Gegenbauer  hingewiesen  werden: 

Ueber  die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Ai-t.     Sitzungsberichte  der  Aka- 
demie zu  Wien  1882.     Math,  naturw.  Classe  86.  II. 
Diese   Arbeit   knüijft    an    die   bei    Gelegenheit   der   Lame 'sehen    Gleichung 
citirte  Arbeit  von  Brioschi,  Comptes  rendus  92  an  und  verallgemeinert  die  dort 
gegebene  Beziehung  für  eine  beliebige  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art. 
Endlich  möge  nochmals  auf  die  schon  citirte  Arbeit  von  Fuchs  aufmerksam 
gemacht  werden: 

Sur  les  equations  differentielles  lineaires   qui    admettent  -des   integrales   dont  les 

diff^rentielles  logarithmiques  sont  des  fonctions  doublement  periodiques. 

Journal  de  Mathematiques.    (3)  4, 

in  welcher  die  Theorie  der  Picard'schen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

ganz  allgemein  behandelt  wird.     Bei  der  srossen  Einfachheit  und  fundamentalen 
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Wichtigkeit  der  Fuchs'schen  Untersuchuiigeu  mögeu  dieselbeu  kurz  charukterisirt 
werden. 

Die  in  Betracht  kommenden  Differentialgh'iclrangen  müssen  jedenfalls  die 
Form  haben: 

d'-u    ,        du  , 

wobei  in  der  Umgebung  eines  singuhiren  Punktes  a  die  Kntwirkcbnigen  statt- 
tinden : 

ß        ß' 

in  denen  «,  (?,  ß'  Constanten  bedeuten  und  q^  und  q^  sich  nach  ganzen  Potenzen 
von  (jc  —  a)  entwickeln  lassen.  Hieraus  folgt  die  Darstellung  [in  Fuchs  "scher 
Bezeichnungsweise) : 

l\  =  7  +^  X/,  -Di'  log H ix  —  a,n) 

Setzt  man  demgemäss: 
wobei  j'  den  Werth:  j_  ^ 

v  =  e 
hat,  so  leistet  y  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (rentige: 

dx- 
wobei  gesetzt  ist :  , 

Offenbar  kann  diese  Form  den  weiteren  Betrachtungen  als  Nornuilforni  zu 
Grunde  gelegt  werden.  Wir  fragen,  welches  die  hinreichenden  und  nothwendigen 
Bedingungen  dafür  sind,  dass  diese  Gleichung  ein  Integral  besitzt,  welches  eine 
gewöhnliche  doppeltperiodische  Function  ist,  sich  also  schreiben  lässt: 


F{x)  =  e'^^  +  ^'  TT  H{u'  -  «, )'■•' , 


wobei  die  Grössen  r,  positive    und    negative   ganze  Zahlen    sein    können.     In    der 
Umgebung  des  Punktes  (im   gilt  die  Eutwickelung: 

ö  +  Vr.v  BJog H{x  -  «,- )  =      ^"'     +  V'r. .  Dx hnj  H^a,,,  -  a.  )-\-S-\-rp  (.c), 

.^^  X  —  Clin        ^^ 

wobei '^    sich  über  alle  f«,  mit  Ausnahme  von  «,„  erstreckt    und  qp(,c')  holomiirpli 

in  der  Umgebung  von  .c  =  ((m  ist  und  für  x  =  a,,.  Null   wird. 
Setzt  man  daher: 

lim  =^   r.s .  Dz  log H{uni  —  «.«)  +  «^ i 
so  folgt  in  der  Umgebung  von  x  =  am  : 

.    YDjogHx)]-  =  :^^-^,^-^r^^-Vn,. 
wobei   tp  holomorph  in  der  Umgebung  von  «,„  ist. 
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Hieraus  folgt: 

[Dx  logF{x)Y-=  e  +^[2)-, .  R, .  D-c  locjH{x  -  «,)  -  r;Dl  logH{x  -  a  )]. 
Nun  ist  aber: 
^^D'^F{x)  =  Bl  logF(x)i-[D,  JogF{x)Y 

=  s+^[2rs.Bs.D^  logH{x-cQ^{rs-rs')Bl  logHix-a,)] 


mithin  folgt  das  Resultat 

] 
lassen 


Die  gesuchten  Bedingungen   lauten:    Es   muss  P  sich   in    die  Form   bi-ingeu 


P  =  i  +^A, .  D:c  logHicc  -  r(,)  +  JB, .  D;  JogH{x  -  «,), 
wobei  die  Beziehungen  stattfinden: 

As  =  2  Vs .  i?,,    Bs  =  >'s  —  r;  (/s  eine  ganze  Zahl). 
Man  hat  dann: 

F{x)  =  e^"  +  '^'  TT  H(x  -  «,)'".  TT  H{x  -  a'a) , 

wobei  das  Zeichen    I   I      sich    über  alle  Werthe    a'a   erstreckt,    für    welche    die 

Function  F{x)  Null  wird  und  für  welche  ro  =  l,  Jio  =  0,  Aa  =  0,  Bo  =  0  ist.    Für 
diese  Werthe  wird  P  nicht  unendlich.     Nennt  man  ihre  Zahl  Ä",  so  wird: 

A-  +  '\  +  A,  +  ---=0, 
wobei  die  Grössen  r  zu  Werthen  a  gehören,   für  welche  P  unendlich  gross  wird. 
Ist  das  Problem  aber  für  ein  Integral  gelöst,  so  ist  es  für  zwei  auch  unmittelbar 
der  Fall  und  zwar  vermöge  der  Beziehungr: 


/  dx 


wie  nicht  näher  ausgeführt  werden  soll. 

Bei  unseren  Betrachtungen  ist  eine  andere  Normalform  als  die  von  Fuchs 
betrachtete  zu  Grunde  gelegt  worden,  da  Gewicht  darauf  gelegt  ist,  dass  die 
Integrale  nur  einen  Unendlichkeitspunkt  besitzen  und  dieselbe  analytische  Form 
beibehalten. 

Nr.  9. 

In  Bezug  auf  Picard'sche  Differentialgleichungen  dritter  und  höherer  Ord- 
nung verweisen  wir  auf  die  Arbeiten: 

Brioschi:  Sur  quelques  equations  differentielles  lineaires.     Comptes  rendus  91. 
Mittag -Leffler:    Om  Integrationen   af  de  Hermiteska   dififerentialequationerna 

af    tredje     och     fjerde     ordningen    etc.      Helsingfors.      Acta    societatis 

Fennicae  XII. 
Ueber  die  Integration  der  Her  mite 'sehen  Differentialgleichungen  der  dritten 

und  vierten  Ordnung,  bei  denen  die  Unendlichkeitsstellen  der  Integrale 

von  der  ersten  Ordnung  sind.     Annali  di  Matematica  (2),  XI. 
Briüschi:    Sulla   classe    di   equazioui    differenziali   lineari  considerate  nella  prece- 

dente  Memoria  del  sig.     Mittag -Leffler.    Ibidem. 
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(.TOURSAT :  Sur  Tintegratioii  de  quelques  equations  lineaires  au  moyen  de  fonctions 
doublement  periodiques.     Bulletin  de  la  Socie'te  Math,  de  France  XII. 

Sur  une  equation  Uneaire.     Comptes  rendus  98. 

In  den  beiden  letzten  Arbeiten  wird  eine  Beziehung  zwischen  unseren  Theorien 
und  der  bekannten  Briot-Bouquet'schen  Theorie  der  Ditierentialgleichungen 
erster  Ordnung  hergestellt. 

BiGiAvi:  Sopra  una  classe  di  equazioni  ditterenziaü   lineari  a  coefficienti    doppia- 

mente  periodic!.     Annali  deUa  Reale  Scuola  N.  S.  di  Pisa.  VI. 
Krause:   üeber  die  Differentialgleichungen,   denen  die  doppeltperiodischen  Func- 
tionen zweiter  Art  Genüge  leisten.  VI.    Berichte  der  Königlich  Sächsischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  1891. 
Jahnkk:    Die    Differentialbeziehungen     für     die    eindeutigen    doppeltperiodischen 
Functionen  zweiter  bezw.  dritter  Art.     Grelle  Journal  112. 
In  dieser  weitreichenden  Arbeit  werden  u.  a.  Methoden  zur  Aufstellung   all- 
gemeiner Differentialgleichungen  gegeben,  denen  doppeltperiodische  Functionen 
zweiter  Art  Genüge  leisten. 

Nr.  10. 

Die  Theorie  der  speciellen  Integralformen  der  Picard 'sehen  Differential- 
gleichungen ist  in  dem  vorliegenden  Werke  nur  kurz  behandelt  worden.  Es  ge- 
schieht das,  weil  man  hierbei  theüweise  zu  Theorien  gelangt,  die  aus  dem 
Rahmen  der  eigentlichen  doppeltperiodischen  Functionen  heraustreten.  Es  bezieht 
sich  das  vor  allem  auf  die  Lame  "sehe'  Differentialgleichung,  über  welche  im 
speciellen  Falle  eine  grössere  Literatur  vorhanden  ist,  die  aber  zu  der  Theorie  der 
Kugel-  und  verwandter  Functionen  gezählt  werden  muss.  Unter  solchen  Umständen 
beschränken  wir  uns  auch  bei  der  Literaturangabe  auf  diejenigen  Arbeiten ,  die 
sich  an  die  Theorie  der  dopijeltiieriodischen  Functionen  anschüessen. 

Schon  in  den  Picard'schen  Arbeiten  ist  bemerkt,  dass,  wenn  die  Integrale 
einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  mit  doppeltperiodischen  Coefficienten 
sämmtlich  eindeutig  sind,  sie  deshalb  nicht  sämmtlich  doppeltperiodisch  zu  sein 
brauchen.  Daneben  machte  Mittag-Leffler  auf  einen  besonderen  Fall,  der  bei 
den  Integralen  eintreten  kann,  aufmerksam.  Es  geschieht  das  in  der  Arbeit: 
Sur  les  fonctions  doublement  periodiques  de  seconde  espece.  Comptes  rendus  90. 
In  besonders  eingehender  Weise  hat  sich  Floquet  mit  der  Form  der  Inte- 
grale der  Picard'schen  Differentialgleichungen  beschäftigt.  Wir  nennen  die 
folgenden  Arbeiten : 

Sur  les  equations  differentieUes  lineaires  ä  coefficients  periodiques.     Comptes  ren- 
dus 91.     Anuales  de  l'Ecole  normale  (2),  XII. 
Sur  les  equations   differentieUes   lineaires    ä   coefficients   doublement   periodiques 
Comptes  rendus  98.     Annales  de  l'Ecole  normale  (3),  I. 
Auf  dieselben  Theorien  beziehen  sich  die  Arbeiten  von  Stenberg: 
Ueber  die    allgemeine   Form    der   eindeutigen   Integrale    der   linearen    homogenen 
Differentialgleichungen     mit     doppeltperiodischen     Coefficienten.       Acta 
mathematica  XV. 
Zur   Theorie    der  linearen   homogenen   Differentialgleichungen   mit    doppeltperio- 
dischen Coefficienten.     Acta  societatis  Scientiarum  Fennicae  XIX  Nr.  11. 
Helsingfors. 
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Daneben  verweisen  wir  auf  das  Lehrbuch  von  Halphen  und  die  specielleren 
Arbeiten  von: 

Stenberg:  Sur  un  cas  special  de  Tequation  difterentielle  de  Lame.  Acta  mathe- 
ruatica  X. 

Krause:  Ueber  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  Coefficienten 
doppeltperiodische  Functionen  sind  I,  II  1892.  Berichte  der  Königlich 
Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig. 


Bemerkungen  zum  ersten  Bande. 

Bei  der  Angabe  der  wichtigsten  Lehrbücher  und  Formelsammlungen  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Vorlesungen  von  Klein  über  elliptische  Modulfunctionen  von 
Fricke  herausgegeben  sind.  Bei  der  Literaturangabe  Nr.  3  (§§  12  — 15)  werde 
noch  eine  Arbeit  von  Pincherle  hinzugefügt,  auf  welche  mich  der  Herr  Ver- 
fasser aufmerksam  machte: 

Ricerche  sopra  una  classe  importante  di  i'uuzioni  monodrome.     Uiornale  di  Mate- 
matiche  .  .  .  pubbl.  per  cura  del  Prof.  G.  Battaglini  18  aus  dem  Jahre  1879, 
in  welcher  sich    schon    die   wichtigsten    Sätze    über   multiplicatorisch    periodische 
Functionen  finden. 

Sodann  verdanke  ich  der  Liebenswürdigkeit  des  Herrn  Stäckel  die  folgen- 
den Bemerkungen : 

Seite  2:  Zeile  12  v.  u.  fallen  die  Worte  ..oder  gleich"  fort. 

Seite  3:    Zeife^  9,.  V.  u.      Nach    dem   Worte    ,, zusammenfallen"   ist   einzuschieben: 
,,fKr  die  von  uns  später  in  Betracht  zu  ziehenden  Functionen". 

In    der    allgemeinen    Form     ist    die    Bemerkung    unrichtig,    wie    aus    dem 
mir  von  Herrn  Stäckel  mitgetheilten  Beispiel  hervorgeht: 

V— 
X,   2«  ■ 

(Siehe  auch  dessen  Arbeit  im  112.  Bande  d^s  Crelleschen  Journals.")     Bei  diesem 

Beispiel  findet  für  alle  Punkte  auf  dem  Convergenzkreis  Convergenz  statt. 

Seite  39:  Zeile  2  v.  u.  dürfte  nach  dem  Worte  „sind"  besser  gesagt  werden :  „Hat 

dann  f{.v)  im  Punkte  x  einen  endlichen  bestimmten  Werth,  so  ist: 

fixpr)^f{x), 

folglich  ist  f{x)  für  |a;|  =  '-  constant,  also  überhaupt  constant". 

Bei  der  Literaturangabe  Nr.  5  (§  17)  möge  noch  auf  den  entsprechenden 
Beweis  im  ersten  Bande  des  Tannery-Molk'schen  Werkes  über  elliptische 
Functionen  und  im  zweiten  Bande  des  Jordan'schen  AVerkes  „Cours  d'analyse" 
vei"wiesen  werden. 

Bei  der  Literaturangabe  Nr.  8  (§§23—26)  ist  noch  auf  eine  Arbeit  von 
Gutzmer  aus  dem  Jahre  1892  im  110.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  aufmerk- 
sam zu  machen : 

,,  Bemerkungen  über  die  Jacobi'sche  Thetaformel." 
In  dieser  Arbeit    wird    in    einfacher  Weise   ein  specielles   Additionstheorem 
hergeleitet. 
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34.3       Theorie  der  doppeltperiodi- 

K88     sehen  Functionen 
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